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1. Problemstellung 

1 .I Die von W. Blaschke [I] und J. Grünwald [ 9 ]  angegebene kine- 

matische Abbildung ordnet einer Geraden X des dreidimensionalen 

(komplex erweiterten) reellen projektiven ~aumes' ihr kinematisches 

Bildpunktepaar (X1,Xr) in einer euklidischen Bildebene zu, das 

durch Schwenkung aus dem Bildpaar von X unter einem linearen Zwei- 

spurensystem entsteht; vgl . auch [I 6 ; 240f .] . Die Abbildungen 

X X1 und X * Xr sind zwar linear (siehe 1.2, können jedoch durch 
die auf der Schwenkung beruhende Konstruktionsvorschrift nicht von- 

einander getrennt betrachtet werden. Vielmehr erhält man beide 

Bildpunkte einer Geraden stets als Lösung einer quadratischen Auf- 

gabe. 

Ein weiteres Beispiel einer linearen Geradenabbildung auf eine 

projektive Ebene wurde von L. Eckhart [7 ; 54f .] und F. Rehbock [I 71 

publiziert. Die Ausnahmemenge dieser Eckhart-Rehbockschen Abbildung 

ist ein nicht notwendig reeller Regulus, dessen Trägerquadrik T 

ein reelles Polarsystem besitzt, was sicherstellt, daß reelle Ge- 

raden auch reelle Bilder besitzen. Die von beiden Autoren angegebene 

Konstruktionsvorschrift benützt die komplexe Erweiterung und 

verlangt unter anderem, eine abzubildende Gerade mit der 

Quadrik T zu schneiden, also eine quadratische Aufgabe zu lösen. 

Ist T insbesondere eine bezüglich der komplexen Erweiterung null- 

teilige Quadrik, so liefert eine von W. Wunderlich 1201 gefundene 

reell durchführbare quadratische Konstruktion, welche das reelle 

'~urch die Menge der Ausnahmegeraden der kinematischen Abbildung 
wird dieser projektive Raum zu einem quasielliptischen Raum. 



Polarsystem von T benützt, für eine reelle Gerade die beiden Bilder 

unter den durch die beiden Reguli von T bestimmten linearen Ab- 

bildungen. Ferner wird in C201 gezeigt, wie man bei Kenntnis eines 

reellen Ausnahmeregulus allein durch reelle lineare Konstruktionen 

das Bild einer reellen Geraden ermitteln kann. 

Auch die dem Übertragungsprinzip von F. Klein [6; 301) zugrunde 

liegende Abbildung ist linear. F. Hohenberg [I 21 diskutiert eine 
lineare Geradenabbildung, deren Bildpunkte einen dreidimensionalen 

projektiven Raum aufspannen. 

1.2 Der Begriff der linearen Geradenabbildung wird von H. Brauner 

[2] in größerem Rahmen präzisiert, wobei neben einer Beschreibung 

der Graßmann-Varietäten durch innere Eigenschaften noch eine geo- 

metrische Kennzeichnung der linearen Abbildungen aus der Punkt- 

menge eines projektiven Raumes in die Punktmenge eines projektiven 

Raumes verwendet wird. Dort finden sich auch historische Bemerkungen 

zum Problem der Definition linearer Abbildungen. Vgl. auch die 

Noten von H. Timrnermann [I 91 und U. Faigle [8] ; kinematische Ge- 

radenabbildungen behandelt C. Lübbert [14]. 

Die beiden Artikel [IO] , [I 1 ] beinhalten im Anschluß an [ 2 1 
eine einheitliche geometrische Kennzeichnung linearer Abbildungen 

aus projektiven Räumen und Graßmann-Räumen. Axiomensysteme für ge- 

wisse Graßmann-Räume geben übrigens G. Tallini [I 83 und 

P.M. Lo Re - D. Olanda 1131 an. 
In dieser Arbeit wird eine Angabe beliebiger linearer Geraden- 

abbildungen aus dreidimensionalen projektiven Pappos-Räumen ent- 

wickelt, welche es gestattet, Bildelemente allein durch lineare 

Kostruktionen zu ermitteln, was dem Wesen einer linearen Abbildung 

entspricht. Im 2. Abschnitt bereiten wir diese Angabe vor. 

2. Standardangaben 

2.1 Wir setzen einen projektiven Desargues-Raum T=(P,G) mit Punkt- 

menge P und Geradenmenge G sowie einen projektiven Desargues- 

Raum 7f1=(P',G') voraus, wobei Ti und T' isomorphe Algebraisierungs- 
2 körper besitzen . Dann existieren für jeden Unterraum Plc P 

lineare Abbildungen ?:P1 + P' im Sinne der Definition in [10; 1521. 

Unter einer linearen Abbildung vom Rang 1 (rgy=l) 110; 1541 ver- 

stehen wir im folgenden stets eine solche, die einen Algebraisierungs- 

'wenn nicht anders angegeben übernehmen wir Definitionen und Nota- 
tion aus [3], [4J. 



- 
körper von T isomorph auf einen Algebraisierungskörper von \ I '  ab- 

bildet und bezeichnen sie als eine Kotierung. Wir schreiben D(y) bzw. 

A(y) bzw. Im(y) für die Definitions- bzw. Ausnahme- bzw. Bild- 

menge von und unterscheiden wie in [IO], [I I] zwischen dem 

Bildelement XYGP ' und der Bildmenge { X ~ ~ C P  ' . Für XEA ( Y )  gilt txjy=@ 
und Xy ist nicht definiert. 

2.2 Zur Festlegung einer linearen Abbildung y:P + P' kann folgende 
Standardangabe benützt werden: 

Gegeben sind inir eine Hyperebene PlcP und drei verschiedene 

kollineare Punkte RcP C $  PI, T, ferner eine lineare Abbildung yl: 1' 
PI -f P' mit  RED(^^ ) und rgyl 2 I , sowie im Zielrawn T' Punkte S ' , 
T' so, daß Ryl, S v ,  T' drei verschiedene kollineare Punkte sind. 

Hilfssatz. Zu jeder Standardangabe existiert genau eine lineare 

Abbildung y:P + P' mit ~ \ ~ ~ = y ~ ,  SY=S' und Ty=Tf. 

Beweis. Die lineare Abbildung yl ist Produkt einer Projektion 
TCI :P + R1 mit Zentrum A(yl )cq auf einen Unterraum Rl c PI von 

1 
und einer linearen Injektion Q1 : R1 3 P ' , wobei R€Rl vorausgesetzt 
werden darf [10;153). 

Gehört S' der Bildmenge Im(yl) an, so gibt es die Punkte 

S ' $;I , T' , und der nach dem Planaritätsaxiom existierende Punkt 
-1 - 1 A: =CS 'g .TT 'ql liegt notwendig in A ( Y )  . Die Projektion Tc: P + R1 

zum Zentrum A(yl)vl~j verkettet mit der linearen Injektion q1 ist 
dann die einzige lineare Abbildung zu dieser Angabe. 

Ist S '. kein Punkt von Im(yl ) , SO sei R:=R1v i ~ f .  Anwendung von 
Hilfssatz 2 in [5] zeigt die Existenz genau einer linearen Injek- 

tion q: R + P ' , also einer Kollineation R + Im (q)cP ' , welche Q1 
fortsetzt und S H S r ,  T I+ T' leistet. Das Produkt der Projektion 

R:P + R zum Zentrum A(yI) mit der linearen Injektion ist die einzige 

Lösung. 

Bekannte Sonderfälle dieser Standardangabe sind die Angabe einer 

perspektiven Kollineation durch Zentrum, Achse und ein Paar zu- 

geordneter Punkte oder das "Aufbauen" eines axonometrischen Risses 

über dem axonometrischen Grundriß in der elementaren Darstellenden 



Geometrie. 

Zusätzlich sollen auch die folgenden trivialen Angaben einer 

linearen Abbildung, bei denen eine lineare Abbildung 1 +P' 

aus einer Hyperebene PI vorgegeben ist, als Standardangaben be- 

zeichnet werden: 

Neben ist noch ein Punkt S&P1 gegeben. Dann existiert genau 1 
eine lineare Abbildung Y :  P + P ' mit SEA ( Y )  und y)P1 =yl . 

Es gilt rgy =-I, und ein Punkt S&P1 ist gegeben. Dann existiert 1 
genau eine lineare Abbildung y:P + P' mit I ~ ( ~ ) = ~ s ~  und v > \ P ~ = ~  1' 

Es gilt rgy =O; ferner sei o&P1 eine Gerade und o:o +P' eine 1 
Kotierung mit (onPl)o=(onP ) . Dann existiert genau eine lineare I u-? 
Abbildung v:P + P' mit y)o=o und qIP1=q1. 

3. Lineare Geradenabbildungen 

3.1 SeiT=(P,G) ein dreidimensionaler projektiver Pappos-Raum. 

Für alle Punkte PGP und alle Ebenen ECP mit PE& sei G[P,E] := 

~XEG(PEX, XCE!. Die Menge dieser Geradenbüschel wird mit B be- 

zeichnet, kleine Scriptbuchstaben stehen für Geradenbüschel. Das 

Paar 

r =(GIB) 
heißt Geradenraum von T und ist nach [IO] ein Graßmann-~aum~ mit 
dem Dimensionspaar (2,2). Ein Geradenbündel G[PJ besteht aus allen 

Geraden durch einen Punkt PGP, ein Geradenfeld G[&] aus allen Ge- 

raden in einer EbeneccP. Zwei Geraden a,b€G mit anb#@ heißen 

treffend und sind benachbart im Sinne von [10] . 
Weiters sei Tfl=(P',G') ein projektiver Pappos-Raum, wobei und 

T' isomorphe Algebraisierungskörper besitzen, und %:G + P' eine 
lineare Abbildung [10;165]. Wir betrachten für Rang von X gleich 1 
(rg~=l) nur solche lineare Abbildungen , welche einen Algebraisie- 
rungskörper eines Geradenbündels oder Geradenfeldes isomorph auf 

einen Algebraisierungskörper von T' abbilden und sprechen analog 
zu 2.1 von Kotierungen. 

Der Rang von X genügt der Ungleichung rg~L5 [IO; 1663. Ist F =  
( P I E )  ein fünfdimensionaler projektiver Pappos-Raum und %:G + B 
eine reguläre lineare Abbildung [10;166] , also r g ~ 5 ,  so existiert 

4 nach dem Fortsetzungssatz in [ 1 1 ; 1 74 1 genau eine lineare Abbildung 
~J:P 3 P' mit X=jpyi und yi kann nach dem Hauptsatz in [10;153] in 

3 ~ i r  übernehmen die Begriffe, nicht jedoch die Notation aus [101, 1 1 1 .  

'FÜ~ die Gültigkeit dieses Fortsetzungssatzes ist das Axiom von 
Pappos erforderlich. 



- 
ein Produkt einer Projektion K:P +- auf einen Unterraum vonT 

und einer linearen Injektion 9:R -t P' zerlegt werden . Die Bild- 

5 
menge Im(y)=:M ist eine quadratische (Graßmann-) Varietät , also 
kollinear zu Nullstellenmenge einer quadratischen Form 

3.2 Bei fest gewählter regulärer linearer Abbildung ist 

nach 3.1 die Angabe einer linearen Geradenabbildung %:G + P' 
äquivalent zur Angabe einer linearen Abbildung v:P + P'. Um und 

damit X festzulegen, wählen wir in zwei verschiedene Geraden- 

felder G [ß] , G 661 , zwei verschiedene Geradenbündel G [P] , G[S] mit 

P E ~ ,  P#B, S~()nd (Fig. 1) und ein Geradenbüschel blcG[ß]. Dann sind 
- - - 
P1 :=blyl P2 :=G[B] F, P3:=~[~]bc~P2, P4 :=G[~]$v F3 ;nd F5 :=G[P]~vF~ - - - - 
Unterräume von mit P1cP2c ... CP5 und dimlT(Pi)=i für i=1,2, ..., 5. 

Sei weiters X1:b 3 P' eine lineare Abbildung und damit vl:= 1 
flX1 :P1 -+ P ebenfalls linear. Mittels einer Standardangabe kann - 
'YI zu einer linearen Abbildung y2:P2 3 P' fortgesetzt werden. Ana- - 
log kann v2 ZU einer linearen Abbildung 3:P3 

+ P' fortgesetzt 

5~alls zusätzlich fanosch ist, liegt eine Quadrik vor. 



werden. W i r  e r h a l t e n  a l s o  durch mehrmalige Anwendung von 

Standardangaben e i n e  l i n e a r e  Abbildung 

y:=y5:F5=F + P ' .  

Da d i e  f ü r  e i n e  Standardangabe nö t igen  Angabepunkte i n  s t e t s  

i n  d e r  V a r i e t ä t  M gewählt  werden können, s i n d  s i e  dann m i t  r-' 
i n  d i e  Geradenmenge G übe r t r agba r ,  und w i r  haben e i n e  geometrische 

Angabe d e r  durch e i n d e u t i g  f e s t g e l e g t e n  l i n e a r e n  Geradenabbildung 

%:=*6Y:G -, P '  

gefunden, welche nur d i e  Räume und T' benö t ig t6 .  Jede l i n e a r e  

Geradenabbildung kann auf d i e s e  Weise f e s t g e l e g t  werden. 

3.3 E s  b l e i b t  zu ze igen ,  wie man ohne Heranziehung d e r  r egu lä ren  

l i n e a r e n  Abbildung f ü r  jede Gerade XEG d i e  Bildmenge 1 x 1 ~  er- 

m i t t e l n  kann. 

Da d e r  Geradenraum i n  G[ßJ d i e  S t r u k t u r  e i n e r  p r o j e k t i v e n  

Ebene i n d u z i e r t ,  beherrschen w i r  m i t  d e r  u n t e r  21;' über t ragenen 

Standardangabe von y2 d i e  Einschränkung ~ l G [ ß ] .  Die über t ragenen 

Angabeelemente f ü r  v3 gehören wegen P3nM = (GIRI U GIS] )r dem G e -  

radenbündel G [SI an.  Gemeinsam m i t  X \  G [S ,ß] e r g i b t  das  entweder 

e i n e  Standardangabe von X\ G C S ]  , oder  es g i l t  r g  ( X I  G [C ,(!I] ) =O und 

zu zwei verschiedenen Geraden s,tcG[S] s i n d  d i e  verschiedenen Bi ld-  

punkte S ' ,  T '  vorgeschr ieben.  Dann i s t  o : = f s l v  I t t  [10; 1631 e i n  

Geradenbüschel m i t  OQG[S ,&J = {rf C D (X I G CR]) , und es g i l t  r g  (F / G [ß1) 21 , 
da  e i n e  Standardangabe f ü r  y2 v o r l i e g t .  E s  e x i s t i e r e n  daher  e i n  

Geradenbüschel %D ( X  I G [&I) , d r e i  paarweise verschiedene Geraden 
N F, C, t~ 3 ,  genau e i n e  P r o j e k t i v i t ä t  

z :o  + 5 m i t  r I+ g, s I+ E, t » 

und genau e i n e  P r o j e k t i v i t ä t  

z 1 : S ' T '  + OX m i t  r X  » ? X ,  C '  n g ~ ,  T '  » ; X .  
Wegen [ 1 1  ; 1711 f o l g t  ~ l o = c ( ~ l o )  C'- '  und X \ G [ S  ,ß] g i b t  gemeinsam 

m i t  ~ \ o  e i n e  t r i v i a l e  Standardangabe von 1 ( (  G [s] ab.  

Wiederholung d i e s e r  Überlegungen l i e f e r t  x \ G [ ~ ]  und anschl ießend 

x \ G [ P ] .  W i r  beherrschen dann d i e  Abbildung f ü r  a l l e  Geraden d e r  

Menge 

Go : = G [ ~ ] u G [ s J u G ~ ~ J u G ~ P ] .  
Da d i e  Abbildungen X und denselben Rang b e s i t z e n  [11;174] kann 

d i e s e r  nach [10; 1541 m i t  H i l f e  e i n e s  Dreiseits { b l  , b 2 , b 3 l ~ G [ ß ]  

und e i n e s  Dre ikan ts  , p2 ,  p 3 \ ~  G [P] berechne t  werden, und s t i m m t  
1 

m i t  d e r  Dimension des  von I bl  ,b2,b3,p1 ,p2 ~ P ~ { X C P '  aufgespannten 

6 
A l l e  Angabegeraden i n  G können etwa s o  gewählt  werden, daß s i e  
den Ebenen e i n e s  Te t r aede r s  angehören. 



Unterraumes von T' überein. Für rgX21 gehört wegen der wiederhol- 
ten Standardangaben mindestens ein Geradenbüschel der Definitions- 

menge von %]GO an. Wir setzen voraus, daß das Geradenbüschel G[s,~] 

diese Eigenschaft hat, da dies die folgenden Überlegungen verein- 

facht. 

Besitzt den Rang -1, so gilt A(%)=G. Für rgX=O ist A(x) die 

Menge der Nullgeraden (isotropen Geraden) einer regulären oder 

singulären Nullpolarität [3;166,18lf.~, also ein Gewinde oder ein 

Gebüsch. Die Nullpolarität kann mit linearen Konstruktionen ver- 

vollständigt werden. Vgl. [3;181f.]. 

Sei nun rgX21 . In jedem Geradenbündel G [X] mit ~ ~ 6 n ß  be- 

herrschen wir XI G  [x,d'J und X I G  [xtß] . Wegen 60(5eD ( X )  kann nach 
110; 1561 die Einschränkung X\G [X] als Produkt einer Projektion 

7 in G[X] und einer linearen Injektion dargestellt werden . Dual 
ergibt sich X )  G~X] für alle Ebenen 13PS wegen PSED ( X )  . Trif ft 
eine Gerade X weder PS noch 6nb, so existiert eine X treffende Ge- 

rade q&G [b ]n  D ( X )  , welche S nicht enthält; wegen G[S ,ß]c~ (11) ist 
ja höchstens eine Gerade von G [6 ]  eine Ausnahmegerade. Sind Q1 

bzw. Q2 die Schnittpunkte von q mit PS bzw. dnß (Fig.1). so er- 

gibt sich mit X I  G[Q~] (i=l , 2) wie oben X ( G[XV~J nach [IO; 1561. 

womit für alle Geraden das Bild unter mit Hilfe linearer Kon- 

struktionen zu finden ist. 

3.4 In der elementaren Axonometrie wird ein Punkt durch seine 

drei Koordinaten erfaßt, die es gestatten, ausgehend von einer 

axonometrischen Angabe seinen axonometrischen Riß zu ergänzen; 

vgl. auch [ 51. Wir geben eine ähnliche Konstruktionsvorschrift 
für die in 3.2 festgelegte lineare Geradenabbildung %:G +P' an 

und wollen dabei im Gegensatz zu 3.3 "möglichst wenig" in und 

"möglichst viel" in T' arbeiten. Es sei rgXll vorausgesetzt. 
Durch die Angabeelemente P,b,S,B sind drei lineare Abbildungen 

Xi, X2' X3 aus r auf projektive Teilräume von r [IO; 1631 fest- 
gelegt, und zwar 

X~:G + G ~ P ]  mit X i+x~~:=(xn~)v~~j, für alle XOG\G[$~, 

X2:G +G[ß] mit X I + x x ~ : = ( x v ~ P ~ ) ~ ~ ,  für alle X~G\GIPI und 

X3 
:G *G[s,~] mit X wx~~:=(xnk)v(~~, für alle xaG\(G[~]uG[b]). 

Für jede Gerade X, welche weder PS noch 6nb trifft, sind die Ge- 
i 1 2 3  raden xX;=:x (i=1,2,3) erklärt und die Abbildung X r-4 (X ,X ,X ) 

'~ür G~PGA (;I) versagt dieses Verfahren. 



1 2  ist injektiv; X , X , X gehören einem Geradenbüschel an und X 
trifft x3 (Fig.2). 

Die Konstruktion stützt sich darauf, die Gerade X in das Ge- 

radenbüschel 

einzubetten und allein unter Verwendung von x\G[P], XI G[OI, ')(IG[s,~! 

sowie den Gesetzen einer linearen Abbildung das Bild von b unter 

und dann i x i ~  zu ermitteln. Wir schreiben bi für bxi (i=I, 2,3). 
1 2 1 2 Gilt etwa (X !L=@, SO folgt { x $ ~ = l x  {X. Für X X = X X@' ist ent- 

1 1 2 weder xX=x X oder lxj~=@. Ist jedoch X X # X X ,  SO liegt der sicher 
existierende Bildpunkt X% auf der Verbindungsgeraden der Punkte 

und ist von diesen verschieden. - 
Setzen wir =X' und ist z ~ b  von X und y verschieden, so wird 

die Projektivität - 
-1 1 

s : =(~~lb)(~~lb) :b +b 
2 

2 1 2 1 durch x1 » X , y ~y , z1 » z2 eindeutig festgelegt. Falls b X 
CI 

und bL% Geraden von T' sind, ist auch 

eine Projektivität [I 1 : 1711 und ist durch das Bild unter X der 

obigen Angabe für 5 eindeutig bestimmt. 
1 2 (1) Sind b X und b X windschiefe Geraden von T', so erzeugt 5' 

einen Regulus eines dreidimensionalen Unterraumes von T'.  Mit 
X I  G [S ,d]  kann yX ergänzt werden, und die Gerade des ergänzenden 

1 9 

Regulus durch yX schneidet aus X'% .xL% den gesuchten Punkt X%. 
4 9 

(2) Haben die verschiedenen Geraden b ' ~  und bLx einen Schnitt- 

punkt und ist g'  keine Perspektivität, so erzeugt 5' in der zu 
1 2  T' (b Xvb X )  dualen projektiven Ebene einen )Kegelschnitt8 k' *. 

81n einem fanoschen Pappos-Raum liegt die Tangentenmenge eines 
Kegelschnitts einer Ebene von 'rr vor. 



Nach dem S a t z  von Pasca l  e r m i t t e l n  w i r  d i e  Restgerade r '  von k l *  
1 2  9  durch y ~ ,  und d i e s e  s chne ide t  d i e  Gerade X x . x  i m  Punkt xX 

(F ig .  3 )  . 

Fig .  3 

1 2  
( 3 )  Se ien  b  X und b  X versch iedene  t r e f f e n d e  Geraden und 5' 

e i n e  P e r s p e k t i v i t ä t  zum Zentrum Z ' .  F a l l s  X %  e x i s t i e r t ,  s i n d  d i e  
1 2  1 2 1 2  

Punkte x ~ ,  Y$, b  X .b  X k o l l i n e a r  (F ig .  4 )  ; genau f ü r  X X=x ~ = b  .b  

und y%=Z ' g i l t  {x{;c=@. 

F ig .  4 

1 2 1 ( 4 )  S e i  e t w a  b  X e i n e  Gerade und b  Xq!b e inpunk t ig .  W i r  wählen 
1 zob s p e z i e l l  s o  aus ,  daß { z ~ { ~ = @  g i l t .  Dann l i e g e n  z  X=zX, yX und 

X %  k o l l i n e a r  (F ig .  5)  . 
1 2  

( 5 )  Sind b  X und b  J', d i e s e l b e  Gerade g '  von r', s o  legen  w i r  

durch g '  e i n e  Ebene I '  und wählen i n  &' e i n e  P r o j e k t i o n  ?'C : E' + g '  

m i t  Zentrum A l .  Nach dem For t se t zungssa t z  ( v g l .  3.1) können w i r  

d i e  B i l d f i g u r  i n  g '  s te ts  aus  e i n e r  H i l f b i l d f i g u r  gemäß ( 2 )  oder  
rJ 

( 3 )  u n t e r  d e r  P r o j e k t i o n  7 ~ '  erzeugen.  Bezeichnet  X e i n e  l i n e a r e  

's ind d i e s e  Geraden g l e i c h ,  s o  i s t  xX jener  Punkt von r ' ,  d e r  i n  
d e r  dualen Ebene d i e  "Tangente" von k'* i m  "Punkt" r '  a b g i b t .  



Geradenabbildung, welche die Hilfsbildfigur liefert, so folgt 

ixix= ixt~n- 
1 2 (6) Sei etwa b eine Gerade g' und b XCg' einpunktig. Wir 

2 
wählen zsb speziell so, daß iz )%=P) erfüllt ist und können wie in 

(5) eine Hilfsbildfigur gemäß (4) ergänzen mit {z2f$=P) (Fig. 6) . 
1 2  W Genau für X %=X und yx=zX folgt xg=A1, also {xjx= P). 

Fig. 6 

1 2 
( 7 )  Sind b X und b X verschiedene einpunktige Mengen, so exi- 

1 2 
stieren Geraden z,wcb mit {z f % = P ) ,  tw !%=P); aus z=w folgt ya=x&. 

Andernfalls ist y~fxx~P', aber X% kann in T' alleine nicht kon- 
struiert werden. Als Hilfskonstruktion in r benützen wir eine 

Projektivität 
2 1 

q:b +G[s,~] mit z n y  , W » y  , y »Y. 
Dann gilt x$=xq(~I G[S , d] ) . 

Die Bildmenge f x j ~  einer Geraden, welche PS oder 6nb trifft, 

kann als Durchschnitt der Bildmengen zweier Geradenbüschel durch 

X ermittelt werden. Nur für projektive Räume der Ordnung 2 ver- 

sagt dieses Verfahren, da dann jedes Geradenbüschel höchstens eine 

zu PS und 6nb windschiefe Gerade enthält. 

3.5 Die Angabe einer linearen Abbildung %:G + P' aus 3.2 ist ins- 

besondere dann zweckmäßig, wenn % keine Ausnahmeelemente besitzt. 
Hat ')C hingegen eine "so große" Ausnahmemenge, daß durch diese die 

Fasern von bestimmt sind, so können oft einfachere Angaben ge- 

funden werden. 

Betrachten wir als Beispiel eine lineare Abbildung 

% : G  +P' mit rg%=4; 

wir können dimTt=4 voraussetzen. Nach 3.1 ist31 das Produkt einer 



regulären linearen Abbildung %:G 9 5 und einer linearen Abbildung - - 
y:P + P' mit genau einem Ausnahmepunkt AEP. 

(1) Für &M=~m(r) ist die Abbildung X globabund verschiedene 
Geraden mit demselben Bildpunkt sind stets windschief. Zur Fest- 

legung gemäß 3.2 sind nichttriviale Standardangaben zu verwenden, 

und diese sind so zu wählen, daß G[ßl~ und GFPJX zwei Ebenen von 

T i '  mit genau einem Schnittpunkt glx=g2x sind, wobei die Geraden 
gl€G [P] und g2~~[ßI einander nicht treffen. 

(2) Falls Ä in Y liegt, gilt A(%) =f~f'{ =: fat . Die Tangential- - 
hyperebene von 2 in sei mit P, bezeichnet; wir fassen Pwy=:P& 

als Fernhyperebene von T' auf. Dann ist das y-Bild des Tangential- - - 
kegels MnP, die Punktmenge Q' eines Paares ergänzender Reguli und 

iy l (M\L)  eine Bijektion auf die Menge der eigentlichen Punkte von T'. 
Schränkt man also auf die Menge der zu a windschiefen Geraden ein, 

so kann im Geradenraum ein Modell eines vierdimensionalen affinen 

Raumes konstruiert werden, indem man die Struktur des affinen Aus- 
10 schnittes von T' mit der Umkehrabbildung nach f überträgt . 

Die folgenden Überlegungen werden es gestatten, die Abbildung X - 
ohne Benützung des projektiven Raumes T zu beschreiben: Wir 
zeichnen drei verschiedene Geraden e1,a;,aS jenes Regulus von Q '  

aus, dessen Geraden die %-Bildmengen der Geradenfelder durch a sind. 

Durch e' legen wir eine eigentliche Ebene G'. Die Parallelprojek- 

tionen 

pi:P1 + & '  (i=1,2) 

werden durch ihre Zentren a festgelegt. Dann ist die Abbildung i 
X' h (X'p1,X'p2) eine Bijektion von P1\P& auf die Menge der ge- 

ordneten Punktpaare von E'\@ ' 17; 20f.J . Für jeden Punkt von 
~'\.(ajuai) stimmen die Bildpunkte unter p1 und p2 überein. Die 
Ausnahmemengen der zusammengesetzen Abbildungen xpi sind jene bei- 
den Geradenfelder durch a, für die G[E~]~ =aj gilt. Be- 

zeichnet 

yi:G +Ei (i=1,2) 

die Spurabbildung , die jeder Geraden aus G\GIE~] ihren Spurpunkt 

in ei zuweist, so besitzen die Abbildungen Xpi und qi dieselben 
Fasern, was die Existenz von Kollineationen 

q: Ei + E' mit cf.?l.=X~<~ (i=1 ,2) 
1 1  -1 bewirkt. Es gilt ani=e ' und 1 a =? 1 a, sodaß X1N2 : EI + E2 eine 

''Allgemeiner kann man in einem n-dimensionalen projektiven Pappos- 
Raum in der Menge aller d-dimensionalen Unterräume, welche zu 
einem festen (n-d-1)-dimensionalen Unterraum komplementär sind, 
ein Modell eines (n-d)(d+l)-dimensionalen affinen Raumes erhalten, 
wenn man die zugehörige Graßmann-Varietät "stereographisch" ab- 
bildet. Mit anderen Methoden werden diese affinen Räume in 1151 
behandelt. 



Perspektivität zu einem Zentrum EeP ist. 

Gibt man umgekehrt in eine Gerade a, Ebenen EI, E2 und einen 

Punkt E, sowie in T '  eine Ebene E' und Geraden e',a;,ai und schließ- 

lich eine Kollineation XI:€ + E' zulässig vor, so liefert die Um- 1 
kehrung der obigen Konstruktion eine lineare Geradenabbildung 

%:G *P' mit rg&=4 und ~ ( ~ ) = i a \ .  
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