
OBER DIE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN EINER NORMALPROJEKTION 

Von Hans Havlicek, Wien 

1.  Gleich vorweg: In diesem Beitrag gibt es keine Programmlistings und 
auch keine Plotterzeichnungen. Es geht vielmehr um das eher "trockene" 

Thema der Festlegung einer Normalprojektion (oder normalen Axonometrie) 
im rechnergestützten Konstruieren. Die Motivatiori für die Wahl einer 
Normalprojektion anstelle einer Schrägprojektion liegt hier wohl primär 
darin, daß Normalrisse "unverzerrt" erscheinen. Dieses mit unserer Seh- 
erfahrung zusammenhängende Argument trifft auch für Parallelrisse zu, die 
nicht "allzu schräg" sind. Bei einem Normalriß ist diese (zweifellos vage) 
Bedingung sicherlich erfüllt, und es ist nicht nötig, etwa an Hand des 
Risses eines Würfels, die "Güte" der Angabe zu überprüfen. (Daneben ist 
für die "Anschaulichkeit" eines Risses vor allem die Lage der Sehstrahlen 
zum abzubildenden Objekt maßgeblich). 

Solange "im Raum" gerechnet wird und das Ergebnis danach in die Bildebene 
projiziert wird, ergibt eine Normalprojektion keine Vorteile gegenüber einer 
Schrägprojektion. Erst wenn "im Riß" gerechnet wird, also etwa eine aus der 
Darstellenden Geometrie bekannte Konstruktion nachvollzogen wird, treten 
die bekannten Vorteile eines Normalrisses (2.B. Satz vom rechten Winkel) 
wieder hervor. 

2. Um eine f l o r m a Z p r o j e k t i o n  (X-xn) des Raumes auf eine Bildebene n 

rechnerisch zu beschreiben, verwenden wir ein (x,y,z)-Koordinatensystem 

im Raum und ein (X,y)-Koordinatensystem in der Bildebene n. Ohne Be- 
l schränkung der Allgemeinheit sei 0 der gemeinsame Ursprung beider Systeme . 

Mit E1,E2,E3 bzw. A,B bezeichnen wir die jeweiligen Einheitspunkte. 

Für die räumlichen Koordinaten (al,a2, a ) von A und (bl ,b2,b3) von B 

folgt nach den Eigenschaften eines kartesischen Koordinatensystems 

-n - Ist X ein Raumpunkt und xn sein Normalriß, so erhalten wir wegen (OX -0X)ln 
--n--t- +n+ -+- -- 

mit x=OA.OX =OA.(OX+(OX -OX))=OA.OX und analog ~=OB.OX die ebenen Koordinaten 

(X, 7) des Normalrisses xn. Setzen wir noch die räumlichen Koordinaten 
(x,y,z) von X ein, so liefert die Berechnung dieser inneren Produkte die 

Abbildungsgleichungen 

( 2 )  
- - 
X = alx+a y+a3z 2 y = blx+b2y+b3z. 

Mit den räumlichen Koordinaten der Punkte A und B sind also die Abbildungs- 

gleichungen in einfachster Weise mitbestimmt. 

Durch Vorgabe eines Sehstrahls ist eine Normalprojektion bis auf Parallel- 

verschiebung der Bildebene völlig bestimmt. Diese elementare Angabe ist 

bloß in der Darstellenden Geometrie - etwa ausgehend von Grund- und Auf- 
riß - nicht ohne größeren Aufwand zu lösen (2.B. zwei Seitenrisse). Wenn 
es daher nur darum geht, anschauliche Bilder eines Objekts zu zeichnen, 

l~lle verwendeten Koordinatensysteme sind kartesisch und haben kongruente 
Einheitsstrecken. Das (x,y,z)-System sei ein Rechtssystem. 



dessen Haupt r i sse  unanschaulich wirken,  s o  werden i n  d e r  Dars te l lenden  

Geometrie normalaxonometrische Methoden bevorzugt.  Be t rach ten  w i r  abe r  nun 

d i e  S i t u a t i o n  i m  r echne rqes tü t z t en  Kons t ru ie ren .  

S e i  OS e i n e  Sehgerade, d i e  w i r  uns "von S nach 0 "  o r i e n t i e r t  denken.(Wir 

s e t z e n  das  räumliche Koordinatensystem f e s t  gewählt  voraus . )Die  Bildebene n 

legen w i r  wieder durch 0; i n  d i e s e r  müssen nu r  noch d i e  Einhe i t spunkte  A,B 

des  ebenen Koordinatensystems durch i h r e  räumlichen Koordinaten ( a l , a 2 , a 3 )  

bzw. (b l  , b2, b3) "zweckmäßig" f e s t g e l e g t  werden. 

Schl ießen  w i r  zunächst  den S o n d e r f a l l  e i n e r  p r o j i z i e r e n d e n  z-Achse aus .  

Hat S d i e  Koordinaten (sl  , S2 , S3)  , S O  g i l t  

D e r  Normalriß d e r  o r i e n t i e r t e n  z-Achse 

sei  a l s  o r i e n t i e r t e  y-Achse gewählt.  

Dann i s t  d i e  E-Achse b e r e i t s  e i n d e u t i g  

bestimmt, wenn w i r  ver langen,  daß das  

(%,Y)-Koordinatensystem aus  S als  

ebenes Rechtssystem e r s c h e i n t .  

-n Wegen ZIz f o l g t  a =O und OE3 
3- 

g l e i c h  o r i e n t i e r t  zu OB z e i g t  b3>0. - - 
Weiter l i e f e r t  O A I  OS dann ( a l  , a2  , a3) 

p r o p o r t i o n a l  zu Y 

Da d i e  Punkte O,B,S,E komplanar l i e g e n ,  g i l t  3 

(b l  ,b2,b3)  = u ( s l  ,s2,s3) + v ( 0 , 0 , 1 ) ,  f ü r  u,vER. - - 2 M i t  OS I OB f o l g t  u l  +vs3=0, a l s o  u:v=-s3:12. D a s  T r i p e l  (b l  , b  b ) i s t  2 '  3 
damit p r o p o r t i o n a l  zu 

( 4 )  
2 

( - s l s31-s2s3 tk  1 .  

D a  und j e  d i e  Länge 1 haben, f o l g t  aus (3 )  und ( 4 )  

--F - - 2 wegen det(OA,OB,OS)=l>O i s t  d i e  X-Achse schon r i c h t i g  o r i e n t i e r t  . 
I m  S o n d e r f a l l  e i n e r  p r o j i z i e r e n d e n  z-Achse g i l t  O = s l = s 2 # s 3 .  Bei  s3>0 

b i e t e t  s i c h  A=E1, B=E2 an (Grundr iß) ,  f ü r  s3<0 kann etwa A=E,,  B(0,-1 ,0)  

gewählt  werden. 

D i e  Formeln (5 )  vere infachen  s i c h  f ü r  ==1=1. Wer se inen  Schüler innen und 
Schülern Kugelkoordinaten (cp,q) zumuten w i l l ,  kann dann s =coscpcos~, 

1 

2 ~ i e  d r e i  Vektoren müssen e i n  Rechtssystem b i l d e n .  



s2=sinpcos$ und s3=s in$  s e t z e n ,  m i t  0 < , < 2 n ,  -n/2 < $ < n / 2 .  Damit f o l q t  

3. Be t rach ten  w i r  m i t  den Bezeichnungen aus  2 e i n e  ParaZZeZprojektion x*xP 
auf d i e  Ebene rt i n  Richtung e i n e r  Geraden OS, d i e  n i c h t  notwendig zu rt 

normal s t e h t .  Diese h a t  dann Abbildungsgleichungen d e r  Form 

W i r  f a s s e n  ( C  C ) und ( d  ,d2 ,d3)  a l s  räumliche Koordinaten von Punkten C 1 f C 2 '  3 1 -+ 
bzw. D au f .  D i e  Vektoren OC,OD s i n d  dann l i n e a r  unabhängig, denn s o n s t  wären 

a l l e  Bildpunkte d e r  P a r a l l e l p r o j e k t i o n  k o l l i n e a r  ( d i e  Koef f iz ien tenmat r ix  

i n  ( 6 )  h a t  den Rang 2 ) .  D i e  Abbildungsgleichungen (6 )  e r h a l t e n  dann d i e  Form 
-4 

( 7 )  
-4 

X = OC.OX y = 0 D . O X .  

+ - - - 
D a  sP d i e  Koordinaten ( 0 , O )  h a t  f o l g t  O C I  OS und ODIOS, d .h .  d i e  Ebene OCD - 

5 ,  s t e h t  normal zur  B l i ck r i ch tung  . 
Setzen w i r  nun voraus ,  daß f ü r  d i e  Zahlen c I t . . . , d 3  d i e  Bedinaungen 

g e l t e n .  Dann l i e g t  e i n e  Normalprojektion vor4.  W i r  müssen ( 8 )  nur  doppe l t  

i n t e r p r e t i e r e n :  I m  Raum bedeu te t  ( 8 ) ,  daß das  Dreieck ( O , C , D )  r ech twinke l ig-  

g l e i chschenke l ig  m i t  Kathetenlänge 1 i s t .  I n  d e r  Bildebene g i l t  abe r  das se lbe  

f ü r  ( o = o P , c ~ , D ~ ) ,  denn (6 )  und ( 8 )  zeigen,  daß cP bzw. d i e  Koordinaten 

(1,O) bzw. ( O l l )  haben. D a  OCD zur  B l i ck r i ch tung  normal i s t ,  f o l g t  c=cP, 
D=DP, a l s o  ~ = O C D  I OS. 

Für e i n e  b e l i e b i g e  P a r a l l e l p r o j e k t i o n  l ä ß t  s i c h  noch a b l e i t e n ,  daß A und 
C bzw. B und D j e  e i n e r  zu n normalen Geraden angehören: W i r  müssen nur  i n  
( 7 )  f ü r  X d i e  Punkte A bzw. B e i n s e t z e n ,  deren (Z,y)  -Koordinaten j a  ( 1 , O )  
bzw. ( 0 , l )  s i n d .  Was w i r  h i e r  verwenden s i n d  e in fache  Ergebnisse  über  
a d j u n g i e r t e  Endomorphismen e u k l i d i s c h e r  Vektorräume: Zur P r o j e k t i o n  (6 )  
gehör t  d i e  a d j u n g i e r t e  Abbildung x=cl X+dly, y=c2X+d2y, z=c X+d37 ( t r a n s -  
p o n i e r t e  Koef f iz ien tenmat r ix)  und C , D  s i n d  d i e  B i l d e r  von J,B u n t e r  d i e s e r  
ad jung ie r t en  Abbildung. 

Fassen w i r  nun Z und Y a ls  k a r t e s i s c h e  Koordinaten i n  e i n e r  Zeichenebene 

auf (Koordinatenursprung Ö, Einhei t spunkte  A r g ) .  Jede axonometrische Ab- 

bildung ( x c x P )  des  Raumes  auf d i e  Zeichenebene 5 b e s i t z t  dann Abbildungs- 

gleichungen d e r  Form ( 6 ) ,  f a l l s  oP=ö e r f ü l l t  i s t .  Dabei h a t  E: d i e  Koor- 

d i n a t e n  ( c l  , dl  ) usw. D i e  Bedingungen 

( 9  
2 2 2  c :+c i+~ i  = dl+d2+d3 = m2 (rn>O) , cldl+c2d2+c3dj  = 0 

3 ~ s  l ä ß t  S c L d a h e r  b e i  bekannten Abbildungsgleichungen über  das  äußere  
Produkt OCxOD e i n  "Sehvektor" bestimmen. 

2 2 4 ~ u s  den Formeln (8 )  f o l g t  ( c l + d l )  +(c2+d2)  +(c3+d3) 2=2.  Das i s t  d e r  be- 
kannte  Sa tz ,  daß b e i  Normalprojektion d i e  Quadratsumrne d e r  Verzerrungen 
i n  den d r e i  Koordinatenachsen g l e i c h  zwei i s t .  



sind notwendig und hinreichend dafür, daß sich die gegebene axonometrische 
Abbildung in eine Normalprojektion auf eine Ebene TI und eine Ähnlichkeit 

faktorisieren läßt. Für m=l folgt das leicht aus den bisherigen Er- 

gebnissen, bei mfl ist noch der Ähnlichkeitsfaktor m zu berücksichtiaen. 

Damit haben wir eine elementare Kennzeichnung normalaxonometrischer An- 

gaben. Vgl. dazu auch [5,S.180]. 

4. Die Bedingungen (9) gestatten es etwa, die von P.Paukowitsch in [6] 

vorgeschlagene normalaxonometrische Angabe rein rechnerisch zu behandeln: 

Geben wir die Punkte on=6, n E? (cl ,dl ) und E2 (c2 , d2) als ~reieck~ in der 

Zeichenebene 5 vor, so hat der noch nicht bekannte Riß des Punktes E3 

Koordinaten A=c3, i=d3. Nach (9) folgt 

2 2 2 2 -, 2- 2 bzw. ji2=u+y2 mit u:=d -C +d -C und (xy) -V mit v:=c d +c2d2 Einsetzen 1 1 2 2  1 1  
liefert i4+uy2=v2, also 

(1 1 ) 
-2 
Y = -u/2+ J? 4 2 )  +V , 

denn nur ein "+" vor der Wurzel liefert keine negative Lösung. Mit Y2 ist 
daher zweideutig bestimmt. Sei etwa y=d >O. Analog folgt 

(12) 
-2 X = u+y2 = ~ / 2 +  J2~ (~/2) +V , 3- 

also ]X( . Das Signum von X=d3 ist aus (10) zu ermitteln: Genau bei v>O ist 
W negativ. Die Ermittlung des Ähnlichkeitsfaktors m ist trivial. 

Weitere Formeln zu Normalprojektion und normaler Axonometrie finden sich 
in der angegebenen Literatur. 
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5 ~ i e  Formeln (1 1) und (12) gelten auch noch, wenn die drei Angabepunkte 
kollinear liegen, jedoch höchstens zwei dieser drei Punkte zusammenfallen. 
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