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Normal Isomorphisms and Normal Curves in finite-dimensional 
Desarguesian Projective Spaces. Abstract. In a finite dimensional 
desarguesian projective space the set of all points of intersection 
of homologous lines of two projective bundles of lines is called 
a non-degenerated (n.d.) normal curve, if the projective isomorphism 
is non-degenerated, Every frame determines a n.d. projective iso- 
morphism of two bundles of lines called a normal isomorphism; every 
n.d. normal isomorphism of two bundles of lines is a normal iso- 
morphism. A definition of osculating subspaces of a normal isomorphism 
is given and we show how the osculating subspaces can be constructed 
by using linear mappings. Simple examples show that there may be 
collineations fixing a n.d. normal curve but not fixing the osculating 
subspaces of the associated normal isomorphism. The set of osculating 
hyperplanes of a normal isomorphism is a n.d. normal curve in the 
dual space if and only if a certain number-theoretical condition 
holds . 

1. Einleitung 

Es gibt zahlreiche Möglichkeiten zur Definition von Normkurven 

endlichdimensionaler reeller projektiver Räume, z .B. [2, S .3 1 81, 

[5,~.166], [9], [17,~.894]. In jedem Punkt einer reellen Norm- 

kurve existieren Schmiegunterräume, welche allein durch die Punkt- 

menge der Normkurve bestimmt sind. 

R.RIESINGER [I 3 1 definiert nicht entartete (n.e. ) Normkurven 1 
endlichdimensionaler projektiver Desargues-Räume als Erzeugnis 

eines nicht entarteten projektiven Bündelisomorphismus und ver- 

allgemeinert damit die von E.BERZ [3] betrachteten n.e. Steiner- 

Kegelschnitte. (Weitere verwandte Literatur [I J , [8 ,S .3 I] , [I 41 , 
[I 51 , [I 6, S ,3061.) Zur Definition der Schmiegunterräume einer n.e. 
Normkurve wird in 1131 benützt, daß die Identität stets die einzige 

I ~ i e  rellen Normkurven sind n.e. Normkurven im Sinne dieser 
Definition. 



Kollineation sei, welche alle Punkte einer n.e. Normkurve fest 

läßt. Diese Aussage ist aber nicht richtig; als Gegenbeispiele be- 

trachten wir n.e. Normkurven (Kubiken) dreidimensionaler endlicher 

projektiver Räume der Ordnung N = 2,3,4. Eine Kubik ist für N = 2 

ein Dreieck, für N = 3 ein Tetraeder bzw. für N = 4 eine Fundamen- 

talmenge und es gibt dann eine nichttriviale Elation, eine har- 

monische Homologie bzw. eine nichtprojektive Kollineation, welche 

alle Punkte der Kubik als Fixpunkte besitzt. 
In Verallgemeinerung der Kegelschnittdefinition nach W.KRÜGER 

[I 21 ordnen wir jeder geordneten Fundamentalmenge einen Normiso- 
morphismus genannten n.e. projektiven Bündelsiomorphismus zu und 

zeigen, daß jeder n.e. projektive Bündelisomorphismus ein Normiso- 

morphismus ist. In jedem Punkt des Erzeugnisses eines Normisomor- 

phismus werden Schmiegunterräume des Normisomorphismus definiert; 

die Menge aller Schmiegunterräume führt zum Begriff des vollstän- 
digen Erzeugnisses. Die obigen Beispiele zeigen dann die Existenz 

nichttrivialer Kollineationen, die das Erzeugnis, nicht jedoch das 

vollständige Erzeugnis, eines Normisomorphismus festlassen; es 

ist daher nicht stets sinnvoll die Schmiegunterräume eines Norm- 

isomorphismus als Schmiegunterräurne der assoziierten n.e. Norm- 

kurve zu bezeichnen. Besitzen zwei Normisomorphismen dasselbe voll- 
ständige Erzeugnis, was in reellen projektiven Räumen bereits aus 

der Gleichheit der Erzeugnisse folgt, so sprechen wir von assoziier- 

ten Normisomorphismen. Neben der Klassifikation assoziierter Norm- 

isomorphismen geben wir eine einfache Konstruktionsvorschrift für 

die Schmiegunterräume eines Normisomorphismus unter Benützung 

linearer Abbildungen. 

2. Normisomorphismen 

2.1. Im folgenden setzen wir einen n-dimensionalen (2 4 n < 00 ) 

projektiven Desargues-Raum TI= (P,G) voraus. (Wir verwenden weitest- 
gehend die Notation aus [7], [8],) Die Menge aller Unterräume von 

T bildet den Unterraumverband (uK,v,n) . Jeder Unterraum PI E ur 
definiert einerseits den Unterverband uT(P ) aller Unterräume von 

1 
F, die in PI enthalten sind und andererseits den Unterverband 
uT/pl aller Unterräume von P, in denen P enthalten ist. Die Ver- 1 
bände uT/pl und uT(P1 ) sind isomorph, falls PI und PI komplementäre 



Unterräume Sind. Ist P ein Punkt, so nennen wir UT/P das Bündel 

um P. (Wir unterscheiden nicht zwischen einem Punkt P und dem 

Unterraum {P).) 

2.2. Jede geordnete Fundamentalmenge F = 1 pO , . . . , Pn ,E J von 
legt projektive Isomorphismen i~ :ulT/P. -+ U T / P ~ + ~  

j I 
( j=O,.. . ,n-I) 

fest, die durch M H  (Mn(P0v ...VPj-lvPj+2~...VPn~E) )vP j+l für alle 

MeluTT/P definiert sind. Dann heißt das Produkt T:= <~~...q~-~ 
j 

der 

durch F bestimmte Normisomorphismus U ~ / P  3 UK/P Jede der Abbil- 
0 n' 

dungen (Q kann zu genau einer involutorischen perspektiven Kollinea- 
j 

tion 2 :uv + uv fortgesetzt werden; je nachdem 11 fanosch ist oder 
j 

nicht, liegt eine Homologie oder Elation vor. Das Produkt Y:=  
:= '80***xn-1 setzt <p fort und leistet Po B Pn , Pi H Pi-l (i=l,..., 
n):, E B E. Anwendung des Verkürzungssatzes [8 9.1441 lehrt, daß 

%IuT~(P E) :uT(POE) -> U ~ ( P ~ E )  eine Perspektivität ist. Neuerliche 0 
Anwendung des Verkürzungssatzes liefert die Perspektivität 

r n ( u ~ ( ~ O ~ )  :uT(P~E) -+ uTi(PIE), so daß r n C 1 l u ~ ( ~ o ~ )  Produkt von zwei 

Perspektivitäten ist und Po, E, POEn (P1v ... vPn) als Fixpunkte be- 
sitzt. Nach [4,~.45 3 ist I I UTT(P~E) die Identität und wegen 

n+ I Pi H Pi (i=O, . . . ,n) folgt sogar = iduT [ 8  ,S. 155b Die Kollinea- 

tion hat als Element der projektiven Gruppe PGL(T) die Ordnung 

n+l. Wir nennen die durch F bestimmte zyklische projektive 

Kollineation. 

Da die projektive Gruppe transitiv auf der Menge der geordneten 

Fundamentalmengen operiert, existiert im Sinne dieser Gruppe genau 

ein Normisomorphismus. 

2.3. Ein projektiver Isomorphismus ~:UK/P + UT/Q des Bündels Um 
den Pi-inkt P auf das Bündel um den Punkt Q # P heißt nach [13] 
nicht entartet (n.e. ) , wenn aus MG U ~ / P  und M1 = M stets M = P 

folgt. Unter einer Sehne von 5 verstehen wir jede Hyperebene von 
T sowie jeden k-dimensionalen Unterraum M, der eine Darstellung 
der Gestalt M = LnLS mit LeuTT/P und 1 dimT(~) = k+l gestattet. 

Die Menge r aller einpunktlgen Sehnen von 5 ist wegen P,Qsr nicht 

leer und heißt das Erzeugnis von 1. Die Sehnen Sp (k) von 5 J ~ = o ,  ..., 
(k (O) := P und Sp n-I), welche durch Sp := (Sp (k-1) V Q > ~ - '  (k= I ,  * . .  ,n-I 1 

erklärt sind, werden als k-Schmiegunterräume von t; in P definiert. 

(Vgl. [I 31. ) Die k-Schmiegunterräume von t, -1 in Q werden als 



k-Schmiegunterräume von 5 in Q bezeichnet. Ein I-Schmiegunterraum 
bzw. ein (n-1)-Schmiegunterraum heißt auch Tangente bzw. Schmieg- 

hyperebene. Die Schmieghyperebenen von 5 in P bzw. Q enthalten 
außer P bzw. Q keinen Punkt des Erzeugnisses r [I 31. 

Jede geradlinige Sehne m = LnLl von '; durch P (dimT(~)= 2) 

schneidet ihre Bildgerade mx # m, da beide Geraden der Ebene Li 
angehören. Die Einschränkung 5 l(uT//m):u~/m + uT/m/mg ist ein n. e. 

projektiver Bündelisomorphismus in ur/(mnmx). 

2.4. Im Sinne der projektiven Gruppe gibt es genau einen n.e. 

projektiven Bündelisomorphismus. Dies lehrt 

Satz 1. Jeder n.e. projektive Bündelisomorphismus $:~T/P -). uT6/~ 

ist ein Normisomorphismus , der durch eine geordnete Fundamental- 
menge F- = { P~,.. . ,P ,E $ bestimmt wird. n 

Beweis. (1) Falls ein Normisomorphismus Ip existiert, der das 

Gewünschte leistet, so folgt notwendig P = P, Pn = Q, und E ge- 
0 

hört dem Erzeugnis r von 5 = an. Wir beweisen Satz 1 durch In- 

duktion nach n = dimT. 

(2) Für n = 2 ist ein n.e. projektiver Bündelisomorphismus 

eine n.e. Projektivität und läßt sich nach [12] stets so in ein 

Produkt von Perspektivitäten faktorisieren, daß 5 Normisomorphismus 
eines geordneten Vierecks f pol. . . ,P3 ,E 1 ist. 

(3) Für n 2 3 ist UT/P isomorph zum Unterraumverband eines 

(n-1)-dimensionalen Desargues-Raumes und es existiert in UT/P 

eine geordnete Fundamentalmenge F so, daß s \ (uIT/sk1 ) ) mit dem durch 
F bestimmten Normisomorphismus übereinstimmt. Wir können F = 

={P~P~,..,,P O n  P ,PEimit O pO =;, undP ECS(~-') 
j ' Q (j=l ,..., n) vor- 

(1) aussetzen; dann gilt POPl = S , Pn = Q. Da nach (1 ) die Gerade P" \ 
P B dem Erzeugnis von 51 (uT/s'/SP ' ) ) angehört , existiert eine Ebene 0 
L>si1) mit L n L s  = p O E  Die Geraden pOE # Sp (I) und (pOE)s # POPn 
liegen in L$ und haben daher eine Punkt E des Erzeugnisses vons 

gemeinsam. Dann ist F := ~ P ~ , . . . , P ~ , E ~  eine geordnete Fundamental- 

menge von F ,  da E nicht in der Schmieghyperebene von 5 in Q lie- 

gen kann. Der durch F festgelegteNormisomorphismus cp:uiT/PO + uT/Pn 
stimmt auf UT/S~~) mit = S ~ ( ~ ~ / ~ k l ) )  überein. Ferner gilt nach 

Konstruktion (PE)X = (PE)y sowie (PQ)J = ( (sAI )VQ)~S;~-' = 



= (S~')VQ)?~SA~-') = (P 0 VP n "P n-I )nsAn-l) - - Pn~Pn-l = (PQIQ~. 

Nach [8,~. 1261 folgt 5 = (9. 

Aus dem obigen Beweis erkennen wir, daß jeder Normisomorphsimus 

e~ nicht entartet ist. Die Schmiegunterräume von 3 = q  erfüllen 
S(k) = Pov. . .vpk, s (k) = P,". . ."Pnmk (k=O,.. . ,n-I). 

P, 
(2.1) 

Po 
In Anlehnung an [I 31 nennen wir die geordnete Basis IpO, . . , ,P,! 
die Schmiegbasis von 3 = T .  

2.5 Zur weiteren Diskussion n.e, projektiver Bündelisomorphis- 

men genügt es Normisomorphismen zu betrachten, die durch eine 

geordnete Fundamentalmenge F = ipO , . . . ,P ,E festgelegt werden. n 
(n-2) des Satz 2. Jede Hyperebene H durch den Schmiegunterraum Sp 

Normisomorphismus T enthält für H # Sp ( I  genau einen von P 
'(n-I) verschiedenen Punkt X des Erzeugnisses von und für H = Sp 

genau den Punkt X = Po des Erzeugnisses l"" von 9. Die durch F be- 
stimmte zyklische projektive Kollineation leistet X = HnHrn ... n 
.H$--' . 

Beweis. Wir benützen Induktion nach n = dimr. 

(1) Der Satz gilt trivialerweise in projektiven Desargues- 

Ebenen. 

(2) Für n - 3 betrachten wir analog zum Beweis von Satz 1 den 

Normisomorphismus <P/(U~/P P ) =: ip:uTT/POP1 4 UTT/P~P, in uTT/pO 0 1 
zur geordneten Fundamentalmenge F := {P~P~,...,P P P E]. Damit 

0 nf 0 
ist Pov...vPn-2 sowohl (n-2)-Schmiegunterraum von 9 in Po als auch 
(n-3)-Schmiegunterraum von in P P Für die Hyperebenen POv...v 

0 1' 
V'n, 2"Pn- und PO~...vPn-2vPn folgt die Behauptung mit (2.1); jede 
davon verschiedene Hyperebene H 3 P  V . . .  o "n-2 enthält nach Induktions- 

annahme genau eine Gerade x des Erzeugnisses von ? und X := xnxy 
ist der einzige von P verschiedene Punkt aus rnH. Wegen (XPo)r = 0 - 
- XPn gilt X C  (XvPOv ... v P ~ - ~ ) ~ ( x v P ~ v P ~ v  ... V P ~ - ~ ) ~ . . . ~ ( X V P ~ V . . . V P ~ )  = 

n- I 
= HnHgn. . . nHy . Dieser Durchschnitt ist einpunktig, da (P~,. . .Pnj 
Basis von T ist. Cj 

Die Punktmenge r gestattet nach Satz 2 eine Erzeugung mittels 
n projektiv gekoppelter Hyperebenenbüschel. Vgl . [ 2  ,C. 3231. 

2.6. Nach 2.3 sind in den Punkten Po und Pn Schmiegunterräume 

des Normisomorphismus definiert. Wir erklären nun in jedem Punkt 

(k) von <p (k=O,. . . ,n-I) durch X E P\[P~, pnj k-Schmiegunterräume SX 



Rekursion. 

Für dimT = n = 2 sei S(O) := X; ferner übernehmen wir die X 
Tangentendef inition für n.e. Kegelschnitte [ 3 ]  und bezeichnen 

jene Gerade S (I ) I) X als I -Schmiegunterraum (Tangente) von in X, X 
welche durch die harmonische Lage H (P~x,P~x;P~ X,S;' ) ) gekenn- 

zeichnet ist. Dann sind alle k-Schmiegunterräume (k=0,1) Sehnen 
(0) von ,und es gilt Sy C Sy (I) , dimT(sy (k)) = k für alle Y E ~ .  

Wir nehmen an, daß für Normisomorphismen 0 in E-dimensionalen 
projektiven Desargues-Räumen (2%< n) in jedem Punkt des Er- 

zeugnisses von ? eine Sehne von @ als k-Schmiegunterraum (k= 
-(O)= =O,. ..,n-I) definiert ist, wobei Y = S- - -(k) 
Y -("-I ) , dimT(sy ) = ... CS- Y 

= k gilt. Dann sind ( U ~ / P ~ P ~ )  =: qo bzw. (uT/pOpn) =: qn bzw. 
- 

ip 1 (ulr/p0x) = *  qx Normisomorphismen in UT/P 0 bzw. in unpn 

bzw. in uT/x, so daß für diese Abbildungen k-Schmiegunterräume 

(k=O,.. .,n-2) erklärt sind. In UT/P gehört POX zum Erzeugnis von 
- 0 
tfO und y0 besitzt in P X eine Sehne M = LnLqo als 1-Schmiegunter- 

0 
raum; in gilt dabei dimT(~) = 2, dim (L) = 3. Der Unterraum 

PnX = (POX)y ist Element des Erzeugnisses von gn und T besitzt n 
My als I-Schmiegunterraum in PnX. Da M und My verschiedene Ebenen 

von Ly sind, existiert eine Schnittgerade X = MnMq, welche dem 

Erzeugnis von angehört. Wir definieren als k-Schmiegunterräume X 
s?) (k=O, . . . ,n-I ) von im Punkt X die (k-I ) -Schmiegunterräume von 
- qx (ksl) und S X )  := X, Dann sind alle k-Schmiegunterräume von ip 

(n-1) (k=O, . . . ,n-I) Sehnen von und es gilt Y = s~O'C , .cSy I 

dirn7T(sik)) = k für alle y ~ r .  

Die Menge r (k) . {(sy (0 ,.. .sik) 1 Y EY)C(UTT) k ( k = ~ ,  . . . ,n-I) 
nennen wir Erzeugnis k-ter Stufe von Y, r(n-l ) auch vollständiges 
Erzeugnis von T ,  

2.7, Im folgenden setzen wir =K(v,K) als projektiven Raum über 

einem (n+l)-dimensionalen Rechtsvektorraum (V,K) mit (nicht not- 

wendig kommutativem) Körper K voraus. Z(K) sei das Zentrum von K. 

Ist B = \P Of...,p \ geordnete Basis von V, so ergibt {P =p K,.. ., 
2 0 0 

pn=pn~ , E=~K) mit e = n ~  p eine geordnete Fundamentalmenge F in 
j 

'wenn nicht anders angegeben, laufen Summationszeiger von 0 bis n; 

obere Indizes sind zur Unterscheidung von Potenzen stets einge- 

klammert. 



T(V), und jede Fundamentalmenge gestattet umgekehrt eine solche 

Darstellung; dabei definiert eine Basis B' = ...,P:{ genau 

dann dieselbe Fundamentalmenge wie B, falls ein a€~\t03 existiert 

mit p' = pja j=O,...,n Die durch F bestimmte zyklische projek- 
j 

tive Kollineationywird durch jene Abbildung geGL(V) induziert, 

welche Po H P,, Pj " Pj-1 (j=l , . . . ,n) leistet, Die geordnete 
(k) . Basis B legt ferner die linearen Vektorraumendomorphismen d . 

V + V (k=O,. . . ,n) mit 

J 

fest; sie gestatten folgende Beschreibung der Schmiegunterräume 

des Normisomorphismus Y ,  der (mittels F) durch die geordnete Basis 
B bestimmt ist. 

Satz 3. 

= C pjtj 
3 

im Punkt 

Das Erzeugnis r von ist die Punktmenge {xt = xtK I xt = 

, t E K U 1 pn~1. Der k-Schmiegunterraum von (k=O, . . . ,n-1) 
(0 . X wird durch die Punkte (xtd )Kr.. . , (xtd(k) )K aufge- t 

spannt. 

Beweis. (1) Wir rechnen die Konstruktionsvorschrift für aus 

Satz 2 nach: Jede Hyperebene H # PO~...VPn-2~P, durch PO~...~Pn-2 
wird unter Benützung der zu B dualen Basis B* = IP~,..,,p~~ durch 

einen Kovektor X* = tPn-l - P: mit t E K  beschrieben. Der Durch- 
n- I schnitt HnHgn ...n H$ ist Lösungsraum des linearen homogenen 

Gleichungssystems (tp? - ,X) = 0 (j=O, . . . ,n-I ) , also der ein- 
J 

dimensionale Unterraum X K von V mit xt = pjtj. t 3 
(2) Im Punkt Po = p K ist die angegebene Beschreibung der 

0 
k-Schmiegunterräume von 9 richtig. 

(3) Für dimT = 2 und X; = pjtj (te ~\jOl) gilt xtd (1 = PI + 
2 2 

+ p22t # 0. Mit plt = (plt+p2t ) - p2t ,(xtd 2 
9 

('))t = (p1t+p2t ) + 
+ p2tL folgt die harmonische Lage H(xt~vpoK,xtKvp2K;xtKvplK,xtKV 
v (xtd ( ) ) K) , so daß (xtd( ) ) K Punkt der Tangente von in x+K ist. 

(4) Für dimr= n nehmen wir die Gültigkeit von Satz 3 für Norm- 

isomorphismen fi-dimensionaler Desargues-Räume (2Lfi<n) an, Die Ab- 

bildung i~ ( ( U ~ / P ~ P ~  ) =: iQ ist Normisomorphismus in uK/pO zur ge- 

ordneten Basis ~PO~+pl,,..,pO~+pn\ des Quotientenraumes ~ / p  K. 0 
(Wir identifizieren ulT/pO mit uTT(v/po~). ) Daher wird die Ebene 

(n-1) n 
- ( ) (t G K \L03 ) durch die Punkte Po, POXtflSp, 

Xt 
= (zpjtj-I)~ und 

5- 1 



n 

i-2 ( 1 ) 

Ebenen 

-2 
( j -  

liegt 

f so 
übere 

1))K 

der 

daß 

insti 

aufgespannt, 

Punkt (xtd (1 

die Tangente 

n 

wegen ,CP 
- (  1 )K in S 
Po 

s(I) von 
Xt 

i r 2  J 

Analog folgt 

mit dem Schnit t dieser 

Der Normisomorphismus yl(uTT/POXt) in uT/xt und der durch die 
n i-j-1 

geordnete Basis B : = txt~+Fj 1 gj = pik , 0 1 von 
i= j+1 

V/x K festgelegte Normisomorphismus IQ sind identisch, da die von t 
g, 2 in V/(pOK+xtK) induzierten Abbildungen auf der Basis \(poK+ 

+xt~) + G .  1 j=l , . . . ,ni von V/ (p K+xtK) dasselbe leisten. Das Er- 
3 ,  0 

zeugnis r von ist daher nach (1 ) die Menge ( (x~K+Y~)K I F = 
n-4 

U 

= C pju_, j U E K ~  U ~ ( x ~ K c P ~ - ~  1 ~ 3 .  (Jede Gerade xv = xtKvx K, ve~\itj 
j=q. V 

gehort r an: eine einfache Rechnung zeigt xv = (x~K+F~)K mit 

U = (t-V) v(t-V) . ) ES gilt weiters (X K+? )d(k) = xtK + 
n-I-k t u  

n- I-k , 
(jtk) uj = xtK + ( t piti-j-k-l ) (jkk) uj = xtK + +C 2-0 Pj+k 3 ;= o i=j+ktl 

G-4-k (,E ti-'U' (j;k) ) für alle U s K, also insbesondere (xtK+ C Pi+k+l 3=0 
i= 0 i 

"(k) = xtK+xtd + yt)d (k+l) wegen C( j'k J ) = (i:::l). Aus der Definition 
ja0 

des (k+l)-Schmiegunterraumes von in Xt als k-Schmiegunterraum von 

Y, in s (I ) folgt die Gültigkeit von Satz 4.17 
xt 

Ist insbesondere beZ(K), so folgt aus dem binomischen Lehrsatz 

zPjtj = x p .  ($bk(t-b)j-k(!)) , also 
3 , J  J k-0 

X = ~ x ~ d ( ~ )  (t-b) k 
t k-0 

für alle t G K. 

Die Vektorraumendomorphismen d (k) induzieren lineare Abbildungen 
- 

[6], [ll] s ( ~ )  :uT + uT, die sich als Produkt einer Projektion auf 
einen Unterraum von S ( I  ) , der Kollineation und einer perspek- 

Po 
tiv erzeugbaren Kollineation von T(s ) ) darstellen lassen. 

Pn 

2.8. Nach 2.6 stimmen die durch geordnete Basen {po,.,.,pnI und 

IpOat tpnal von V (~GK\{o~) festgelegten Normisomorphismen überein. 
Eine Klassifikation aller geordneten Basen von V und damit aller 

geordneten Fundamentalmengen von T(V), welche denselben Normiso- 

morphismus definieren, liefert 

Satz 4. Die durch geordnete Basen B = {po,. . . ,P,!, B' = (P;, . , ~ P A I  
von V in T(v) bestimmten geordneten Fundamentalmengen legen genau 



dann denselben Normisomorphismus fest, falls Körperelemente ~GK\{o], 

~ G Z  (K)\~O! mit p! = .abj (j=O,. . . ,n) existieren. 
J 3 

Beweis. Stimmen die Normisomorphismen Y,(B'  ZU den geordneten 
Basen B, B' überein, so folgt aus der Gleichheit der Schmiegunter- 

räume von ip= ip l  mit (2.1) p' = pjxj, x.EK\(oI. Weiters ist =V j J 
äquivalent zu 1 uT(v, ) = iduT(v, ) mit V1 := [pl, ...,pn], so daß 

der lineare Vektorraumautomorphismus gg ' I  1 V eine zentrale Dilatation 1 
- x H x b  (~Ez(K)\~o~) vonV ist. Mitxo=: aerhaltenwirp.ggl-I - 

-1 1 J 
= p.x.x = pjb, also X = ab und mit Induktion X = ab' für alle 

J I j-1 I j 
j=O,...,n . Umkehrung dieser Überlegungen bestätigt dann Satz 4.a 

j Der Punkt e 'K mit e' = p,! = p .ab gehört dem Erzeugnis r 
J J 

von an, und es gilt e'K = xhK. Zusammen mit Satz 4 erkennen wir, - 
daß eine geordnete Fundamentalmenge { poK, . . . , p K r  GK] genau für G= n 
=xb und b€Z (K) \I01 den Normisomorphismus i~ festlegt, was eine geo- 

metrische Kennzeichnung der Menge i xtK ) tsZ (K)\Iof f ergibt. Wir 
nennen die Elemente dieser Menge sowie poK und pnK reguläre Punkte 

von r . Diese Definition ist sinnvoll, da in C131 unter Benützung 
eines algebraischen Satzes [10] gezeigt wird, daß jede Gerade durch 

einen regulären Punkt höchstens zwei Punkte von r enthält und 
mindestens eine Gerade durch einen nicht regulären Punkt mit r 
unendlich viele Punkte gemeinsam hat, 

Die geordnete Basis B legt nach 2.6 eine geordnete Fundamental- 

menge F von T(V) fest, Ein Punkt  XE^ ist genau dann regulär, falls 

X Fixpunkt jeder projektiven Kollineation von T ist, die F element- 

weise fest läßt. Vgl. Satz 6, 

3. Assoziierte Normisomorphismen 

3.1. Normisomorphismen und T' zu geordneten Fundamentalmengen 
F = {P~,..,,P ,E\ bzw. F' = [P~,...,P',E'{ nennen wir assoziiert, n 
wenn die vollständigen Erzeugnisse r ('-')von und r (n-1) „ 
übereinstimmen. 

Unter Benützung der in 2.6 ausgesprochenen Schmiegunterraum- 

definition folgt unmittelbar mit Induktion nach dimT= n, daß cp 
-1 stets zu qp' = cp assoziiert ist, Als weiteres Beispiel betrachten 

wir in T(v) den Normisomorphismus zur geordneten Basis B = \por..., 

pnI und bEZ (K)\[o~. Dann sind und der Normisomorphismus Y' zur 



geordneten Basis ip! = xbd(jl ) j=O, . . . ,n[ assoziiert, da für alle 
I 

teK und k=O, ..., n-I aus dem binomischen Lehrsatz x ~ + ~  d(k) = x;dl /k) 

folgt. (Für k=O vgl. f131.) 

3.2. Kopplung der Beispiele aus 3.1 zeigt die Existenz eines zu 

lp assoziierten Normisomorphismus T' zu einer geordneten Fundamental- 
menge F' = {PA, ..., P1,E'I für je zwei reguläre Punkte PO, PA des n 
Erzeugnisses r von V. Die geordnete Basis B ' = {P;, . . . ,~l;f wird 
dabei durch die Schmiegunterräume von in PA, PA analog (2.1) 

festgelegt. Wir nennen B' Schmiegbasis des vollständigen Erzeugnisses 

r(n-l ) von zu den regulären Punkten PA, P ' von r .  n 

Satz 5. Ein Normisomorphismus Y' zur geordneten Fundamentalmenge 
F' = P , . . , P , E  ist genau dann zu~assoziiert, wenn PA, PA, E' 

paarweise verschiedene reguläre Punkte des ~rzeugnisses~von sind 

und IPA, ..., PA) Schmiegbasis von r ) zu den Punkten PO, P; ist. 

Beweis. (1) Ist 9' zu iß assoziiert, so sind PA, PA, E' reguläre 
Punkte des Erzeugnisses von Y, da die Regularität nach 2.8 allein 
eine Eigenschaft der Punktmenge r '  = r ist; P , P  n ist Schmieg- 

basis von T I (n-1) - - ,-,(n-I 1 zu den Punkten PA, PA. 
(2) Erfüllt F' die Voraussetzungen, so existiert nach 3.1 ein 

zu assoziierter Normisomorphsimus T '  zu einer geordneten Fundamental- 
menge [PO,. . . ,PA,E "I, der gemäß Satz 4 auch durch F' festgelegt 
wird. B 

3.3. Der Normisomorphsimus Ip und ein Normisomorphismus Y' := 

: = ntl-lyy mit ~ E P ~ L  (T) sind genau für r' (n-I ) - - r(n-l - - pn-4) assozi- 

iert. Zusammen mit den Sätzen 2, 4 und 5 folgt nun 

Satz 6. Die Gruppe G aller (projektiven) automorphen Kollineationen 

des vollständigen Erzeugnisses $ ( I  von Y operiert dreifach 
transitiv auf der Menge der regulären Punkte von F; die (projektive) 
Stabilitätsuntergruppe der regulären Punkte Po, Pn, E von ist 

identisch mit der Gruppe der (projektiven) Kollineationen von T , 
welche die geordnete Fundamentalmenge F = { PO,. . . , Pn,E] punktweise 
fest lassen. Die Identität ist die einzige Kollineation aus G, 

welche alle Punkte von als Fixpunkte besitzt. 

über die Existenz nichttrivialer Kollineationen, die bloß 

punktweise fest lassen, kann keine allgemein gültige Aussage ge- 

macht werden, worauf in der Einleitung schon hingewiesen wurde. Die 

in 11 3,s. 4421 angegebenen Kollineationen sind genau die Abbildungen 

der Gruppe G. 



3.4. Im Dualraum T(V)*= TT(V*) von T(v) definiert die zu B = 
- - ipO, ...,pnI duale Basis B* = \P:, ...,pn\ einen Normisomorphismus 

y*mit dem Erzeugnis Jeder Homomorphismus $:V* + V* induziert 
eine lineare Abbildung X*: uT(V)* + uF(V)* ;vgl. 2.7. Die Annulator- 
abbildung X:uT(V) a u'TT(V)* wird durch das Verschwinden des Klammer- 

symbols <,):VgxV + K beschrieben und ist ein Verbandsantiisomor- 
phismus . Die Zusammensetzung X*>-1 bildet jeden (n-r-I ) -dimensionalen 
Unterraum von K(v)* auf einen mindestens r-dimensionalen Unterraum 

von T(V) ab. 

Die vollständigen Erzeugnisse von und  sind wie folgt gekoppelt: 
Satz 7. Der k-Schmiegunterraum von (4 (k=O,...,n-I) im Punkt xtK 

(~EK) bzw. im Punkt pnK ist im Bild des (n-k-1)-Schmiegunterraumes 

von T* im Punkt KX: bzw. im Punkt Kp: unter der vom linearen Vektor- 

raumendomorphismus h* : V* + V* mit + ( -  1 ) 
I 

j + (j=o,. . . ,n) ( j) ~ n - j  
und der Annulatorabbildung 3 festgelegten linearen Abbildung 

X*h-l :ur* * uT enthalten. 
h-k 

Beweis. Nach (2.2) gilt xtd(k) = p 
3=0  L =k 

und x:d*( r r+s (r+s) ~n-r-s - r r+s ')h* = (C t ( )p~~;,)h* =Y t ( )(-I) r+s n "k - 
n-5 P a 0  r=O 

= C tn-~-q n-q n (. ) (  )(-I)"-~ *für alle ~ G K ,  k=O ,..., n-I, s=0 ,..., 
T= 0 n-q Pq 

* *(SI * (k)> = n-1. Ist zusätzlich s L n-k-I, so folgt<xtd h ,xtd 
n-E> h-5-R 

tn-.-. ,z (-1 ) n-q (2) (niq) ("q = t n-s-k n! t: (-1 )"-P+ 
(m ) = O .  Das 

4=k 
letzte Gleichheitszeichen kann dabei aus der reellen Potenzreihen- 

X -X entwicklung von 1 = e e abgeleitet werden. In den Punkten pnK 

und Kp; ist der Satz trivialerweise richtig.a 

Wegen x:hx # o , pnh* = p* ist ~*~*h-' mit der Menge der Schmieg- n 
hyperebenen von identisch. Der Endomorphismus h* ist genau dann 

bijektiv, wenn keiner der Binomialkoeffizienten (??) durch CharK # 0 
teilbar ist, oder CharK = 0 gilt. 

Für eine Bijektion hac sind die in Satz 7 beschriebenen Unter- 

räume gleich, und die Annulatorabbildung koppelt die vollständigen 
-1 W * Erzeugnisse von und T* . 

Ist K insbesondere kommutativ, so existiert genau ein linearer 

Vektorraurnantiisomorphismusap:V + V* mit p » p; (j=O,. ..,n) der 
j 



eine projektive Korrelation K : U ~  a uv'induziert. Die Korrelation 

'TCP führt das vollständige Erzeugnis von in das vollständige 

Erzeugnis von X*-l<P*~* über. Da die Koordinatenmatrix von 'ph* 
bezüglich der Basen B, B" für DimV E 1 mod2 symmetrisch und nicht 

alternierend bzw. für DimV E 0 mod2 alternierend ist, liegt eine 

projektive Nichtnullpolarität bzw. eine Nullpolarität vor. Vgl. 

[5,~.169]. 

3.5. Das Doppelverhältnis von vier Punkten bzw. vier Hyperebenen 

ist eine Konjugiertenklasse eines zum Algebraisierungskörper von 
Bg isomorphen bzw. antiisomorphen Körpers K bzw, aK, Gehört das 

Doppelverhältnis insbesondere dem Primkörper von K bzw. &K an, so 

ist es eine Eigenschaft der vier Elemente allein und invariant 

gegenüber Perspektivitäten. 

Sei Normisomorphismus zur geordneten Fundamentalmenge F = 

= {P~,, . . , P, ,E 5 Die Schmieghyperebene von in einem regulären 

Punkt X des Erzeugnisses von Y ist nach Satz 2 die einzige 
Hyperebene durch den (n-2)-Schmiegunterraum von in X, welche 

genau einen Punkt von enthält. Ferner gilt 

Satz 8. Ist X # Po, P ein Punkt des Erzeugnisses r vony, so n 
(n-2) gilt DV(SX (n-2) V Po) = (n-1 )n-l oder 

1' X 
(n-I) (n-2) 

DV(SX (n-2) 
S~ vpntsX vpl , S ~ - ~ ) V P ~ )  = n(n-I )-I, 

(n-1) Beweis. Wir können % = T(V) voraussetzen; dann wird SX 

durch den Kovektor (-1 ) (n-2 1 (j) tn-jp7 (~EK\~o)) und SX 
J 

als (n-2)-Schmiegunterraum des Normisomorphismus von uTT/pn zur 

geordneten Basis lpn~cp , , . . ,P~K+P,-~\ gemäß Satz 7 durch den Ko- 
0 

n-.( 
vektor ,E(-l) n-I-j n-I tn-l-j K 

[ j )  Pj 
eschrieben. Diese Hyperebenen 

3-0 
schneiden die Gerade POPl in den Punkten (pon+p t)K bzw. (po(n-I)+ 1 
plt)K, woraus die Behauptung fo1gt.u 

In einer projektiven Desargues-Bbene gilt wegen n-I = 1 # 0 
stets DV(SXI ',XYP~,XVP~ ,XvP 0 ) = 2 in Übereinstimmung mit der har- 

monischen Lage H (XvPo,XvP2 ;XvP1 ,s:' ) ) . 
Satz 8 zeigt ferner, daß die Schmieghyperebene von in X 

durch das Erzeugnis (n-2)-ter Stufe von mitbestimmt ist. Zwei 

Normisomorphismen sind daher bereits dann assoziiert, wenn ihre 

Erzeugnisse (n-2)-ter Stufe übereinstimmen. 



3.6. Sei B(R"+' ,R) ein reeller projektiver Raum und Norm- 

isomorphismus zur kanonischen Basis von Rn+'. Dann ist die Ab- 

bildung x:t H X+ ein analytischer Weg R + Rn+' ; für seine k-te 
L 

Ableitung (k=O„ „ ,n) gilt 1 k+ I 

( k n, tn-k) 0 = X d(k) . Damit geht (2.3) über in die Formel von tn 
Taylor, was unmittelbar zeigt, daß die Schmiegunterräume des Weges 

X genau die Schmiegunterräume des Normisomorphismus (P sind. 
Analoge Überlegungen gelten in beliebigen kommutativen Körpern 

der Charakteristik Null, wenn man die "Koordinatenpolynome" tj 

(j=O,.. .,n) formal differenziert. Über kommutativen Körpern mit 

Primzahlcharakteristik existieren aber stets Polynome, für die 

der Satz von Taylor falsch ist. Dann versagt die Beschreibung der 

Schmiegunterräume durch formale Differentiation, 
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