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Normal Isomorphisms and Normal Curves in finite-dimensional
Desarguesian Projective Spaces. Abstract, In a finite dimensional
desarguesian projective space the set of all points of intersection

of homologous lines of two projective bundles of lines is called

a non-degenerated (n.d.) normal curve, if the projective isomorphism
is non-degenerated. Every frame determines a n.d., projective iso-
morphism of two bundles of lines called a normal isomorphism; every
n.d. normal isomorphism of two bundles of lines is a normal iso-
morphism. A definition of osculating subspaces of a normal isomorphism
is given and we show how the osculating subspaces can be constructed
by using linear mappings. Simple examples show that there may be
collineations fixing a n.d. normal curve but not fixing the osculating
subspaces of the associated normal isomorphism, The set of osculating
hyperplanes of a normal isomorphism is a n.,d. normal curve in the

dual space 1if and only if a certain number-theoretical condition

holds.

1., Einleitung

Es gibt zahlreiche M&glichkeiten zur Definition von Normkurven
endlichdimensionaler reeller projektiver Riume, z.B, [2,S.318],
[5,s.166], [9], [17,8.894]. In jedem Punkt einer reellen Norm-—
kurve existieren Schmiegunterrdume, welche allein durch die Punkt-
menge der Normkurve bestimmt sind.

R.RIESINGER [13] definiert nicht entartete (n.e.) Normkurven1
endlichdimensionaler projektiver Desargues—-Rdume als Erzeugnis
eines nicht entarteten projektiven Blindelisomorphismus und ver-
allgemeinert damit die von E.BERZ [3] betrachteten n.e. Steiner-
Kegelschnitte. (Weitere verwandte Literatur [1], [8,8.31], B4],
[15], [16,8.306}) Zur Definition der Schmiegunterrdume einer n.e,

Normkurve wird in [13] benlitzt, daB die Identitdt stets die einzige

1. . . . .
Die rellen Normkurven sind n.e, Normkurven im Sinne dieser
Définition,



Kollineation sei, welche alle Punkte einer n.e., Normkurve fest
145B8t. Diese Aussage ist aber nicht richtig; als Gegenbeispiele be-
trachten wir n.e. Normkurven (Kubiken) dreidimensionaler endlicher
projektiver R&ume der Ordnung N = 2,3,4. Eine Kubik ist fir N = 2
ein Dreieck, flir N = 3 ein Tetraeder bzw. fiir N = 4 eine Fundamen-
talmenge und es gibt dann eine nichttriviale Elation, eine har-
monische Homologie bzw. eine nichtprojektive Kollineation, welche

alle Punkte der Kubik als Fixpunkte besitzt.
In Verallgemeinerung der Kegelschnittdefinition nach W.KRUGER

[12] ordnen wir jeder geordneten Fundamentalmenge einen Normiso-
morphismus genannten n.e. projektiven Biindelsiomorphismus zu und
zeigen, daB jeder n.e. projektive Biindelisomorphismus ein Normiso-
morphismus ist. In jedem Punkt des Erzeugnisses eines Normisomor-
phismus werden Schmiegunterrdume des Normisomorphismus definiert;

die Menge aller Schmiegunterrdume fiihrt zum Begriff des vollstan-
digen Erzeugnisses, Die obigen Beispiele zeigen dann die Existenz

nichttrivialer Kollineationen, die das Erzeugnis, nicht jedoch das
vollstdndige Erzeugnis, eines Normisomorphismus festlassen; es

ist daher nicht stets sinnvoll die Schmiegunterr&ume eines Norm-
isomorphismus als Schmiegunterr&@ume der assoziierten n.e. Norm-

kurve zu bezeichnen. Besitzen zwei Normisomorphismen dasselbe voll-
stdndige Erzeugnis, was in reellen projektiven R&umen bereits aus

der Gleichheit der Erzeugnisse folgt, so sprechen wir von assoziier-
ten Normisomorphismen., Neben der Klassifikation assoziierter Norm-
isomorphismen geben wir eine einfache Konstruktionsvorschrift fir
die Schmiegunterrdume eines Normisomorphismus unter Benilitzung

linearer Abbildungen.

2. Normisomorphismen

2.1. Im folgenden setzen wir einen n-dimensionalen (2 € n < oo )
projektiven Desargues-Raum T = (P,G) voraus. (Wir verwenden weitest-

gehend die Notation aus {7], [8].) Die Menge aller Unterr&dume von
T bildet den Unterraumverband (ull,v,Nn). Jeder Unterraum P,€ ull

definiert einerseits den Unterverband ull(P,) aller Unterrdume von

1

T, die in P1 enthalten sind und andererseits den Unterverband

qu/P1 aller Unterr&dume von W, in denen P1 enthalten ist., Die Ver-

binde uTl'/P1 und uﬂ(§1) sind isomorph, falls P, und ?1 komplementidre
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Unterrdume $ind. Ist P ein Punkt, so nennen wir ull/P das Biindel
um P. (Wir unterscheiden nicht zwischen einem Punkt P und dem
Unterraum {P}.)

2.2. Jede geordnete Fundamentalmenge F = {PO,...,Pn,Eg von T
+1 (j=O’-on’n—1)
fest, die durch M w (Mn(POV...VPj_1ij+2v...VanE))VP.

j+1
bdewﬂVPj definiert sind. Dann heiBt das Produkt ¢:= P+ Pp-q der

legt projektive Isomorphismen qj:uﬂVPj-é u'lT/Pj

fiir alle

durch F bestimmte Normisomorphismus uﬂ/PO-e uW/Pn. Jede der Abbil-
dungen ?j kann zu genau einer involutorischen perspektiven Kollinea-
tion &j:uﬂﬁ+ ull fortgesetzt werden; je nachdem T fanosch ist oder
nicht, liegt eine Homologie oder Elation vor. Das Produkt Y=

2= %o ¥p-q Setzt @ fort und leistet Py b Py PP P,
n), E b E. Anwendung des Verkilirzungssatzes [8,8.144] lehrt, daR
x|uﬁ(POE):uV(POE)-+ uﬁKPOE) eine Perspektivitidt ist. Neuerliche

(i=1’.-o’

Anwendung des Verkilirzungssatzes liefert die Perspektivitidt
xp‘uW(POE):uW(POE)-a ull(P,E), so das Efn+1‘
Perspektivitdten ist und PO’ E, PO
sitzt. Nach [4,5.45] ist «@n+1|uW(PO

P, » P, (1=0,...,n) folgt sogar y"*' = 1a . [8,5.155]. Die Kollinea-

uW(POE) Produkt von zwei
E(\(P1v...VPn) als Fixpunkte be-
E) die Identitdt und wegen

tion'x hat als Element der projektiven Gruppe PGL(T) die Ordnung
n+1. Wir nennen ¥ die durch F bestimmte zyklische projektive
Kollineation.

Da die projektive Gruppe transitiv auf der Menge der geordneten
Fundamentalmengen operiert, existiert im Sinne dieser Gruppe genau

ein Normisomorphismus.

2.3. Ein projektiver Isomorphismus ::uﬂ/P-» ull/Q des Biindels um
den Punkt P auf das Biindel um den Punkt Q # P heiBt nach [13]
nicht entartet (n.e.), wenn aus Me& ull/P und My = M stets M = P
folgt. Unter einer Sehne von % verstehen wir jede Hyperebene von
T sowie jeden k-dimensionalen Unterraum M, der eine Darstellung
der Gestalt M = LnLy mit LeuW/P und 1 £ dimT(L) = k+1 gestattet.
Die Menge " aller einpunktigen Sehnen von Y 1ist wegen P,0el" nicht
leer und heiBt das Erzeugnis von T. Die Sehnen Sék) von % (k=0,...,
n-1), welche durch Séo) := P und Sék) 1= (Sék—1)v Q)S—1 (k=1,+4.,n-1)
erkldrt sind, werden als k-Schmiegunterrdume von LS in P definiert,

(Vgl. [13].) Die k-Schmiegunterrdume von 5—1 in Q werden als
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k-Schmiegunterrdume von Y in Q bezeichnet. Ein 1-Schmiegunterraum
bzw. ein (n-1)-Schmiegunterraum heift auch Tangente bzw. Schmieg-
hyperebene. Die Schmieghyperebenen von Y in P bzw. Q enthalten
auBer P bzw. Q keinen Punkt des Erzeugnisses [ [13].

Jede geradlinige Sehne m = LnL} von X durch P (dimTM(L)= 2)
schneidet ihre Bildgerade my # m, da beide Geraden der Ebene Ly
angehdren. Die Einschrénkung 3[@“7n&uﬂ/m~% ull/my ist ein n.e.

projektiver Blindelisomorphismus in ull/ (mnmy)

2.4, Im Sinne der projektiven Gruppe gibt es genau einen n.e,

projektiven Biindelisomorphismus. Dies lehrt

Satz 1. Jeder n.e. projektive Blindelisomorphismus ¥:ull/P = ull/Q

ist ein Normisomorphismus (p , der durch eine geordnete Fundamental-

menge F: = {PO,...,Pn,E} bestimmt wird.
Beweis. (1) Falls ein Normisomorphismus ¢ existiert, der das
Gewlinschte leistet, so folgt notwendig P, = P, P_ = Q, und E ge-

o) n =
hért dem Erzeugnis [” von Y =@ an. Wir beweisen Satz 1 durch In-

duktion nach n = dimT.

(2) Flr n = 2 ist ein n.e. projektiver Bilindelisomorphismus
eine n.e. Projektivitdt und 1&Bt sich nach [12] stets so in ein
Produkt von Perspektivitdten faktorisieren, daB X Normisomorphismus
O,...,PB,E§ ist.

(3) Fir n = 3 ist ull/P isomorph zum Unterraumverband eines

eines geordneten Vierecks {P

(n-1)-dimensionalen Desargues-Raumes und es existiert in ull/P

eine geordnete Fundamentalmenge F so, daB 5\(uﬁ/sé1)) mit dem durch
F bestimmten Normisomorphismus $ ibereinstimmt. Wir k&nnen F =

_ - . _ = (n-1) .

= {POP1I-.-’POPn,POE} mit PO ?1]; und Pjr ECSQ (j=1ro.-rn) vor-
aussetzen; dann gilt P P = (Q, Da nach (1) die Gerade

P.E dem Erzeugnis von Sl(u“78?1)

0O
IJDS(1) mit LoLy =P E. Die Geraden P E # S

angehort existiert eine Ebene
o (1) una (PE)Y # PoP,
llegen in LS und haben daher eine Punkt E des Erzeugnisses von Y
gemeinsam. Dann ist F := {PO,...,Pn,E} eine geordnete Fundamental-
menge von N , da E nicht in der Schmieghyperebene von Y in Q lie-
gen kann. Der durch F festgelegteNormlsomorphlsmus P2 uﬂ/P < ufl/P
stimmt auf uﬁ78(1) mit @ = gluﬂ7s ) {iberein. Ferner gilt nach
Konstruktion (PE)S (PE)@ sowie (PQ)S = ((S(1)VQ)nS(n 1) )S =

n
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- (D, Ay aa(n=1) _ (n=1) _ -
= (SP VQ)@ASQ = (POanan_1)nSQ PnVPn—1 (PQ)W-
Nach [8,5.126] folgt T =¢.[
Aus dem obigen Beweis erkennen wir, daB jeder Normisomorphsimus
tp nicht entartet ist. Die Schmiegunterrdume von T=¢ erfiillen

(k) _ (k) _ = -
p, = PoV.«.VPp, Sp PV...vP__ (k=0,...,n-1). (2.1)

h
In Anlehnung an [13] nennen wir die geordnete Basis {PO,...,Pn}

S
die sSchmiegbasis von [ = @.

2,5 Zur weiteren Diskussion n.e, projektiver Blindelisomorphis-
men genfigt es Normisomorphismen(g zu betrachten, die durch eine
geordnete Fundamentalmenge F = {PO,...,Pn,E} festgelegt werden,

(n-2)

P des

Satz 2, Jede Hyperebene H durch den Schmiegunterraum S

Normisomorphismus ¢ enth&lt fiir H # Sén_1) genau einen von PO
verschiedenen Punkt X des Erzeugnisses [ von p und fiir H = Sén—1)
genau den Punkt X = PO des Erzeugnisses " von ¢. Die durch F be-
stimmte zyklische projektive Kollineation ¥ leistet X = Honn...n
AHKP-1.

Bewels. Wir beniitzen Induktion nach n = dimll.

(1) Der Satz gilt trivialerweise in projektiven Desargues-
Ebenen.

(2) Flir n = 3 betrachten wir analog zum Beweis von Satz 1 den
Normisomorphismus qﬂ(uW/POP1) =: @:uﬁ7P0P1 - uWVPOPn in uﬂYPO
oPn+PoEl. Damit
ist Pyv...vP _, sowohl (n-2)-Schmiegunterraum von ¢ in P, als auch

o
Fiir die Hyperebenen P

zur geordneten Fundamentalmenge F := {POP1,...,P

(n=3)-Schmiegunterraum von @ in POP1' oVereV
VP VP, _q und Pov...vP _,vP folgt die Behauptung mit (2.1); jede

davon verschiedene Hyperebene H:)PO

annahme genau eine Gerade x des Erzeugnisses I" von § und X := xnx¢

Ve..vP_ _, enthdlt nach Induktions-

ist der einzige von PO verschiedene Punkt aus "n H. Wegen (XPO)X'=

= XP_ gilt Xc (XvP VP p)N(XVP VP V. VP )N, N(XVP V.. .VP,) =

ov-: 0
= Honﬂ...onp 1. Dieser Durchschnitt ist einpunktig, da {PO,...Pn}

Basis von T ist,[]
Die Punktmenge [ gestattet nach Satz 2 eine Erzeugung mittels

n projektiv gekoppelter Hyperebenenbiischel. Vgl, [2,S.323].

2.6. Nach 2,3 sind in den Punkten PO und Pn Schmiegunterrdume

des Normisomorphismus @ definiert, Wir erkl&ren nun in jedem Punkt
(k)

X von ¢ (k=0,...,n-1) durch

Xe M{P,,P } k-Schmiegunterriume S



Rekursion.

(0)

Fiir dimT = n = 2 sei S += X; ferner {ibernehmen wir die

Tangentendefinition fiir n.,e. Kegelschnitte [3] und bezeichnen

(1)

jene Gerade S D X als 1-Schmiegunterraum (Tangente) von ¢ in X,

welche durch dle harmonische Lage H(POX,PZX;P1X,S§1)) gekenn-
zeichnet ist, Dann sind alle k-Schmiegunterrdume (k=0,1) Sehnen
(0) ¢ s(”, dlmTr(s(k)) = k fir alle Yerl.

Wir nehmen an, daB fir Normisomorphlsmen ¢ in n-dimensionalen

von  ,und es gilt S

projektiven Desargues-Riumen (2£A< n) in jedem Punkt Y des Er-
zeugnisses von Q eine Sehne von @ als k-Schmiegunterraum (k=
=0,...,n-1) definiert ist, wobei ¥ = S(O) ...C:S-g-n 1), dimT(S

= k gilt. Dann sind @I(dW/PO 1 =1 @b bzw. Q\(uW/POPn) =: ?n bzw.
qi(uﬂYPOX) =1 ?X Normisomorphismen in uT\’/PO bzw. in uﬂyPn
bzw. in ull/X, so daB fiir diese Abbildungen k-Schmiegunterriume

(k=0,...,n-2) erkldrt sind. In ull/P

(k))

gehdrt P X zum Erzeugnis von

o) o)

fb und qb besitzt in P X eine Sehne M = Lnqu als 1-Schmiegunter-

, 0
raum; in T gilt dabei dimT(M) = 2, dim T[(L) = 3. Der Unterraum
PnX = (POX)Q ist Element des Erzeugnisses von @n und ¢h besitzt
My als 1-Schmiegunterraum in PnX. Da M und My verschiedene Ebenen
von Ly sind, existiert eine Schnittgerade x = MnMy, welche dem

Erzeugnis von WX angehoért., Wir definieren als k-Schmiegunterrdume
g (k)

X (k=0,...,n=1) vony im Punkt X die (k-1)-Schmiegunterrdume von
WX (k=1) und S(O) := X, Dann sind alle k-Schmiegunterrdume von g
(k=0,.+..,n-1) Sehnen von @ und es gilt Y = SéO)C ...CS(n 1)
dlmﬂ(S(k)) = k flir alle Yel".

Y (k) ) g(x
Die Menge [ 1= {(S reeeS ) | Yef@c(uﬂ) (k=0O,¢..,n-1)
nennen wir Brzeugnis k-ter Stufe von , P(n D auch vollstadndiges

Erzeugnis von .

2.7. Im folgenden setzen wir W =T(V,K) als projektiven Raum iiber
einem (n+1)-dimensionalen Rechtsvektorraum (V,K) mit (nicht not-
wendig kommutativem) KOrper K voraus. Z(X) sei das Zentrum von K,

Ist B = ipo,...,p § geordnete Basis von V, so ergibt {P =Ps Kreoey
Pn—an,E eK}mlt e Z:P eine geordnete Fundamentalmenge F 1n

2Wenn nicht anders angegeben, laufen Summationszeiger von O bis nj;
obere Indizes sind zur Unterscheidung von Potenzen stets einge-

klammert.
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T(V), und jede Fundamentalmenge gestattet umgekehrt eine solche
Darstellung; dabei definiert eine Basis B' = {pé,...,pﬁg genau
dann dieselbe Fundamentalmenge wie B, falls ein aeK\{O} existiert
mit pﬁ = pja (j=0,...,n). Die durch F bestimmte zyklische projek-
tive Kollineation ¢ wird durch jene Abbildung geGL(V) induziert,

(j=1,...,n) leistet, Die geordnete

welche p. +» pP_, P
0] n (k):

. P p.
j i-1
Basis B legt ferner die linearen Vektorraumendomorphismen d
V=V (k=0,...,n) mit

(k) D (j+k
7€ T Piek S

p.d 1= 0 (j=n-k+1,..,.,n)

i=0,...,n-k
) (3=0, nk) (2.2)

fest; sie gestatten folgende Beschreibung der Schmiegunterrdume
des Normisomorphismus p, der (mittels F) durch die geordnete Basis
B bestimmt ist.

Satz 3. Das Erzeugnis [° von  ist die Punktmenge {Xt = X K| X, =

Z:p tJ t:EK} {p K§ Der k-Schmieguntérraum von ¢ (k O,...,n 1)
1mJPunkt Xt wird durch die Punkte (x d(o))K,...,(x d( )K aufge=-
spannt,

Beweis, (1) Wir rechnen die Konstruktionsvorschrift fiir (" aus
Satz 2 nach: Jede Hyperebene H # Pov...an 2vP durch PoVe«ovP o
wird unter Benilitzung der zu B dualen Basis B* = {po,...,p t durch
einen Kovektor x* = tpn 1~ p* mit t€ K beschrieben, Der Durch-
schnitt Honn...on = ist LOsungsraum des linearen homogenen
Gleichungssystems <tp§ - p§+1,x>‘= 0 (j=0,...,n-1), also der ein-
dimensionale Unterraum x, K von Vmit x, = Z:pjtj.

i
(2) Im Punkt P, = poK ist die angegebene Beschreibung der

0
k=Schmiegunterrdume von @ richtiqg,
(3) Fitr dimT = 2 und x_ = Zpst) (t€ K\{O}) gilt x d(1) = p, *
+ p,2t # o, Mit p.t = (p1t+p2t2) - pyt% (%, aMye = (p1t+p2t2) +

+ p2 2 folgt die harmonische Lage H(x KvaK X KVP2K X KvP1K X Kv

Vvi(x d( JK), so daB (xtd(1)

(4) Fiir dimT = n nehmen wir die Giltigkeit von Satz 3 flir Norm-

)K Punkt der Tangente von ¢ in X, K 1st.

isomorphismen n-dimensionaler Desargues-Riume (24fi< n) an. Die Ab-
bildung @l(uWYPOP]) =: p ist Normisomorphismus in u“/PO zur ge-
ordneten Basis {pOK+p1,...,pOK+pn§ des Quotientenraumes V/pOK

(Wir identifizieren ufl/P, mit uﬂYV/pOKL) Daher wird die Ebene

g (1)

POX (te K\fO}) durch die Punkte P,, P,X nsin™1) - (Zj tJ )X und

Ot B,
3=1
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(ijt:J 2(] -1) )K aufgespannt, Wegeanjt:J Ty (Zp t:J 2(] -1))t =

I=2
(1) . Analog folgt (x d(1))
Po X

von mit dem Schnitt dleser

b'4 d(1) liegt der Punkt (x d(1))K in S

t =(1) t (1)
c 8§ , so daB die Tangente S
PXt t

Kc

Ebenen iibereinstimmt.

Der Normisomorphismus LpHuﬂVP ) in dW/X und der durch die

t

geordnete Basis B := {x K+5 |5. Z:p g1-3- 1, j=O,...,n—1} von
...‘1

V/x K festgelegte Normlsomorphlsmds q751nd identisch, da die von

g, g in V/(pOK+xtK) induzierten Abbildungen auf der Basis i(pOK+

+xtK +p l ji=1, ...,n} von V/(p K+x K) dasselbe leisten., Das Er-
zeugnis P von q ist daher nach (1) die Menge {(xtK+§u)K| §u =
=S ] : -
_gg'pjuN, ueK%nJ{(xtK+pn_1)K§. (Jede Gerade X, xtKvx K, vek\{t}
gehdrt " an; eine einfache Rechnung zeigt xv = (x K+y JK mit
u = (t=v)v(t-v) 1.) Es gilt weiters (x K+y )a(k) = xtK +
Nk +k\ .3 BRI 1= —k1 +k\ 3
+Zp (J.)uj—xK+ Z(Z J )(:J )uj=xK+
J J . 3= 0 1—]+1<+1 k t
ek S im3,3 (3K i
+ P. (Z:t ( . )) fir alle ue X, also insbesondere (x, K+
fo Citk+1 T J i . t
+ ?t)d(k) = xtK+ d(k n wegen §:<J;k) = (1;&11). Aus der Definition
0
des (k+1)-Schmiegunterraumes von]Q in Xt als k~-Schmiegunterraum von
@ in S(g) folgt die Gliltigkeit von Satz 4.[]

Ist 1nsbesondere beZ (K), so folgt aus dem binomischen Lehrsatz
ijtj = Zp (Zb (t- b)J'k(]i)), also
= Zx (k) (t-b)® (2.3)
fir alle teK
Die Vektorraumendomorphismen d(k) induzieren lineare Abbildungen

(6], [11] $(K).uT 5 ull, die sich als Produkt einer Projektion auf
(n=1)
Po

tiv erzeugbaren Kolllneatlon von W(S

einen Unterraum von S , der Kollineation 'y und einer perspek-

(n 1)) darstellen lassen,

2.8. Nach 2,6 stimmen die durch geordnete Basen {po,...,pn§ und
{poa,...,pnak von V (aeK\{O}) festgelegten Normisomorphismen iiberein.
Eine Klassifikation aller geordneten Basen von V und damit aller
geordneten Fundamentalmengen von T(V), welche denselben Normiso-

morphismus definieren, liefert

Satz 4. Die durch geordnete Basen B = {po,...,pnz, B' = {pé,...,pﬁ}

von V in TI(V) bestimmten geordneten Fundamentalmengen legen genau
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dann denselben Normisomorphismus fest, falls Kdrperelemente aeK\{0},
beZz (K)\{0} mit pé = pjab:J (j=0,...,n) existieren.
Beweis. Stimmen die Normisomorphismen ,®' zu den geordneten

Basen B, B' lberein, so folgt aus der Gleichheit der Schmiegunter-

réume von @=y"' m1t (2.1) p! pjx:J xjeK\iO}. Weiters ist ¢ =y
dquivalent zu ¥4' IuW(V ) uW(V1) mit V1 1= [p1,...,pn],so daB
der lineare Vektorraumautomorphismus gg'— IV1 eine zentrale Dilatation
x B xb (beZ(K)\{0%) von V1 ist., Mit X, =1 a erhalten wir.pjgg"'1 =
= pjx:J 311 = pjb also X, = ab und mit Induktion x:J = abJ Fflir alle
j=0,...,n. Umkehrung dieser Uberlegungen bestdtigt dann Satz 4.[]

Der Punkt e'K mit e' Z:pj %}pjabj gehdrt dem Erzeugnis [

J
von  an, und es gilt e'K = x, K. Zusammen mit Satz 4 erkennen wir,

daB eine geordnete Fundamenta?menge {pOK,...,an,éK} genau fir e=
=xp und bez (k)\{0} den Normisomorphismus @ festlegt, was eine geo-
metrische Kennzeichnung der Menge {xtK\ tEZ(K)\{Ofgergibt. Wir
nennen die Elemente dieser Menge sowie pOK und an reguldre Punkte
von [" . Diese Definition ist sinnvoll, da in [13] unter Beniitzung
eines algebraischen Satzes [10] gezeigt wird, daB jede Gerade durch
einen regulidren Punkt hdchstens zwei Punkte von " enth&lt und
mindestens eine Gerade durch einen nicht regulidren Punkt mit [
unendlich viele Punkte gemeinsam hat,

Die geordnete Basis B legt nach 2.6 eine geordnete Fundamental-
menge F von T(V) fest, Ein Punkt Xel’ ist genau dann reqguldr, falls
X Fixpunkt jeder projektiven Kollineation von M ist, die F element-
weise fest 18Bt. Vgl,., Satz 6,

3. Assoziierte Normisomorphismen

3.1. Normisomorphismen @ und @' zu geordneten Fundamentalmengen

{P peee P yE} bzw. F' = {Pé,...

wenn die vollstandlgen Erzeugnisse F(

P',E' ! nennen wir assoziiert,
=1 von @ und T (0=1) yon ¢!
{ibereinstimmen,

Unter Beniitzung der in 2.6 ausgesprochenen Schmiegunterraum-
definition folgt unmittelbar mit Induktion nach dimT = n, daB ¢
stets zu @' = @—1 assoziiert ist. Als weiteres Beispiel betrachten
wir in W(V) den Normisomorphismus @ zur geordneten Basis B = {po,...,

pn} und beZ(K)\{O}. Dann sind @ und der Normisomorphismus p' zur
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geordneten Basis {pj = xbd(j)\ j=O,...,n§ assoziiert, da filir alle
teK und k=0,...,n=1 aus dem binomischen Lehrsatz xb+td(k) = xéd'(k)
folgt. (Fiir k=0 vgl. [13].)

3.2. Kopplung der Beispiele aus 3,1 zeigt die Existenz eines zu
@ assoziierten Normisomorphismus @' zu einer geordneten Fundamental-
menge F' = {Pé,...,PA,E'} fir je zwei reguldre Punkte Pj, P’ des
Erzeugnisses " von @. Die geordnete Basis B' = {P',...,PA} wird
dabei durch die Schmiegunterrdume von @ in Pj, Pﬂ analog (2.1)
festgelegt. Wir nennen B' Schmiegbasis des vollstd@ndigen Erzeugnisses

rjn—1) von @ zu den reguldren Punkten P), P' von r.

Satz 5. Ein Normisomorphismus §' zur geordneten Fundamentalmenge

F' = {Pé,...,Pﬁ,E'} ist genau dann zuy assoziiert, wenn P!, Pﬁ, E'
paarweise verschiedene reguldre Punkte des Erzeugnisses [ von p sind
und {Pé,...,Pﬁ} Schmiegbasis von F(n—1) zu den Punkten P!, Pﬁ ist,
Beweis. (1) Ist @' zu y assoziiert, so sind Pé, Pﬁ, E' regulédre
Punkte des Erzeugnisses [’ von @, da die Regularitdt nach 2.8 allein
eine Eigensc?af:)der ?un??menge M =1 ist; {Pé,...,Pﬁ} ist Schmieg-
n- n-

=

(2) Erfiillt F' die Voraussetzungen, so existiert nach 3.1 ein

basis von ™ zu den Punkten PJ, Pl.

zu @ assozilerter Normisomorphsimus @' zu einer geordneten Fundamental-
menge {Pé,...,PA,E"g, der gemdB Satz 4 auch durch F' festgelegt

wird, [

3.3. Der Normisomorphsimus @ und ein Normisomorphismus @' :=
:=ﬂy_uPW’mit 4ePlM'L(T) sind genau flr P'(n_1) = P(n-1hw = MY ss0zi-
iert., Zusammen mit den S&tzen 2, 4 und 5 folgt nun

Satz 6. Die Gruppe G aller (projektiven) automorphen Kollineationen

des vollstindigen Erzeugnisses p(n=1)

von (@ operiert dreifach
transitiv auf der Menge der reguldren Punkte von [M; die (projektive)

Stabilitdtsuntergruppe der reguldren Punkte P Pn’ E von [N ist

O’
identisch mit der Gruppe der (projektiven) Kollineationen von T,
welche die geordnete Fundamentalmenge F = {PO,...,Pn,E} punktweise
fest lassen. Die Identitdt ist die einzige Kollineation aus G,

welche alle Punkte von [ als Fixpunkte besitzt,

tiber die Existenz nichttrivialer Kollineationen, die blo8 M
punktweise fest lassen, kann keine allgemein gliltige Aussage ge-
macht werden, worauf in der Einleitung schon hingewiesen wurde. Die
in [13,5.442]angegebenen Kollineationen sind genau die Abbildungen

der Gruppe G,
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3.4. Im Dualraum W(V)¥= W(V¥*) von TW(V) definiert die zu B =
= {po,...,pn§ duale Basis B¥* = {pé,...,pﬁ} einen Normisomorphismus
¢*mit dem Erzeugnis ¥, Jeder Homomorphismus H:V¥ - v* induziert
eine lineare Abbildung x*:uT(V)*+ ul(V)¥ ;vgl. 2.7. Die Annulator-
abbildung A:uf(V) 3 ul(V)* wird durch das Verschwinden des Klammer-
symbols <,>:V¥xV 3 K beschrieben und ist ein Verbandsantiisomor-
phismus. Die Zusammensetzung x*)—1 bildet jeden (n-r-1)-dimensionalen
Unterraum von W(V)¥ auf einen mindestens r-dimensionalen Unterraum
von (V) ab.

Die vollst&dndigen Erzeugnisse von ¢ und @*sind wie folgt gekoppelt:

Satz 7. Der k-Schmiegunterraum von ¢ (k=0,...,n=1) im Punkt xtK

(teK) bzw. im Punkt pP,K ist im Bild des (n-k-1)-Schmiegunterraumes
von.y*im.Punkt th bzw. im Punkt Kp; unter Qer vom linearen Vektor-
raumendomorphismus h¥:V¥ 2 V¥ mit p? 9 (—1)3(?)p§_j (3=0,...,n)

und der Annulatorabbildung A festgelegten linearen Abbildung
xfk_1:uw* » uT enthalten,

(k) "% j+k),j _ © i\, i-k
Beweis, Nach (2.2) gilt Xtd =£§ pj+k( 3 )t = Z_pi(k)t

1=k
ond xﬁd*(S)h* _ (:‘i‘itr(rzs)p;s)h* _ nf LT (r-;s) (_1)r+s(ris)p§_r_s _
n-s = r=0
=:2; tn—s-q(n;q)(nfq)(_1)n—qp; fiir alle tek, k=0,...,n-1, s=0,...,
n-1. Ist zusdtzlich s £ n-k-1, so folgt <xid*(s)h*,xtd(k)> =
sk 3 0TI (3) = tn's'k<s?]i!:§Kp!E;_]_])::j:;!) - 0. Das

g=k
letzte Gleichheitszeichen kann dabei aus der reellen Potenzreihen-

entwicklung von 1 = e®e™¥ abgeleitet werden., In den Punkten an
und Kpé ist der Satz trivialerweise richtig, [

Wegen xih* # o , p¥h¥* = p¥ ist V*xfk—1 mit der Menge der Schmieg-
hyperebenen von  identisch. Der Endomorphismus h* ist genau dann
bijektiv, wenn keiner der Binomialkoeffizienten(?) durch CharK # O
teilbar ist, oder CharK = O gilt,

Fiir eine Bijektion h¥ sind die in Satz 7 beschriebenen Unter-
rdume gleich, und die Annulatorabbildung koppelt die vollstdndigen
Erzeugnisse von ( und yf_1w*x%.

Ist K insbesondere kommutativ, so existiert genau ein linearer

Vektorraumantiisomorphismus 2p:V - V¥ mit pj B p? (j=0,+..,n) der
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eine projektive Korrelation T:ull = u®induziert., Die Korrelation
Tx* fiihrt das vollstindige Erzeugnis von ¢ in das vollstdndige
Erzeugnis von X*—1W*X* {iber, Da die Koordinatenmatrix von ph*
bezliglich der Basen B, B* flir DimV = 1 mod2 symmetrisch und nicht
alternierend bzw. flir DimV = O mod2 alternierend ist, liegt eine
projektive Nichtnullpolaritdt bzw. eine Nullpolaritdt vor, Vgl,

[5,5.169],

3.5. Das Doppelverhdltnis von vier Punkten bzw. vier Hyperebenen
ist eine Konjugiertenklasse eines zum Algebraisierungskdrper von
T isomorphen bzw. antiisomorphen Kdrpers K bzw, 2K, Gehdrt das
Doppelverh&dltnis insbesondere dem Primkdrper von K bzw, ®K an, so
ist es eine Eigenschaft der vier Elemente allein und invariant
gegeniiber Perspektivitédten,

Sei @ Normisomorphismus zur geordneten Fundamentalmenge F =
= {PO,...,
Punkt X des Erzeugnisses [© von Y ist nach Satz 2 die einzige

Pn,E%. Die Schmieghyperebene von y in einem reguldren

Hyperebene durch den (n-2)-Schmiegunterraum von ¢ in X, welche

genau einen Punkt von [T enthdlt. Ferner gilt

Satz 8. Ist X # LY Pn ein Punkt des Erzeugnisses [ von gy, so

gilt DV(S(n 2) 2 s(n 1),s§n'2)vp1,s(n 2) Py) = (n-1)n"" oder
DV(S(n h sén 2) 2 s(n 2)\/£>1,s(n 2)VP ) = n(n=1)"".

Beweis., Wir konnen T (V) voraussetzen, dann wird S(n 1)
durch den Kovektor Z:( 1)y J( )tn Jp§ (teK\§0%) und S(n 2)VPO

als (n-2) Schmlegunterraum des Normisomorphismus wvon uﬁYP zur
geordneten Basis ian+pO,...,p K+pn_1g gemdB Satz 7 durch den Ko-

n-1 _T —
vektor }:(-1)n 1 J(nj1) g1 in beschrieben, Diese Hyperebenen

3=0
schneiden die Gerade PoPq in den Punkten (pon+p1t)K bzw. (po(n—1)+

p,t)K, woraus die Behauptung folgt.

In einer projektiven Desargues—-Ebene gilt wegen n-1 = 1 # O
stets DV(S(1),XvP2,XvP1,XvP ) = 2 in Ubereinstimmung mit der har-
monischen Lage H(XvP s XvP, ; XVvP 5(1))

2! 1’
Satz 8 zeigt ferner, daB die Schmieghyperebene von in X

durch das Erzeugnis (n-2)-ter Stufe von (2 mitbestimmt ist, Zwei
Normisomorphismen sind daher bereits dann assoziiert, wenn ihre

Erzeugnisse (n-2)-ter Stufe ibereinstimmen,
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3.6, Sei W(Rn+1,R) ein reeller projektiver Raum und ¢ Norm-
isomorphismus zur kanonischen Basis von Rn+1. Dann ist die Ab-
bildung x:t » Xy ein analytischer Weg R = Rn+1; flir seine k-te

'dkx 1 k k+1
Ableitung (k=ol"'ln) gilt (_-];)to 'ET =(Ol!v"0I (k)l( k )to"-ol
(n) n-k, _ (k) . dt . L
X tO ) = xtod . Damit geht (2.3) itiber in die Formel von

Taylor, was unmittelbar zeigt, daB die Schmiegunterrdume des Weges

X genau die Schmiegunterr&dume des Normisomorphismus P sind.
Analoge Uberlegungen gelten in beliebigen kommutativen K&rpern

der Charakteristik Null, wenn man die "Koordinatenpolynome" tj

(j=0,...,n) formal differenziert. Uber kommutativen K&rpern mit

Primzahlcharakteristik existieren aber stets Polynome, flir die

der Satz von Taylor falsch ist. Dann versagt die Beschreibung der

Schmiegunterrdume durch formale Differentiation.
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