Die Projektivititen und Antiprojektivititen
der Quaternionengeraden

Von Hans HAVLICEK (Wien)

1. Einleitung

1.1. In zwei ausfiihrlichen Artikeln [10], [11] beschiftigt
sich L. GYARMATHI mit den Projektivititen und Antiprojektivitdten
der projektiven Geraden g {iber den reellen Quaternionen; vgl. auch
[9]. Dabei wird unter anderem gezeigt, daB jede Projektivitdt von g
wenigstens einen Fixpunkt hat, und es wird eine Einteilung der
Projektivitdten und Antiprojektivititen nach der Anzahl ihrer Fix-
punkte angegeben. Allerdings werden bei den parabolischen Projek-
tivitdten und Antiprojektivitdten (sie sind durch die Existenz
genau eines Fixpunktes gekennzeichnet) nicht alle Fille erfaBt.

Ziel dieser Note ist es, eine Klassifikation der Projektivi-
titen und Antiprojektivititen von g bis auf projektive Aquivalenz
anzugeben und einige Ergebnisse {iber parabolische Projektivitdten

und Antiprojektivitdten aus [10], [11] richtigzustellen.

1.2. Es soll an dieser Stelle noch auf zwei alternative
Beweism&glichkeiten des in 1.1 erwdhnten Fixpunktsatzes fur
Pro jektivitdten der Quaternionengeraden hingewiesen werden:

In jeder desarguesschen projektiven Ebene & ist die Bestimmung
der Fixpunkte einer nichtidentischen Projektivitdt T einer Geraden
g < & &quivalent zur Ermittlung der Schnittpunkte von g mit einem
nicht entarteten Kegelschnittlz Wahlt man zwei Punkte a,b € &\g
derart, daB ihre Verbindungsgerade avb keinen Fixpunkt von T trigt,
so ist mit z € g die Abbildung (avz) — (bvzH) eine Projektivitit
des Geradenbiischels um a auf das Geradenbiischel um b; diese Projek-
tivitdt erzeugt den gesuchten nicht entarteten Kegelschnitt. In
[14,53], Satz 3.2, zeigt W. KRUGER, daB insbesondere in der projek-
tiven Ebene {iber den reellen Quaternionen jede Gerade mit jedem
nicht entarteten Kegelschnitt wenigstens einen Punkt gemeinsam hat.
Daraus folgt unmittelbar die Gliltigkeit des Fixpunktsatzes.

In [18,394], Corollary 3, werden von J.B. WILKER jene auto-
morphen Kollineationen der Einheitshypersphire y,n—l des projektiv

abgeschlossenen n-dimensionalen euklidischen Raumes untersucht, die

1Vgl. [4] sowie die Literaturiibersicht in [12].



auf y,n—l fixpunktfrei operieren. Es wird gezeigt, daB jede solche
Kollineation unter einer automorphen Kollineation von y,n—l in eine
automorphe Kongruenz von y,n—l transformiert werden kann. Da jede
Transformation der eigentlich orthogonalen Gruppe O+(5,[R) den
Eigenwert 1 ©besitzt, und die Projektivitdten der Quaternionen-
geraden den gleichsinnigen automorphen Kollineationen der ¢

entsprechen, ergibt sich erneut die Gliltigkeit des Fixpunktsatzes.

1.3. Wir schreiben im folgenden H fir den Schiefkérper der
Quaternionen 1{ber den reellen Zahlen und beziehen diesen wie in
[10], [11] auf die Basis {l,i,j,k} liber dem Koérper R der reellen
Zahlen. Mit R" bezeichnen wir sowohl einen einen n-dimensionalen
euklidischen Vektorraum als auch den euklidischen affinen Raum iiber
diesem Vektorraum. Verwechslungen sind nicht zu befilirchten. Fir
einen Untervektorraum U von R sei UJ' jener zu U orthogonale Unter-
vektorraum von Rn, fir den R" = U+UJ' gilt. Es ist H = R4 ein
euklidischer Vektorraum und damit auch ein euklidischer affiner
Raum, wenn wir {1,i,j,k} als Orthonormalbasis von H ansehen. Bei
einer Abbildung ©® verwenden wir die Bezeichnungen fix(@) fir die
Menge der Fixelemente von ©® und im(®) fir die Menge der
Bildelemente von ©. Die weiteren Bezeichnungen und Begriffs-
bildungen folgen weitestgehend [10] und [11]. Insbesondere sei z
die zu z € H konjugierte Quaternion und g := Hu{w} die projektive

Quaternionengerade (vgl. auch [1,329-334]), die wir oft als

4-dimensionalen reellen Mdbiusraum auffassen.

2. Klassifikation der Projektivitiaten und Antiprojektivitidten

2.1. Fir jedes Tripel (A,@,¥) € R'XRxR  bzw. jedes Paar
(A,¥) € R xR ist die Abbildung

AN A(cos(go+ll/)+isin(<p+l!/))Z(cos(go—ll/)+isin(<p—ll/)) (1)
bzw.

Z A (cosx[/+isinl[/) z (cosxp—isinxp) (2)

eine Projektivitdt bzw. Antiprojektivitit von g mit wenigstens zwei
Fixpunkten, nimlich O und w; vgl. auch [7,10], [16,72-74]. In jedem
Fall sind die beiden orthogonalen 2—Sph'a'u"en2 durch 0,1,i,0 und
0,J,k,0 als Ganzes fest; bei einer Antiprojektivitdt (2) sind
zusédtzlich die Kreise durch 0,1, und O0,i,o invariant. Die

Abbildungen (1) und (2) sind in anderer Schreibweise aus der

“Diese werden in [10], [11] als Ketten 2. Grades bezeichnet.



Klassifikation der Elemente der Gruppe GO(4,R) wohlbekannt:
Beziiglich der geordneten Orthonormalbasis (1,i,j,k) von H besitzt

die Einschrénkung von (1) bzw. (2) auf H die Koordinatenmatrix

cos 2¢ -sin 2¢ 0 0
5| sin 2¢ cos 2¢ 0] 'O (3)
0] 0] cos 2y -sin 2y
0 0 sin 2y cos 2y
bzw.

1 0 0 0
0 -1 0 0

A 0 O cos(m+2y) -sin(m+2y) (4)
0 O sin(m+2y) cos(m+2y)

Flir Sonderfille von (1) und (2) siehe [10], [11]. Der Fall
einer nichtidentischen Projektivitdt T mit A =1, ¢ = # (mod m)
wird - auf H = R4 eingeschrinkt - in der Literatur oft erwidhnt, da
er unter anderem mit den &quiangularen (isoklinen) Ebenen in R4,
dem Cliffordschen Parallelismus und der Hopf-Fibration zusammen-
hangt. Vgl. etwa [2], [3], [8,254], [13]3, [15,196], [16,73-74].

Ist umgekehrt eine Projektivitdt oder Antiprojektivitdt von g
mit wenigstens zwei verschiedenen Fixpunkten gegeben, so kann diese
nach Ergebnissen in [11,101-102] stets unter einer Projektivitit
von g auf eine der Normalformen (1) bzw. (2) transformiert werden.
Eine solche Normalform ist jedoch nicht notwendig eindeutig

bestimmt, wie die folgenden Uberlegungen zeigen.

SATZ 1. Zwei durch Tripel (AK,goK,ll/K) e R xRxR vermdége (1) gegebene
Projektivitdten HK (k = 1,2) sind genau dann projektiv dquivalent,
wenn eines der Tripel

(A, , 0o ,cty_ ), (A ,cxy ,ctp ),
1 1 1 1 1 1 mit ¢ = un, p € Z (5)

- -1
_ F—

gleich (7\2,@2,!#2) ist. Zwel durch Paare (AK,WK) € R xR vermdoge (2)
gegebene Antiprojektivitdten HK (k = 1,2) sind genau dann projektiv
dquivalent, wenn eines der Paare

(7\1,0“1![/1), (7\1_1,0“1![/1) mit ¢ = un, u € Z (6)
gleich (7\2,l[12) ist.

Beweis. (a) Transformieren wir die Projektivitdt 1. unter

1
solchen Projektivitaten, die sich aus den Projektivitaten
z > -izk, z > -kzj bzw. z b z zusammensetzen lassen, so

°In der angegebenen Arbeit von W. JANK finden sich auch weitere
Hinweise zur darstellend-geometrischen Behandlung des 4-dimen-
sionalen euklidischen Raumes.



besitzen die transformierten Abbildungen wieder die Bauart (1),
wobei genau die Tripel aus (5) auftreten.

Sind die Projektivititen 1'[1 und 1'[2 projektiv Aquivalent, so
gibt es eine Projektivitdt A:qg > g mit 1'[2 = A_IHIA. Wir definieren
Punkte a,b € g durch aA = 0, bA = w. Je nachdem ob a = o bzw. b = o

bzw. a,b # o gilt, transformieren wir 1'[1 unter einer Projektivitat
Alzq > g mit z (Z—b)_1 bzw. z — z-a, bzw. z (Z—b)_l—(a—b)_l.

-1 .
Dann hat 1'[3 = Al HlAl wegen 0,0,a,b € le(l’[1

einem Tripel (7\3,@3,!#3), das in (5) genannt wird. Da nun die

) die Bauart (1) mit

Ahnlichkeit 1'[2||]-I aus 1'[3||]-I durch Transformation unter der
gleichsinnigen Ahnlichkeit (AI_IA)I[H hervorgeht, folgt iiber die

(gegebenenfalls komplexen) Eigenwerte der zu 1'[2||]-I und 1'[3||]-I

gehorigen Matrizen (3) dann entweder (7\2,@2,![/2) = (7\3,0“1@3,01![/3)
oder (7\2,@2,!#2) = (7\3,0‘1‘l/3,°“i§03)-

(b) Transformieren wir die Antiprojektivitit 1'[1 unter solchen
Projektivitdten, die sich aus den Abbildungen =z +— -jzj und
zZ >z erzeugen lassen, so erhalten wir Normalformen (2) mit
genau den in (6) angeschriebenen  Paaren. Die restlichen

Uberlegungen sind wie in Beweisteil (a).o

2.2. Zur Bestimmung von Normalformen filir parabolische

Projektivitdten und Antiprojektivitdten zeigen wir zundchst einen

HILFSSATZ. Jede fixpunktfreie Ahnlichkeit Q des n-dimensionalen
euklidischen Raumes R (n = 1) besitzt eine eindeutige Darstellung

der Form
Q =Tz, (7)

wobei T' eine Kongruenz von R mit fix(T) # @ und T eine Schiebung
von R' mit fiX(l")Z = fix(I') bezeichnet. Sind umgekehrt eine
Kongruenz I von R" mit einem Fixpunkt f und eine Schiebung ¥ von R"
(z — z+s) gegeben, so ist TS genau dann fixpunktfrei, wenn

s ¢ (fix(D)-r)" errullt ist.

Beweis. Nach Proposition 9.5.2 in [2,220] ist eine fixpunkt-
freie Ahnlichkeit in R stets eine Kongruenz. Dann liefert Theorem
9.3.1 in [2,207] die Existenz und Eindeutigkeit von (7).

Liegt umgekehrt mit 'Y eine Kongruenz von R der angegebenen
Art vor, so gilt fix(I'Z) = @ genau dann, wenn z # zr+s fir alle
z e R' erfiillt ist. Das ist zu -s ¢ im([-I) dquivalent, wobei I die
Identitit in R bezeichnet. Wegen O = fF_I ist der affine Unterraum

im(C'-I) sogar ein Untervektorraum von Rn, und zwar (fiX(l")—f) J'.|:|



Nun kehren wir zur eigentlichen Fragestellung zuriick.

SATZ 2. Fiur alle y € R ist

z > (cosy+ising)z(cosy-ising)+1 (8)

bzw.
AN (cosx[;+isinx[1) z (cosxp—isinxp) +1 (9)
eine parabolische Projektivitdt bzw. Antipro jektivitdt der

Quaternionengeraden q. Ist umgekehrt M:q - g eine parabolische
Projektivitdt bzw. Antiprojektivitdt, so gibt es eine Projektivitdt
A so, daB A_IHA die Normalform (8) bzw. (9) besitzt.

Zwel durch Zahlen l[IK € R vermége (8) bzw. (9) gegebene
Pro jektivitdten bzw. Antiprojektivitidten HK (k = 1,2) sind genau

dann projektiv dquivalent, wenn eine der Zahlen
o*ixpl mit ¢ = un, u € Z (10)
gleich l[lz ist.

Beweis. (a) Nach dem Hilfssatz hat jede Abbildung (8) bzw. (9)
auBer o keinen Fixpunkt4.
(b) 1Ist eine parabolische Projektivitdt oder Antiprojektivitat

I:g > g gegeben, so kdnnen wir II derart unter einer Projektivitat

Alzq > g transformieren, daB Al l'IA1 den Fixpunkt o hat, und fir

die Darstellung von A HAIII]-I = Q =TZ gemidB (7) gilt 0 e fix(l).

1
Mit den Bezeichnungen des Hilfssatzes folgt dann O # s € fix(T'). Es

gibt eine Projektivitat A2:q > g so, daB einerseits A2||H eine
Ahnlichkeit mit Fixpunkt O ist, die s in den Punkt 1 € H iberfiihrt,
und andererseits (AZII]-I)_IF(AZII]-I) die Matrixdarstellung (3) bzw. (4)
mit A =1 hat. Flir eine Projektivitdit T gilt in (3) weiters

¢ = 0 (mod m). Wir erhalten somit durch Transformation von T unter

A1A2 die gewlinschte Normalform.

(c) Die Aussage iiber die projektive Aquivalenz von 1'[1 und 1'[2
ergibt sich aus den Uberlegungen in Satz 1, wenn wir 1'[1 |[H und 1'[2||]-I
je als Produkt einer Kongruenz mit Fixpunkt O und der Schiebung

Zz = z+1 darstellen.o

Die parabolischen Projektivitdten mit ¢ = O (mod m) geh®ren zu
den schon von J. BILO [5,45], [6,22] untersuchten elementaren Pro-
Jjektivitdten. Diese lassen sich nach Einbettung von g in eine pro-

jektive Ebene {iber H als Produkt von hochstens zwei Perspektivi-

*Die Einschriankung der Abbildung (8) auf H - R* wird etwa in
[15,146] untersucht und dort screw motion genannt. Demgegeniiber
bezeichnen andere Autoren, wie etwa W. WUNDERLICH in [19], die
durch (1) bestimmten Bewegungen als Schraubungen.



titen darstellen. Vgl. auch G. PICKERT [17,3]. Die Abbildungen (8)
und (9) mit ¢ 2 O (mod m) werden in [10], [11] nicht betrachtet.

2.3. Sollen fiir drei paarweise verschiedene Punkte f,a,b € g
alle parabolischen Projektivitdten bzw. Antiprojektivitdten mit
Fixpunkt f und a +— b ermittelt WerdenS, so kOnnen wir f = o vor-
aussetzen, da die Projektivitdtengruppe von g transitiv auf g
operiert. Der Hilfssatz gibt dann an, wie man alle gesuchten Abbil-
dungen als Produkt einer geeigneten gleich- bzw. gegensinnigen Kon-
gruenz I von H mit a € fix(I') und der festen Schiebung Z:H - H,
z + z+(b-a) erhilt. Die jeweiligen Abbildungen TI'Z sind dann noch
durch © +— o auf ganz g fortzusetzen. Man erkennt leicht, daB alle
parabolischen Projektivititen von g, die einen festen Punkt f

festlassen, gemeinsam mit der Identitdt von g keine Gruppe bilden.

2.4. Zum AbschluB geben wir noch eine Verfeinerung der in
[11], Formeln (8.1) und (8.5) angegebenen Normalformen fir

fixpunktfreie Antiprojektivitdten an.
SATZ 3. Fiir alle Paare (¢,¥) € RxR mit ¢,y # O (mod m) ist
AN (cos(go+l[/)+isin(<p+l[/))§_1(cos(go—ll/)+isin(<p—ll/)) (11)

eine fixpunktfreie Antiprojektivitdt der Quaternionengeraden q. Ist
umgekehrt M:q > g eine fixpunktfreie Antiprojektivitit, so gibt es
eine Projektivitdt A so, daB A_IHA die Normalform (11) besitzt.
Zwel durch Paare (goK,lllK) € RxR mit ¢ ,x//K z 0 (mod m) vermége
(11) gegebene Antiprojektivititen HK (k = 1,2) sind genau dann

projektiv &quivalent, wenn eines der Paare

)

+ + + +
(0“-<.01,0‘—ll/1), (O“-llll,O‘—sol ,

mit ¢ = un, p € Z (12)

(o*lgol,oiwl), (o*ix/;l,oigol)

gleich ((,02,ll12) ist.

Beweis. (a) Die Antiprojektivitdt (11) vertauscht O mit « und
fiihrt jede Hypersphdre um O mit Radius p in eine konzentrische
Hypersphare mit Radius p_1 iiber. Auf der Einheitshypersphire um O
gibt es keinen Fixpunkt wegen ¢, # O (mod m). Also ist (11)
fixpunktfrei.

(b) Nach [11,102] besitzt jede fixpunktfreie Antiprojektivitit
I ein  vertauschbares Punktepaar. Mittels einer geeigneten

:g > g konnen wir daher erreichen, daB A 1l'IA die

Projektivitat A 1

1

°Die Ergebnisse in [11,100] sind unvollstéindig.



Punkte O und « vertauscht.

Unter A _IHA geht 1 in einen Punkt a € H iliber. Es sei « jene

positive reelltle Zahl, fir die oc4 = Norm(a) = aa gilt. Wir transfor-
mieren Al_ll'[A1 unter der Projektivitat A2:q >4q, zZ oc_lz.
SchlieBlich sei A:g > g, z b 5_1 die Inversion an der Einheits-
hypersphl'are um O und I’ := AAZ_IAI_IHAIAZ. Dann ist T’ |H wegen

Norm(a™ ) = oc2 eine gleichsinnige Kongruenz von H, die nur den Fix-
punkt O hat, da T fixpunktfrei ist. Das ergibt mit (1) die ge-
winschte Normalform (11); vgl. die Formeln (8.1) und (8.5) in [11].

(c) Transformieren wir die Antiprojektivitit 1'[1 unter solchen
Projektivitdten, die sich aus den Projektivitdten =z — -izk,
zZ +— -kzj bzw. z b z = zusammensetzen lassen, so besitzen die
transformierten Abbildungen die Bauart (11), wobei genau die Paare
aus (12) auftreten.

Sind die Antiprojektivitdten TI. und 1'[2 projektiv &dquivalent,

1

so gibt es eine Projektivitdt A:qg > g mit 1'[2 = A_IHIA. Es sei
HK’ = AHK, wo A die Inversion an der Einheitshypersphire um O
bezeichnet. Wir definieren a,b € g durch aA = 0, bA = o. Dann
vertauscht 1'[1 die Punkte a und b.

Fall 1: Fir a € {0,0} bleibt die Einheitshypersphire um O
unter A fest. Damit gilt A = A_IAA und 1'[2’ = A_IHI’A; mit Satz 1

folgt die Behauptung.
Fall 2: Fiur a ¢ {0,o} hat die offene Halbgerade az-[R+ mit der

Einheitshypersphdre um O genau einen Punkt a, gemeinsam. Es

vertauscht 1'[1’ die Punkte az1 und b1 1= azll-[1 * all. Ware {O’al’bl}
ein Dreieck, so ergidbe die Einschrankung von 1'[1’ auf die Ebene des
Dreiecks eine Geradenspiegelung im Widerspruch zu fiX(Hl’) = {0,c}.
Daher folgt b1 = -a, und mindestens eine der beiden Winkelzahlen ¢
oder Y ist kongruent g modulo n. Fir ¢ # g (mod m) transformieren
wir 1'[1 unter der Projektivitat Alzq > q, z +— -izk, was in (11)

bloB8 einer einer Vertauschung von ¢ mit ¥ entspricht; bei

¢ = g (mod m) sei Al die  Identitat auf q. Wir setzen
1'[3 = AI_IHIAI' Weiters sei A2 eine Projektivitdt von g, deren
Einschrankung auf H eine Drehung um die Ebene Ovjvk ist, wobei
o = azAlA2 € R erfiillt sei. Dann ist A _11'[ A = T0,. Die

2 32 3
involutorische Projektivitdt
-1

A3:q > g, z = (-z+a)(az+l)

leistet a +— O, —oc_l + o und (nach kurzer Rechnung) A3_1H3A3 = 1'[3;

vgl. das  Abbildungsdiagramm. Da bei Transformation unter



3 2 1
q q q q q
ol Wl Wl T im,
q <3 q <3 q <3 9 —3 q
1 -1 - 3 2 1
A3 A2 Al A einerseits O in O und andererseits 1'[3 in 1'[2 iibergeht,

folgt nun wie in Fall 1 die gewlischte Aussage.n
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