Der Entwurf von Winkel
oder
"Wieviel Geometrie steckt in einer Schulwandkarte?"

Von Hans Havlicek, Wien.

In vielen Schulklassen hangen geographische Karten, insbesondere diirfte die in
Figur 1 abgebildete Karte "Staaten der Erde" recht verbreitet sein. Sie zeigt, wie
in der linken oberen Ecke vermerkt, eine politische Weltkarte im Entwurf von Winkel.

STAATEN DER ERDE

Ava Nord- und Mittelamertka Sodamenns Austr alien und Ozeanen

Fiiche: 10,5 Mio. km? Fllche: 444 Mo, km? Fliche: 30,3 Mo ko Flche: 24.2 Mo, lan? Fidche: 178 Mo k! Fiiche: 8.5 Mo, lav®
710 Mo. Enwohner 3184 Mio. Einwohner 648 Mo, Eirmohner 427 Mo, Eirwohner 207Mio. Enwonner 26 Mio. Emonner

Beviarungscichte: 67 Einw o kP Bevirungsdichte: 72 Exm jo km? 21 Eiw jo Bevokorungscichto: 18 Eirm jo k¥ Bevohnrungscichte: 17 Exm jo k' Bevolarungadichie: 3 Einw. je km?
Grodte Stadt Moskau 10,367 Mio. Einw. GroBte Stact: Toko-Yokohama 26,952 M. Einw GroBiw Stact: Kairo 13,300 Mio. Eirm: Mo, Einw Enw GroBte Stact Syoney 3,515 Mo Exw

Borg: Y
Léngster Flu: Wolga 3531 km Liingster Fub: ngster Jm ngster o 5 Langster Fiui: Daring 2740 km e

Figur 1: Weltkarte im Entwurf von Winkel (® Karl Wenschow GmbH Miinchen)

In diesem Artikel soll dargestellt werden, wie dieser Kartenentwurf erkldrt ist.
Dabei werden wir mit einigen wenigen Begriffen aus dem Grundstoff der Darstellenden
Geometrie auskommen:

@ GroBkreise, Kleinkreise und Tangentialebene einer Kugel,

® Abwicklung eines Drehzylinders,

e orthogonale perspektive Affinitat.

Das liegt daran, daf der Entwurf von Winkel nicht durch differentialgeometrische
Forderungen (wie etwa Flichentreue oder Winkeltreue) erklart wird, sondern durch
eine Abfolge von "Manipulationen" aus anderen, einfach zu beschreibenden Kartenent-
wiirfen entsteht.

Ohne geometrische Grundkenntnisse wird die Herleitung und Beschreibung des Ent-
wurfs von Winkel vermutlich nicht leicht gelingen. So wird etwa im populdrwissen-
schaftlichen Buch [3], das einen ausgezeichneten historischen Uberblick der Karto-
graphie mit reichem Bildmaterial gibt, der Entwurf von Winkel eher vage als

"vermittelnd"

umschrieben, wéhrend fiir Kegel-, Zylinder- und Azimutalentwiirfe zumindest die geo-
metrischen Grundideen illustriert werden. Um zu zeigen, was sich alles hinter dem
Wort "vermittelnd" verbirgt, gehen wir in mehreren Schritten vor:



Schritt 1: Abstandstreuer Azimutalentwurf

Es sei P der Schnittpunkt von Nullmeridian und Aquator und P dessen Gegenpunkt. Im
Punkt P legen wir die Tangentialebene T an die

Erdkugel. Nun wird die gesamte Kugeloberfliche Z,‘ P . X '
mit Ausnahme von P wie folgt in die Ebene T '

abgebildet (vgl. Figur 2): f X

® Als Bild von P setzen wir P’ := P.

e Fiir jeden Punkt X # P,P spannen P,P und X
eine Ebene €y auf. In dieser liegt die
kiirzeste Verbindung von P nach X entlang der
Kugeloberflache, also ein GroBkreisbogen kyx
mit Endpunkten P und X. Die L3nge des Bogens
ky ist der sphdrische Abstand des Punktes X
vom Punkt P. Nun betrachten wir die Tangente
ty := exnT dieses GroBkreises im Punkt P. Auf
der Geraden ty gibt es genau zwei Punkte,
deren Abstand von P gleich dem sphirischen
Abstand von X und P ist. Unter diesen beiden
wihlen wir jenen als Bildpunkt X’ von X aus,
der bezogen auf die Ebene £x auf der selben
Seite der Geraden PP liegt wie X. Figur 2: Abstandstreue beziiglich P
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Figur 3: Abstandstreuer Azimutalentwurf (querachsig)

Die soeben beschriebene Abbildung1 ist der abstandstreue Azimutalentwurf in quer-

'Hier und im f olgenden ist die Ebene T noch unter Beriicksichtigung eines geeigneten
MaBstabes mittels einer Ahnlichkeit seitenrichtig in die Kartenebene abzubilden. Die
Figuren 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12 und 13 sind sd@mtlich im selben MaBstab angefertigt,
fir die anderen Figuren dieses Artikels trifft das nicht zu.



achsiger Lage. Die "Abstandstreue" bezieht sich dabei aber nur auf vom Punkt P aus
gemessene Werte, die Bezeichnung "querachsig" kommt daher, daB die Verbindung von P
mit der Mitte der Erdkugel quer (= rechtwinkelig) zur Erdachse liegt. Vgl. auch [1].
Figur 3 zeigt diesen Kartenentwurf.

Der abstandstreue Azimutalentwurf findet als geographische Karte kaum -Verwendung,
wird jedoch im Kurzwellenfunk als FunkmeBkarte beniitzt, da daraus fiir eine im Punkt
P befindliche Funkstation und jedes beliebige Zielgebiet der optimale Ausstrahlungs-
winkel und die Entfernung unmittelbar abgelesen werden ké&nnen.

Schritt 2: Umbeziffern

Wir denken uns jetzt die "Haut" der Erdkugel
entlang des Halbmeridians 180° W (West) = 180 E
(Ost) aufgeschnitten, d.h. die Punkte auf diesem
Halbmeridian inklusive der Pole werden im fol-
genden nicht mehr betrachtet. Dieser Halb-
meridian entspricht ungefidhr der Datumsgrenze.
Den verbleibenden Rest der Erdoberfliche bil-
den wir nach Auswahl einer Konstanten ¢ mit
0 < c <1 wie folgt in sich ab (vgl. Figur 4): .
e Hat ein Punkt X die geographische Lénge A
und die geographische Breite 8, so wird ihm
der Punkt X’ mit den geographischen Koordi-
naten
c2°,8")
zugeordnet; dabei verwenden wir negative
Koordinaten fiir westliche L&nge und slidliche
Breite. Figur 4: L&ngenstauchung
Diese Abbildung ist vom Auf- und Zuklappen eines
Lampions wohlbekannt. Allerdings sollten wir uns die Erdoberfliche bei dieser Abbil-
dung nicht aus Papier, sondern aus einem dehnbaren Material materialisiert denken.
Es kommt ja, anders als bei einem Lampion, zu keinem "Ziehharmonika-Effekt".

Figur 5: Umbezifferter abstandstreuer Azimutalentwurf {querachsig, ¢ = 0,99)



Fiir jeden Wert von ¢ konnen wir die entsprechend gestauchte Erdoberflache, die
nun nur noch einen Teil der Kugel itiberdeckt, dem abstandstreuen Azimutalentwurf aus
Schritt 1 unterwerfen. Das zeigen die Figuren 5, 6 und 7 fiir ¢ = 0,99, ¢ = 0,7 bzw.
¢ = 0,5. Das Kartenbild wird dabei Schritt um Schritt Kkleiner. Insbesondere bei
c = 0,5 ist die Karte auf eine Kreisscheibe geschrumpft, da die gestauchte Erdober-
flache nur noch eine Halbkugel bedeckt. Kleiner soll ¢ hier nicht werden.
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Figur 7: Umbezifferter abstandstreuer Azimutalentwurf (querachsig, ¢ = 0,5)

Beachtenswert ist jedoch, daB sich die Bilder des Gradnetzes in den Figuren 5, 6
und 7 gegeniliber Figur 3 nicht wesentlich verdndern. Die Breitenkreisbilder verkiirzen
sich bloB, und die Bilder der Lingenkreise #ndern (groBziigig formuliert) nur ihre
Beschriftung: Gehen wir etwa in Figur 3 vom Meridianbilg 30 E (Osto) aus, So tr’c;l,gt
in Figur 7 ein Teil derselben Kurve die Bezeichnung 60 E; aus 60 E wird 120 E
usw. Was wir hier durchfiihren, ist ein einfaches Beispiel fiir das Umbeziffern eines
Kartenentwurfs.

Schritt 3: Orthogonale perspektive Affinitdt

Die im vorhergehenden Schritt beschriebenen Bilder der Erdkugel k&nnen nicht {iber~
zeugen. Es wird zwar in jedem Fall der Nullmeridian langentreu abgebildet, aber der
Aquator erscheint mit dem Faktor ¢ gestaucht. Um das zu kompensieren, schlieBen wir
an die bisher erkldrten Abbildungen in Abhingigkeit von c je eine orthogonale per-
spektive Affinitdt der Ebene T an, deren Affinitdtsachse das Bild des Nullmeridians
enthélt. Dabei wihlen wir die Affinitit so, daB der Aquator nach Anwendung der Af-
finitdt in wahrer Linge erscheint und kein "spiegelverkehrtes" Bild entsteht.

Wihrend sich Figur 5 (¢ = 0,99) unter dieser Affinitit nur unwesentlich #ndert,
wird so aus der Karte in Figur 6 (c = 0,7) die in Figur 8 gezeigte Darstellung des



Globus’, bei der allerdings die Einbuchtungen in der N&he der Polbilder als stérend
empfunden werden kénnten. Fiir ¢ = 0,5 jedoch erhalten wir ausgehend von Figur 7 nun
die in Figur 9 gezeigte Weltkarte mit einem eleganten elliptischen Rand. Dieser
Kartenentwurf wird nach dem russischen Kartographen Aitoff benannt.

Figur 8: Affin transformierte Karte aus Figur 6
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Figur 9: Entwurf von Aitoff (affin transformierte Karte aus Figur 7)

Schritt 4: Abstandstreuer Zylinderentwurf mit lingentreuem Aquator

Wir schreiben der Erdkugelz entlang des Aquators einen

Drehzylinder beriihrend an und ordnen jedem Punkt der Kugel-

oberfliache, mit Ausnahme der beiden Pole, einen Zylinder-

punkt wie folgt zu:

e Jeder Halbmeridian der Kugel wird, analog zu Schritt 1,
langentreu und seitenrichtig auf jene Zylindererzeugende
abgewickelt, die diesen Halbkreis beriihrt.

Vgl. dazu Figur 10.

AnschlieBend schneiden wir den Zylinder ldngs der Tan-
gente an den 180 -Halbmeridian auf und wickeln ihn so in
die Ebene T ab, daB die Nullmeridiantangente fest bleibt.
Das liefert eine in Figur 11 dargestellte Karte im ab-
standstreuen Zylinderentwurf mit lingentreuem Aquator. Die
Abstandstreue bezieht sich jetzt auf die Langenkreise. Figur 10: Beriihrzylinder

Diese Karte zeigt alle Meridiane und den Aquator unver-

2Die Transformation der Erdoberflache aus Schritt 2 unterbleibt hier!



zerrt, wihrend sémtliche anderen Breitenkreise in der Karte ldnger erscheinen als in
Wirklichkeit. Sie wird auch als quadratische Plattkarte bezeichnet, da sich das
Gradnetz als quadratisches Netz darstellt.
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Figur 11: Abstandstreuer Zylinderentwurf (quadratische Plattkarte)

Schritt 5: Noch einmal orthogonale perspektive Affinitét

Um die Verzerrungsverhiltnisse zu verbessern, unterwerfen wir auch den abstands-
treuen Zylinderentwurf aus Figur 11 einer orthogonalen perspektiven Affinit&t, deren
Achse das Bild des Nullmeridians enthilt. Allerdings wird die Kartenfigur jetzt - im
Gegensatz zu Schritt 3 - nicht rechtwinkelig zur Affinitdtsachse "gedehnt" sondern
echt "gestaucht", etwa mit einem Faktor O < ¢ < 1. Egal wie wir diese Affinitét
ansetzen, gibt es dann immer zwei lingentreu abgebildete Breitenkreise; diese ge-
héren zur geographischen Breite

*Bo mit cosBy = cC.

Die Breitenkreise zwischen diesen beiden werden verkiirzt abgebildet, die Breiten-
kreise nérdlich und stidlich werden in der Karte verldngert giar‘gestellt. In Figur 12
wurde die Affinoitéit so gewidhlt, daB die Breitenkreise 36 in wahrer L#&nge er-
scheinen (cos 36 =~ 0,8090). Damit ist zwar jetzt der Aquator deutlich zu kurz, aber
der hier verwendete Zylinderentwurf ist ja noch nicht die endgliltige Darstellung.

Ein solcher abstandstreuer Zylinderentwurf mit zwei lingentreuen Parallelkrei-
sen (Breitenkreisen) wird auch rechteckige Plattkarte genannt.
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Figur 12: Abstandstreuer Zylinderentwurf (rechteckige Plattkarte)
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Es finden sich gelegentlich Illustrationen =zu diesem Entwurf, welche auf den
Drehzylinder durch die beiden ldngentreu abgebildeten Breitenkreise zuriickgreifen.
Dabei ist aber zu beachten, daB der Abstand der beiden Breitenkreise - gemessen auf
der Oberfliche der Sphire - stets groBer ist, als ihr auf dem Zylindermantel ge-



messener Abstand. Es ist daher nicht moglich, sich diesen Kartenentwurf so vor-
zustellen, daB die Kugeloberfliche auf diesen "Schnittzylinder" abgebildet wird,
wobei beide Schnittkreise punktweise fest bleiben.

Andererseits 1dBt sich dieser abstandstreue Zylinderentwurf mit zwei ldngentreuen
Parallelkreisen auch wie folgt realisieren: Unterwerfen wir zuerst die Erdoberfléche
der in Schritt 2 beschriebenen Abbildung (Stauchung aller geographischen Langen mit
der oben ausgewidhlten Konstanten c¢) und wenden wir dann auf die so transformierte
Erdoberfliche den abstandstreuen Zylinderentwurf mit lingentreuem Aquator an, so
liefert die zusammengesetzte Abbildung ebenfalls diese rechteckige Plattkarte.

Schritt 6: Arithmetisches Mittel

Nach langer Vorarbeit ist der letzte wesentliche Schritt sehr schnell erklart: Jeder

Punkt der Erdoberfliche - mit Ausnahme der Pole und der Punkte am 180°-Halbmeridian

- hat einerseits ein Kartenbild unter dem Entwurf von Aitoff und andererseits unter

dem abstandstreuen Zylinderentwurf aus Figur 12. Wir legen nun diese beiden Land-

karten so {iibereinander, daB die beiden Nullmeridianbilder (punktweise) {ibereinstim-

men.

e Von diesen beiden Bildpunkten eines Punktes der Erdoberfliche nehmen wir deren
Mittelpunkt als neuen Bildpunkta.

Diese Vorschrift liefert den Kartenentwurf von Winkel (1913); vgl. Figur 13.
Schlampig, aber einprdgsam 148t sich dieser Vorgang als arithmetisches Mittel

auffassen, etwa in der Form

Winkel = %(Aitoff‘ + Rechteckige Plattkarte).

Figur 13: Entwurf von Winkel

Beim Entw.ur'f‘ von Winkel wird nach wie vor der Nullmeridian l&ngentreu abgebildet,
das Bild des Aquators ist jedoch mit dem Faktor

-;—(1+cos 36°) ~ 0,9045

gestaucht, erscheint also in der Karte etwas zu kurz. Zur genaueren Diskussion aller
auftretenden Verzerrungen mufli auf Methoden der Differentialgeometrie zuriickgegriffen
werden, die im Schulunterricht nicht zur Verfiigung stehen. Es wird aber jedenfalls
eine breite Zone ndrdlich und siidlich des Aquators mit einer maximalen L#ngenver-
zerrung von etwa *107% abgebildet. Zu den Polen hin nehmen die Verzerrungen jedoch
iiber alle Grenzen zu, da der Entwurf dort divergiert. Das spiegelt sich im Auftreten

°Ein analoges Verfahren fiir die Darstellende Geometrie wird in [2] vorgestellt.
Ausgehend von zwei beliebig (!) in einer Zeichenebene liegenden Parallelrissen 145t
sich ein dritter ParallelriB alleine durch Zeichnen von Mittelpunkten gewinnen. Vgl.
dazu auch [S].



je einer Pollinie, als ausgeartetem "Bild" von Nord- bzw. Sitdpol, wider.

Die Abbildungsgleichungen des Entwurfs von Winkel kdnnen etwa in [4] nachgelesen
werden. Deren Herleitung ist (ganz ohne sph#rische Trigonometrie) mit bescheidenen
Kenntnissen aus r#dumlicher Vektorrechnung und ebener Trigonometrie anhand der
Schritte 1 bis 6 durchaus mdglich, aber etwas aufwendig. :

Damit ist der geometrische Teil dieses Artikels zu Ende. Wohl aus geographischen
Griinden folgt noch

Schritt 7: Bildausschnitt anpassen

Zum SchluB wollen wir noch Figur 13 mit Figur 1 vergleichen. Abgesehen von g%wissen
Kugierlichkeiten, wie etwa der unterschiedlichen Schrittweite im Gradnetz (30 bzw.
20 ) oder dem nicht {ibereinstimmenden BildmaBstab, f&llt ein kleiner Unterschied
auf:

Das Bild des Nullmeridians ist in Figur 1 keine Strecke!

Das beruht darauf, daB in der dargestellten Schulwandkarte nicht der Schnittpunkt
von Nullmeridian und Aquator sondern ein weiter &stlich liegender Aquatorpunkt
(10 E) die Rolle des Bildmittelpunktes P {ibernommen hat. Damit wird erreicht, daB
der gegeniiberliegende Halbmeridian, er trigt den Punkt P, durch die BeringstraBe
(zwischen Alaska und Sibiren) l3uft; somit wird der asiatische Kontinent in Figur 1
in einem Teil und nicht, wie in Figur 13, in zwei unzusammenhdngenden Teilen abge-
bildet.

Die geometrische Erklarung der Landkarte &ndert sich durch diese Wahl des Bild-
ausschnitts freilich nicht wesentlich.

Der Autor dankt dem Stiefel Wandkartenverlag (Ingolstadt und Mariazell) fiir die
freundliche Unterstiitzung sowie der K.Wenschow GmbH (Miinchen) fir das zur Verfiigung
gestellte Bildmaterial und die Genehmigung zu dessen Reproduktion. Weiters standen
mir Prof. Mag. Dr. Andreas Asperl (Wien) und Prof. Mag. Karin Baron (Wien) mit Rat
und Tat bei der Abfassung dieses Artikels zur Seite.
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