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Hasse–Ableitung in K[t]:

D
(r)
t : K[t] −→ K[t] linear

tm 7−→
(m

r

)
tm−r

Zusammenhang mit der formalen Ableitung in

K[t]:

dr

dtr
= r!D

(r)
t

D
(r)
t ◦D

(s)
t 6= D

(r+s)
t , d.h. die Hasse–Ableitung

ist nicht iterativ.
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Beispiel: Normkurve in 4–Raum bei Charak-

teristik p = 2



1 0 0 0 0
t 1 0 0 0
t2 0 1 0 0
t3 t2 t 1 0
t4 0 0 0 1
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p . . . fest gewählte Primzahl

p–adische Zifferndarstellung:

n =
∞∑

λ=0

nλpλ =: 〈nλ〉 =: 〈nr, nr−1, . . . , n0〉

mit 0 ≤ nλ ≤ p− 1.

Satz von Lucas:

(n

j

)
≡

∞∏

λ=0

(nλ

jλ

)
(mod p).

Folgerung:
(n

j

)
≡ 0 (mod p) ⇐⇒ ∃λ mit nλ < jλ.
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∆(p) . . .Pascal–Dreieck modulo p

Teildreiecke:
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∆i . . .

← Zeile 0

← Zeile pi − 1
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∇i . . .

← Zeile pi

← Zeile 2pi − 2
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Klasseneinteilung der 0–Einträge von ∆(p):

i . . . Union aller ∇i, i ∈ N+

Beispiel:

p = 3,
(
147
43

)
≡ 0 (mod 3), liegt in i = 3

n = 〈 1, 2, 1, 1, 0 〉 = 147
j = 〈 0, 1, 1, 2, 1 〉 = 43

↑ ↑
i L

L := max{λ ∈ N | jλ > nλ} ∈ N

i := min{λ | λ > L, jλ < nλ} ∈ N+
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Anzahl der Nullen der Klasse i in der Zeile n:

Φ(i, n) :=
(
pi−1−

i−1∑

µ=0

nµpµ
)
·ni ·

∞∏

λ=i+1

(nλ+1).

Φ(i, n) = 0 ⇔




ni = 0
oder
ni−1 = . . . = n1 = n0 = p− 1

Übergang von n zu b := n + 1:

n = 〈. . . , nM+1, nM , p− 1, . . . , p− 1〉
mit nM < p− 1

b = 〈. . . , bM+1, bM ,0, . . . ,0〉
= 〈. . . , nM+1, nM + 1,0, . . . ,0〉

Φ(i, n) = 0 ⇔
{

bi−1 = 0 für i ≤ M,
bi = 0 für i > M.

7



Vertikale Verteilung der Nullen in ∆(p):

(
n
j

)
liege in ∇i
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← Zeile n−
i−1∑
λ=0

nλpλ

¾
(
n
j

)

n−
i−1∑

λ=0

nλpλ = b−
i−1∑

λ=0

bλpλ =: T (i, b)
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Beispiel: p = 3, n = 584

n = 〈2,1,0,1,2,2〉
b = 〈2,1,0,2,0,0〉

T (1, b) = 〈2,1,0,2,0,0〉 = 585 > 584

T (2, b) = 〈2,1,0,2,0,0〉 = 585 > 584

T (3, b) = 〈2,1,0,0,0,0〉 = 567

T (4, b) = 〈2,1,0,0,0,0〉 = 567

T (5, b) = 〈2,0,0,0,0,0〉 = 486

Φ(1, n) = 0

Φ(2, n) = 0

Φ(3, n) = 0

Φ(4, n) = 189

Φ(5, n) = 288

9


