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Harmonische Bijektionen

Staudt

P(R) → P(R) harmonische Bijektion = Projektivität

statt R . . .

Körper K mit char K 6= 2: Hua, Buekenhout,

Klotzek

kommutativer oder lokaler oder . . . Ring R, wobei 2
invertierbar ist: Limaye & Limaye, Schaeffer,

Herzer

statt idR . . .

Automorphismus, Antiautomorphismus, Jordan-
Automorphismus von R.
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Jordan-Homomorphismen

Alle Ringe sind assoziativ mit Einselement.

α : R → R′ heißt Jordan-Homomorphismus, falls für
alle a, b ∈ R gilt:

(a + b)α = aα + bα,

1α = 1′,

(aba)α = aαbαaα.

Beispiele
”
echter“Jordan-Automorphismen:

• R = H × H, (x, y) 7→ (x, y).

• R =
∧

R
2 mit Basis 1, e1, e2, e3 := e1 ∧ e2.

α : R → R sei R-linear und es gelte

1 7→ 1, e1 7→ e1, e2 7→ e3, e3 7→ e2.
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Punktabbildungen

Projektive Gerade über R:

P(R) := R(1, 0) · GL2(R).

Es sei α : R → R′ ein Jordan-Homomorphismus.
Dann ist durch

R(a, b) 7→ R′(aα, bα)

im Allgemeinen keine Abbildung P(R) → P(R′) er-
klärt.

Sonderfall: Ist R ein lokaler Ring, so ist eine Punkt-
abbildung P(R) → P(R′) wohldefiniert durch

R(a, 1) 7→ R′(aα, 1′),

R(1, b) 7→ R′(1′, bα).
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Ein Satz von Bartolone (1989)

R sei ein Ring vom stabilen Rang 2.

Dann kann jeder Punkt von P(R) in der Form

R(t1t2 − 1, t1)

mit Parametern t1, t2 ∈ R geschrieben werden.

Für jeden Jordan-Homomorphismus α : R → R′ ist

P(R) → P(R′)

R(t1t2 − 1, t1) 7→ R′(tα
1
tα
2
− 1′, tα

1
)

ist eine wohldefinierte Punktabbildung.

Es operiert α somit auf den Parametern eines Punk-
tes.
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Die elementare lineare Gruppe

Die elementare lineare Gruppe E2(R) wird von der
Menge aller Matrizen

E(t) :=

(

t 1
−1 0

)

mit t ∈ R

erzeugt. Wegen

E(t)−1 =

(

0 −1
1 t

)

= E(0) · E(−t) · E(0),

läßt sich jedes Element von E2(R) in der Form

E(t1) · E(t2) · · ·E(tn) =: E(t1, t2, . . . , tn)

schreiben, wobei n ≥ 0 variabel ist (Cohn 1966).

Beispiel:

E(t1, t2) =

(

t1t2 − 1 t1
−t2 −1

)

.

Berlin, Februar 2002 5



Ein Hauptergebnis

Satz. Sei α : R → R′ ein Jordan-Homomor-

phismus. Dann ist die Abbildung

α : R(1, 0) · E(T ) 7→ R′(1′, 0′) · E(Tα),

wobei T = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn und n ≥ 0 variabel

ist, auf einer Teilmenge von P(R) wohldefiniert.

Beweisidee.

• Rekursionsformeln für die Bauart der Einträge von
E(t1, t2, . . . , tn) (Cohn).

• Unendliche Serien von Identitäten für Jordan-
Homomorphismen, z.B.

(t1t2t3 + t3t2t1)
α = tα

1
tα
2
tα
3

+ tα
3
tα
2
tα
1
.
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Bemerkungen

Was leider nicht geht:

E(t1, t2, . . . , tn) 7→ E(tα
1
, tα

2
, . . . , tα

n
)

ist im Allgemeinen nicht wohldefiniert.

Der Definitionsbereich von α ist eine Zusammen-

hangskomponente von P(R) und stimmt genau dann
mit P(R) überein, wenn GE2(R) = GL2(R).

Die Abbildung α läßt sich zu einer harmonischen

Abbildung P(R) → P(R′) erweitern (i.A. auf man-
nigfache Weise).

Die Ergebnisse lassen sich anwenden, um Homomor-

phismen von Kettengeometrien zu gewinnen.
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