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Teill 1

Darstellende Geometrie




Von K. POHLKE wurde im Jahre 1853 vermutet:

Satz. Jede surjektive affine Abbildung E3 — Eo ldsst sich in eine Parallel-
projektion und eine Ahnlichkeit zerlegen.

Kurz: Jede solche Abbildung ist vom Pohlke-Typ.
Gilt nicht bei hoherer Dimension.

Satz. Eine surjektive lineare Abbildung f : V,, — V,, ist genau dann vom

Pohlke-Typ, falls der kleinste Eigenwert von fo f.q mindestens die Vielfach-
heit 2m — n besitzt.

K. VALA, V. HAVEL.
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Das Tragheitsellipsoid

Es sei ey, e9,...,¢e, eine ONB von V,,. .
A ={t(w)u|u e S,}

mit
mn

tw = (3 (fle) - wp?)

j=1
Y. sei der Umriss der Einheitssphare S,,.

H. NAuMANN, H. VOGLER, H. BRAUNER, H. STACHEL. m =2
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e _i‘_,._ A *[;“. T:E 2 L _.| i
Kollineation Affinitat

Ahnlichkeit

Der Satz von Pohlke gilt (sinngemaB) nicht; E. KRupPPA (1910); zahlreiche
weitere Arbeiten, insbesondere zur axonometrischen Angabe.
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Satz. Es sei m : P, \ Z — P, eine surjektive zentral-projektive Abbildung
und V D Z die Verschwindungshyperebene. Die Abbildung w ist genau dann
vom Pohlke-Typ, falls die Finschrinkung von m auf eine Hyperebene H mit
V £ H ||V, eine affine Abbildung vom Pohlke-Typ ist.

Bedingung: Kleinster Eigenwert hat mindes-
tens die Vielfachheit

2m—(n—1) =2m —n + 1.

V. HAVEL: andere Beweise von H. BRAUNER.
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Eine

Wir beschreiben 7 in homogenen kartesischen Koordinaten durch eine Matrix

aopo | Aol ... Aon apo | Ao
a a ... a a a

A _ | 10 11 | 1n . | 10 | 1 c R(m—kl)x(n—l—l).
Amo | Am1 o . Amn Amo | Am

Verschwindungshyperebene: agoxg + ap1x1 + - - + agnTn = 0= ag - ag # 0.

Neue Matrix:
_ap-ay \
( ai ag-Qo Qo
ap-as
as — : 0
B = Qo-Qo c R™x",

. a’O'am )
\ a, a, Qg Qg
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Eine

Satz. Die Abbildung w ist vom Pohlke-Typ genau dann, falls der kleinste
FEigenwert von BB' mindestens die Vielfachheit

2m —n + 1

besitzt.

Es ist m genau dann als Produkt einer orthogonalen Zentralprojektion und
einer Ahnlichkeit darstellbar, falls alle Eigenwerte BB gleich sind.

Beweisidee: B beschreibt in geeigneten kartesischen Koordinaten das Produkt
der Orthogonalprojektion auf H mit 7|H.

H. H.; anderer Beweis (auch fiir isokline Zentralprojektionen) von H. STACHEL.
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Eine nichtli e Abbildung

Technisches Museum Prag. Foto: T'. PAJDLA.
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Aufnahmesituation

»Kongruenz von Halbgeraden®”. . . non-central camera.

O
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Elliptisches Netz
(Regulére Faserung)

Querverbindung zur Theorie der Translationsebenen (Quasikorper).

Abbildungen in der Geometrie 10



Ein Vergleich
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Tell 2

Die Veronese-Abbildung

Abbildungen in der Geometrie 12



Di

Im folgenden sei K ein kommutativer Korper, m,t € N* und

In geeigneten homogenen Koordinaten ist die Veronese-Abbildung gegeben durch
Po(K) = Po(K) : K(zo, 21, ., Tm) — K(...,xx0x{ . coxdm, L)

mit e; € Nund eg + €1 + -+ - + e, = t. lhr Bild ist eine Veronese-Varietit V? .

Koordinatenfreie bzw. rein geometrische Beschreibungen der Veronese-Abbildung:
W. BURAU, A. HERZER, C. ZANELLA — H. H. (nur fiir t = 2).
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Rationale Normkurven

Eine V! wird auch als rationale Normkurve bezeichnet. (Beachte t = n.)

In anderer Schreibweise ist das die Punktmenge

{K(1l,z,....,2") |z € KU {oo}}.

Beispiel n = 2: Kegelschnitt V3.
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Beispiel n = 3

Eine windschiefe Kubik V{ im reellen projektiven 3-Raum:

Die Sehnenkongruenz geht unter der Klein-Abbildung in eine Veronese-Fliche V3
iber. Vgl. das Bilinski-Giering-Modell der hyperbolischen Ebene.
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. Hase Abliungen

Die Beschreibung der Schmiegunterraume einer V" durch formale Differentiation
in K| X] ist bei positiver Charakteristik nicht stets moglich; R. RIESINGER.

Wir verwenden daher fiir » € N die Hasse-Ableitungen

DY) € Homg (K[X]) : X7 — (J) xi-r.
T

Zusammenhang mit der formalen Differentiation in K[X]|:

dr )

Es gilt Dg?) o Dg? =~ DE?LS), d.h. die Hasse-Ableitungen sind nicht iterativ.
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Berechnung der

Die Spaltenvektoren der Matrix

bestimmen fiir x € K die Kurven- bzw. Ableitungspunkte einer V{*. Damit lassen
sich die Schmiegunterraume wie in der projektiven Differentialgeometrie erklaren.

Andere Ansatze: A. HERZER, H. TIMMERMANN, H. KARZEL.
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Definition: Der k-Knotenraum N*VP einer rationalen Normkurve VI ist als
Durchschnitt ihrer k-Schmiegraume (1 < k <n — 1) erklart.

Bei Charakteristik Char K = 0 sind alle Knoten leer.

Bei Charakteristik p > 0 spiegeln sich die Eigenschaften der Knotenraume wider

e im modulo p reduzierten Pascal-Dreieck,
e in der Darstellung von n zur Basis p,
e in der Darstellung von b :=n + 1 zur Basis p,

vorausgesetzt, dass K hinreichend viele Elemente besitzt; J. GMAINER — H. H.
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Einige Formeln

E. Lucas (1878): Sind n = Z nep® =: (ny)p und (j,), die Darstellungen von
=0
natirlichen Zahlen n and j zur Basis p, so gilt

(1) =TI (%) moar

1—1 00
d(i,n) = (pi —1-— Z n,,Jp“) ‘M H (ne + 1)
u=0 o=1+1
00 1—1 o0
Y(i,n) = Z@(n,n) =n+1- (1 + Znup/*> H(na + 1)
n=1 pu=0 o=1

D bop” mitb=mn+1

c=R
Abbildungen in der Geometrie 20

T(R,b)



Eine Dimen:

Satz. Erfillt die natiirliche Zahl k die Ungleichung
T(R,D) <k+1<T(Q,D),

und ist by # 0 fir genau ein A\ € {Q,Q + 1,...,R — 1}, dann hat der
k-Knoten von V' die Dimension

Y(R,n)—1=n-— (1—|—R§_:1nup’“‘) ﬁ(m\—kl)
u=0 A=R

Sonderfall K =n — 1: H. TIMMERMANN, N.J. FINE (1947).
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Anzahl der

Satz. Die Anzahl der von Null verschiedenen Ziffern in der Darstellung

b= i b,p°
o=0

von b = n + 1 zur Basis p 1st genau der Anzahl der verschiedenen Knoten
einer rationalen Normkurve V{'.
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Ein Beispiel

Es sei p = 3, n = 584. Daher gilt
n=(2,1,0,1,2,2)3 sowie b=(2,1,0,2,0,0)s.
Es folgt

T(6,b) = (0,0,0,0,0,0)3=0 <k+1< T(50b) =(2,0,0,0,0,0)3 = 486
= dim NFVP8 = —1

T(5,b) = (2,0,0,0,0,0)3 =486 <k-+1< T(3,b)=(2,1,0,0,0,0)3 = 567
= dim N*Vp%* = 287

T(3,b) = (2,1,0,0,0,0)3 =567 <k-+1< T(1,b)=(2,1,0,2,0,0)3 = 585
= dim N*VP84 = 476
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e Rationale Normkurven entsprechen fiir bei K = GF(p") den (zweifach erwei-
terten) Reed-Solomon Codes; V.D. GOPPA.

e Genau fiir n = 2p’ — 2 gibt es einpunktige Knoten; Sonderfall K = GF(2"):
J.A. THAS.

e Neben den Knotenraumen gibt es im Allgemeinen noch andere invariante
Unterdume im Raum einer V7.

e Die Knotenrdume der allgemeinen Veronese-Varietdaten fiihren zum Pascal-
Simplex der Multinomialkoeffizienten modulo p.

Abbildungen in der Geometrie 24



Teil 3

Transformationsgruppen
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Es sei M die 4-dimensionale Raumzeit der speziellen Relativitatstheorie. Fiir
Ereignisse @ und y schreiben wir:

x <1y & vy liegt im Zukunfts-Halbkegel von x

Satz. Jeder Kausalautomorphismus (eine Bijektion von M, welche die Rela-
tion < in beiden Richtungen invariant lisst) ist Produkt einer Translation,

einer Streckung zu einem positiven Streckfaktor sowie einer (orthochronen)
Lorentztransformation.

A.D. ALEXANDROV — V.V. OVCHINNIKOVA, E.C. ZEEMAN, W. BENZ.

Vgl. die Kennzeichnung der Lie-Transformationen von W. BLASCHKE (1929).
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Geradenabbildungen

Es sei G die Menge der Geraden eines n-dimensionalen

e cuklidischen,
e elliptischen,
e hyperbolischen,
e symplektischen

Raumes. Wir setzen:

g~ h & g und h schneiden einander rechtwinkelig

Ziel: Bestimmung aller Automorphismen von (G, ~).
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Satz. Fiir n > 4 sind die jeweiligen Ahnlichkeiten bzw. Kongruenzabbildun-
gen genau die Automorphismen von (G, ~).

W.BENz — E.M. SCHRODER, K. LisT, H. H.
Das gilt nicht fiir n = 3:

e cuklidischer Raum: Derivationen von R

e hyperbolischer Raum: Automorphismen von C
e elliptischer Raum: wild

e symplektischer Raum: wild
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