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Algebraische Geometrie vom synthetischen Standpunkt
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Die Tagung fand unter der Leitung von H. Karzel (Miinchen) und
H. Wefelscheid (Duisburg) statt.

Die jetzige Arbeitstagung mit nur 13 Teilnehmern setzte die
Intention der Tagung von 1981 fort.

Diese Tagung unterschied sich von den iiblichen Tagungen dadurch,
daB die Tagungsleitung bereits 1/2 Jahr vor Beginn Themen fest-
gelegt hatte, auf die sich die Teilnehmer intensiv vorbereiten
konnten.

Hierdurch wurde eine auBerordentlich griindliche und fruchtbare
Zusammenarbeit ermbglicht. Das bedeutete, daf jeder Vortragende
im Schnitt zwei Stunden vortrug.

Gegenliber der ersten Tagung von 1981 konnten wir als Fortschritt
verzeichnen, dafl bei einer ganzen Reihe von grundlegenden Sdtzen
Beweisliicken geschlossen werden konnten. Es handelte sich hier-
bei insbesondere um die Abklirung der genauen numerischen Be-
stimmung von Konstanten (z.B. char K = p, der Elementeanzahl [K|
des Grundkdrpers, Dimension des Grundraumes, des Typs der zu-

grundegelegten Segre-Mannigfaltigkeit S, n Y-a.m.} unter
3 R

denen die fundamentalen Sidtze gliltig bzw. nicht mehr gililtig sind.
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Wir kénnen jetzt konstatieren, dafl diese von Burau und Timmermann
gepflepgten und weiterentwickelten synthetischen Methoden einer Be-
handlung der algebraischen Geometrie nunmehr eine Grundlegung er-
fahren haben. Ziel der weiteren Arbeit ist es, die im vorigen Jahr-
hundert erzielten mannigfachen Einzelergebnisse iiber Kurven und
Flichen im Py jetzt systematisch in gréfleren Zusammenhingen zu
ordnen und einer Behandlung in allen Dimensionen zuginglich zu
machen.

Als ein Ergebnis der Tagung ergab sich, daB es méglich ist, viele .
der klassischen Flichen des P3 (wie z.B. die Weddle-Fliche, die
Dupin'sche Zykloide, die Kummer'sche Fliche, usw.) in kanonischer
Weise als Hyperfldchen in hoherdimensionalen Rédumen P fir jedes n

zu verallgemeinern und mit koordinatenfreien Methoden in ihrer

inneren Struktur zu untersuchen.

Vortragsausziige

H. HAVLICEK:
Raticnale Normregelgebilde

Ist ¥ ein n-dimensionaler projektiver Pappos=Raum {n z 1) und
r
5 =13151 (r21) ein weiterer projektiver Raum (der mit Y in einem

Universalraum eingebettet liegt) derart, daB es Veronese Ahhiidunger.

(4, . st gibt, so heiBt nach W. Burau die Punktmenge

F= U {m . (x)+ ... + w_(x)}
XEY 1 ¥

ein rationales Normregelgebilde mit Leitvercnesen v[i}.

Die Segreschen Mannigfaltigkeiten Sn,r-1 ordnen sich hier unter,

Es wird auf das "Zerschneiden" und "Verkleben" von Normregelge-
bieten eingegangen. Ferner ist F in kanonischer Weise ein Normregel-
gebilde £ des dualen projektiven Raumes § von s zugeordnet
(Zusatzvoraussetzung {lber die Charakteristik von ¥ notwendig!)
Insbesondere der Fall n = 1, s = 2 (Normregelflichen) wiré-aus—
fihrlicher behandelt.

mit <V
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A. HERIZER:
Die Rang-k-Mannigfaltigkeit

Zu vorgegebener Segre Sm. wird definiert die Rang-k-Mannigfaligkeit

(k) durch

m,n
g (k)

n
5

m,n =Y Sy x-q> 1Sksmin {m,n},

wobei S_ alle entsprechenden Untersegres der sm, % durchliuft.
r

(o) _ (n) '
Es ist Sm,n = sm,n.. und sn‘n ist die Determinantenmannigfaltigkeitf.

Definiert man

By = {<s

m,k=-1-1 U 5

i-1,n>1 3 = Orecnrky

alle Sa,b Untersegres des sm,n, Sm1—1 =g = S-i,n,

so hat man k + 1 Scharen von proj. Unterrdumen, filir welche gilt:

(i) Jede der Scharen 51 iiberdeckt die ganze Smfﬁl.
(ii) ~Je zwei verschiedene Scharen sind disjunkt. _
{(iii) -~ Jede Schar besteht aus maximalen proj. Unterrdumen der snf:]
(iv) Jeder Punkt P aus S_'K) (s tk-1) liegt auf genau einem

. m,n m,n

Unterraum aus 50 bzw. Sk, und der Durchschnitt aller P
enthaltenden Unterrdume aus S, ist genau P fiir 17 isk-1.

{v) ~ Jede Gerade von SNIEI ist in einem Unterraum aus 8y fiir

r

ein.geeignetes i enthalten, .
Der synthetische Beweis won (i) und (ii) ist einfach, von
(iv) mdglich, der von (iii) und (v) bisher noch Problem.

H. HOTJE:
Anwendung der. GraBmann—-Mannigfaltigkeiten

- 8ind P ein n-dimensionaler projektiver Raum und T ein Teilraum
von T, sc ist T selbst ein projektiver Raum und fihrt seiner-
seits zu einem prujeﬁtiven Faktorraum P/T. Vom synthetischen
Standpunkt her ist von besonderem Interesse, daB nach einem

Va
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satz von Burau fiir jedes k < n die GraBmann-Mannigfaltigkeiten
von P/T und T sich so in die GraBmann Gn,k einbetten lassen, daB
gie der Schnitt von GnIrk mit dem von ihren im GraBmann-Raum auf-
gespannten Teilraum sind. Es wird u.a. erldutert, wie sich aus
diesem Satz die maximalen Teilrdume von Gn,k und ihre Lage zu=-
einander herleiten lassen und wie sich die Gn,k aus Teilrdumen
und Treffgeraden induktiv aufbauen 13dB8t.

Ginter EKist

Synthetische Einfiihrung der Veronese'schen Mannig-
JLaltigkeiten”

. = g Die inzidenzgeometrischen Eigenschaf-
ten der Scharen der maximalen ganz auf einer Segre-Mannigfaltigkeit
liegenden preojektiven Unterrdiume gestatten die folgende synthetische
Definition einer Segre S=Xq°¢...°X (induktiv):

Es seien xq,..,,xﬂ projektive Riume endlicher Dimension iiber dem-
selben kommutativen Koordinatenkodrper K. Fir s=1 setzen wir
8 :=K1 und <8 ;=?1(,..I . HMir s-121 seien die Sggre S=I,|" “"X's—‘!
sowie der von ihr aufgespannte projektive Raum <5} Dbereits erklart,
und es gelte dim{S)=m, dim X;=n. Wir wihlen einen Oberraum P von
{S% der Dimension (m+1)(n+1)-1 und in P ein System B von n+2
Unterrgumen Bo’Bﬂ""’Bh+1 , die zu je n+1 unabhingig liegen, mit
(BG} =5 . Die Vereinigungsmenge U Treff (b,8) iiber alle Treffriume

beS
des Bezugsystems 8 durch S bezeichnen wir dann als Segre X..I' .Q
Jede solche SBegre 1ldpt sich als Teilstruktur der speziellen Segre
X% i-Xe... X auffassen, wenn X ein projektiver Raum iiber E mit
dim X2 max {dim X; |1 € {1,...,8]} ist. Die Veronese'schen Mannigfaltig-
keiten erh#lt man als Unterstrukturen

‘l'l.1-¢¢'l-T

v E:={nq(x)'ﬂ2(x)‘---*ﬂs(IJIXE X}, m; €PGL(X) .

Die Schmiegrdume der Segre's und ihrer Veronesen werden mittels des durch
40x,3) 2 [{L € (1,00ns8}l X 47531 TUE XaXyeeoarXy, FaTqteeardyg
auf X°® definierten Knickabstandes eingefiihrt. Auferdem werden die

Auvtomorphismengruppen sowie die dualen Strukturen dieser Grundmannig-
faltigkeiten beschrieben.
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A. EKREUZER: -

Verlagerungen und Projektionen

Sei X ein n-dimensionaler pappuscher, projektiver Raum und.

ve {x-...-x x € X} eine Veronese. Zu einer dlrekten Zer—'
-ma

legung X = A®B wird in Abhdngigkeit von t € {o.1....,s—._1}

eine direkte Zerlegung des won Uad aufgespannten Raumes

5

<V°> = BE ﬁf:t gesucht. Seien V: := {@a+...-a:a € A} und '

t .
vi t= {b:...*b:b € B} die von A bzw. B bestimmten Untervero—

nesen von V° und T{VB,t,Vi) und T{vs,s—t 1 UQ] die entsPrechen—

den Schmiegridume, so gilt fiir E, := T(v“,t.va) und

t

E, 1= chs.s-t—1,v§) die Behauptung <V°>» = E @E_. Die Projek-

tion

T : { heigt dann

n
X -+ [X"-Et} Et

{s,t)-Verlagerung. Wir betrachten nun die-Restriktian.nivg.
Dabei wird Vs <> n E, kein Bild zugeordnet w&hrend

Toiq <" Ve, e,V 3 n -r.{v5 s=t=1 vs} keine Urbilder in v be-

sitzt. Durch die Dilation-oder Aufbl&hung genannte Abbildung

k- - pr (I

a t+1)

=
L L]

(a...a) - g (a+...-a « -h-...-h}
N )

i e

{s=t=1)-mal (t+1)-mal

wobeli b ganz B durchlduft, wird die (s-t)-Verlagerung dann

ergédnzt.

|

|

|

|

I — o sa .
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H.J. EKROLL:
Oskulanten

Eé sei 8 = xé eine Segre-Mannigfalitgkeit, so daB flir alle
Vercnese-Mannigfaltigkeiten v cs der A-Raum AT und der Raum
<v*> der Veronese V' komplementdr liegen. Es seien vE1v"2 c s zwei
Veronesen mit r1< Iy- Die Veronese v'1 heiBt mit V'2 (im Punkt p)
verbunden von der Stufe I,=rys Wenn es eine innere Projektion ¢
der Stufe r,- 2y gibt mit @(v T2) = vF1 {und vil o vi2 = pl.

Es sei jetzt v® ¢ 5 eine Veranese und pEi!. Alle mit v° in P
verbundenen Veronesen ve - _hahen bei der Projektion p aus dem
A-Raum A® auf <v®> das gleiche Bild ;pws't: . Das Bild p(v®™H)
ist eine Veronese und wird Oskulante von V° im Punkt p genannt.
Es gllt.

1) cpiv ]> ist der Schmiegraum T(v (5-t,p) der Stufe s-t von
v® in P

2) otv®™) = {17(vZ,s-t,p) nT(V®, t,x) |x e V\{p} v {p}.

E.M. SCHRUDER:
GraBmannsche Mannigfaltigkeiten

Ausgehend von der Tensoralgebra und der GraBmann-Algebra iiber
einen Vektorraum (V,K) beliebiger Dimension und beliebiger
Charakteristik wurden Segresche und GraBmannsche Mannigfaltig-
keien mit den zugehdrigen Verbindungen betrachtet. Es wurden
einfache Beweise zur Gewinnung der fiir die GraBmannschen Mannig-
faltigkeiten grundlegenden Bilichelabbildung und ihrer wesentli-
chen Eigenschaften angegeben. Ferner wurde der Fall der G“__1
genauer diskutiert und auf die Miglichkeit einer Projektion
von der Sn,n auf die Gn.1 bei beliebiger Charakteristik einge-
gangen.
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2 H. TIMMERMANN :
Kegelsgitzenmanniqfaltigkeitén

Sei eine \Fnz'gegeben und ein projektiver Raum P = P, .42 ::-cv?l >,
' { )=n-2
2

Sei v 2- - ‘i.i'l_l2 und M < p, die Menge aller Punkte Q, € P, mit

TW 1,V .{Q ) NP+@. Die Menge M heiBt Kegelspitzenmanniqfal—
tigkeit. Ist M = P ¢+ S50 gibt es ein R EP mit TW ,v (n 1) c p.

Schlieﬂt man diesen Trivialfall aus und ist gt:P eine Gerade und
ferner v {g) + g- T die durch die Garade g und ihre
. Schmiegrdume bestimte Regelmannigfaltigkeit, so ist FNP t,et
(Bezout) und somit M eine Hyperfldche der Ordnung n + 1.
Im weiteren werde P durch Punkte aus V C aufgespa.nnt. Ist n = 3,
so heiBt M Weddlefliche Sind p_Jev* () und ist vi(q_) € zp I so ist QM

Es ist daher v IHI = an;. M enthdlt 6 Doppelpunkte und 25 Geraden

sowlie eine V13 durch die 6 Doppelpunkte. Projiziert man v {Hl aus dem
2

v~ Bild der 6 Doppelpunkte.so ergibt sich als Bild eine Kummer-
fliche. Die 15 Verbindungsgeraden der Doppelpunkte werden in 16
Doppelpunkte der Kummerfliche abgebildet, die v13 in den 16-ten.
Die Cremonainvolution {x--l-l mit Punkten der den Raum P aufspannen-
den Punkte 'als Fundamentalpunkte bildet die Weddlefldche in eine

weitere ab. Die ‘.?13 wird dabei in eine Gergde durch zwei Doppel-

punkte abgebildet und die Gerade in die \_F.I durch die Doppelpunkte,

Kein Doppelpunkt der Kummerflidche ist somit ausgezeichnet.
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H. WEFELSCHEID: ; =
Cremona Transformationen

Cremona Transformationen kan;?ait Hilfe homaloider Netze {f:_1}

in synthetischer Weise erkldren als Zusammensetzung einer Veronese-
Abbildung v® mit einer Projektion

. =
pr: <vn > * Pn

wobei das Projektionszentrum 2 = zn -n-1 Von dem homalcociden Netz
s

abhingt. Diese synthetische Definition gest&ttet es,in einfacher
Weise Jonguiére Transformationen fiir jedes n zu erkliren. Wie TimmeT-
mann zeigen konnte, lassen sich die Jonquiére Transformationen als
Produkte von gquadratischen Cremona Transformationen schreiben. Da

man in der Ebene zeigen kann, daB die Jonquiére Transformationen

die Gruppe der ebenen Cremona Transformationen erzeugt, erhdlt man
hier einen synthetischen Beweis des Satzes von Max Noether, daB die
ebenen Cremona Transformationen von dem guadratischen erzeuét werden,

D. WINDELEERG:

Flidchen 4. Ordnung

Mit Hilfe der Begriffsbildung und Theorie der synthetischen
algebraischen Geometrie von W. BURAU ist es miiglich, die
"Klassischen" Fldchen 4. Ordnung (wie DUPIN'scher Zyklade,
STEINER'scher Romerfliche, KUMMER'scher - sowie WEDDLE- .
Fliche) synthetisch zu knnstruierén, wobei sogar Verallgemei- -
nerungen auf Flichen h&herer Ordnung miglich sind. So entsteht

z.B. eine Weddle-Fliche mit Hilfe von Kegelspitzenmannigfalten

und daraus durch Projektion eine Kummersche Fliche

Berichterstatter: H. Karzel und H. Wefelscheid
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Mathematisches Seminar der
Universitdt Hamburg
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2000 Hamburg 13

Prof. Dr. K. Sérensen
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Dr. H. Timmermann
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2ooo Hamburg 73
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Universitdt-GH-Duisburg
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