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PG(n, K) sei der n–dimensionale projektive Raum

über Kn+1, mit n ≥ 2 und K kommutativ.

Jede rationale Normkurve in PG(n, K) ist der

rationalen Normkurve

Γ := {K(1, t, . . . , tn) | t ∈ K ∪ {∞}}
projektiv äquivalent.
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Hasse–Ableitung in K[t]:

D
(r)
t : K[t] −→ K[t] linear

tm 7−→
(m

r

)
tm−r

Zusammenhang mit der formalen Ableitung in

K[t]:

dr

dtr
= r!D

(r)
t

D
(r)
t ◦D

(s)
t 6= D

(r+s)
t , d.h. die Hasse–Ableitung

ist nicht iterativ.

3



Die Spaltenvektoren ct, c′t, . . . , c
(n−1)
t , c

(n)
t der

Matrix

Ct :=




(
0
0

)
0 0 . . . 0(

1
0

)
t

(
1
1

)
0 . . . 0(

2
0

)
t2

(
2
1

)
t

(
2
2

)
. . . 0

... . . . ...(
n
0

)
tn

(
n
1

)
tn−1

(
n
2

)
tn−2 . . .

(
n
n

)




bestimmen für t ∈ K die Kurven– bzw. Ablei-

tungspunkte von Γ.

Es gilt C−1
t = C−t.

Außerdem sei c
(k)∞ := (δ0,n−k, . . . , δn,n−k).
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Beispiel: Normkurve in 4–Raum bei Charak-

teristik p = 2

Ct =




1 0 0 0 0
t 1 0 0 0
t2 0 1 0 0
t3 t2 t 1 0
t4 0 0 0 1




5



Der k–Schmiegraum S(k)
t Γ (−1 ≤ k ≤ n− 1})

von Γ im Punkt Kct ist die projektive Hülle

über die Punkte Kct, Kc′t, . . . , Kc
(k)
t .

DEFINITION 1 Der k–Knoten N (k)Γ einer

rationalen Normkurve Γ in PG(n, K) sei der

Durchschnitt all ihrer k–Schmiegräume.

Beispiel: Kegelschnitt bei char K = 2:

Ct =




(
0
0

)
0 0(

1
0

)
t

(
1
1

)
0(

2
0

)
t2

(
2
1

)
t

(
2
2

)




=




1 0 0
t 1 0
t2 0 1




⇒ dimN (−1)Γ = dimN (0)Γ = −1

⇒ dimN (1)Γ = dimN (n−1)Γ = 0

6



k–Schmiegraum S(k)
t ist Lösung des linearen

Systems
(
k+1
0

)
(−t)k+1x0 + . . . +

(
k+1
k+1

)
xk+1 = 0(

k+2
0

)
(−t)k+2x0 + . . . +

(
k+2
k+2

)
xk+2 = 0

... . . . ...(
n
0

)
(−t)nx0 + . . . +

(
n
n

)
xn = 0

da Ct = C−t.

THEOREM 1 Sei #K ≥ k+1 und char K =

p ≥ 0. Dann wird der Knoten N (k)Γ durch

jene Basispunkte Pj des Bezugssystems auf-

gespannt, deren Index j ∈ {0,1, . . . , n} die Be-

dingung

(k + 1

j

)
≡

(k + 2

j

)
≡ . . . ≡

(n

j

)
≡ 0 (mod p)

erfüllt.
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p . . . fest gewählte Primzahl

p–adische Zifferndarstellung:

n =
∞∑

λ=0

nλpλ =: 〈nλ〉 =: 〈nr, nr−1, . . . , n0〉

mit 0 ≤ nλ ≤ p− 1.

Satz von Lucas:

(n

j

)
≡

∞∏

λ=0

(nλ

jλ

)
(mod p).

Folgerung:
(n

j

)
≡ 0 (mod p) ⇔ ∃λ mit nλ < jλ.
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∆(p) . . .Pascal–Dreieck modulo p

Teildreiecke:
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← Zeile pi

← Zeile 2pi − 2
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Klasseneinteilung der 0–Einträge von ∆(p):

i . . . Union aller ∇i, i ∈ N+

Beispiel:

p = 3,
(
147
43

)
≡ 0 (mod 3), liegt in i = 3

n = 〈 1, 2, 1, 1, 0 〉 = 147
j = 〈 0, 1, 1, 2, 1 〉 = 43

↑ ↑
i L

L := max{λ ∈ N | jλ > nλ} ∈ N

i := min{λ | λ > L, jλ < nλ} ∈ N+
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Anzahl der Nullen der Klasse i in der Zeile n:

Φ(i, n) :=
(
pi−1−

i−1∑

µ=0

nµpµ
)
·ni ·

∞∏

λ=i+1

(nλ+1).

Φ(i, n) = 0 ⇔




ni = 0
oder
ni−1 = . . . = n1 = n0 = p− 1

Übergang von n zu b := n + 1:

n = 〈. . . , nM+1, nM , p− 1, . . . , p− 1〉
mit nM < p− 1

b = 〈. . . , bM+1, bM ,0, . . . ,0〉
= 〈. . . , nM+1, nM + 1,0, . . . ,0〉

Φ(i, n) = 0 ⇔
{

bi−1 = 0 für i ≤ M,
bi = 0 für i > M.
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Vertikale Verteilung der Nullen in ∆(p):

(
n
j

)
liege in ∇i
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i−1∑
λ=0

nλpλ

¾
(
n
j

)

T (i, b) := n−
i−1∑

λ=0

nλpλ = b−
i−1∑

λ=0

bλpλ
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Beispiel: p = 2, n = 14:

n = 〈1,1,1,0〉
b = 〈1,1,1,1〉

1
1 1
1 0 1
1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

〈1,0,0,0〉 → 1 0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

〈1,1,0,0〉 → 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

〈1,1,1,0〉 → 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
〈1,1,1,1〉 →
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Beispiel: p = 3, n = 584

n = 〈2,1,0,1,2,2〉
b = 〈2,1,0,2,0,0〉

T (1, b) = 〈2,1,0,2,0,0〉 = 585 > 584

T (2, b) = 〈2,1,0,2,0,0〉 = 585 > 584

T (3, b) = 〈2,1,0,0,0,0〉 = 567

T (4, b) = 〈2,1,0,0,0,0〉 = 567

T (5, b) = 〈2,0,0,0,0,0〉 = 486

Φ(1, n) = 0

Φ(2, n) = 0

Φ(3, n) = 0

Φ(4, n) = 189

Φ(5, n) = 288
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Eine Summenfunktion:

Σ(R, n) =
∞∑

η=R

Φ(η, n)

= n + 1−
(
1 +

R−1∑

µ=0

nµpµ
) ∞∏

λ=R

(nλ + 1)

THEOREM 2 Sei Γ eine rationale Normkur-

ve in PG(n, K) mit #K ≥ k + 1. Erfüllt die

natürliche Zahl k die Ungleichung

T (R, b) ≤ k + 1 < T (Q, b),

(bλ 6= 0 für genau ein λ ∈ {Q, Q+1, . . . , R−1}),
dann hat der k–Knoten von Γ die Dimension

dimN (k)Γ = Σ(R, n)− 1.
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Beispiel: p = 3, n = 584

n = 〈2,1,0,1,2,2〉
b = 〈2,1,0,2,0,0〉

0 = T (6, b) ≤ k + 1 < T (5, b) = 486

⇒ dimN (k)Γ = −1

486 = T (5, b) ≤ k + 1 < T (3, b) = 567

⇒ dimN (k)Γ = 288− 1

567 = T (3, b) ≤ k + 1 < T (1, b) = 585

⇒ dimN (k)Γ = 477− 1

16



THEOREM 3 Es sei Γ eine rationale Norm-

kurve in PG(n, K) und K habe mindestens n

Elemente. Dann entspricht die Anzahl der von

Null verschiedenen Ziffern in der Darstellung

von b = n+1 in der Basis p genau der Anzahl

der verschiedenen Knoten von Γ.
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