Hans Havlicek: Altes und Neues aus der Liniengeometrie

Die Menge der Geraden eines dreidimensionalen projektiven Raumes (iiber
einem beliebigen nicht notwendig kommutativen Korper) trigt die Struktur eines
GraBmann-Raumes; wir sprechen hier kurz vom Linienraum. Es wird eine Reihe von
alteren und neueren Ergebnissen {iberblicksartig vorgestellt, wobei auch auf
allgemeinere GraBmann-Riume sowie auf Fragestellungen im Rahmen der affinen
und euklidischen Geometrie eingegangen wird. Es sind folgende Themengruppen
vorgesehen: Das Ubertragungsprinzip der (reellen) Liniengeometrie von Felix
Klein, Grundlagen der Liniengeometrie, strukturerhaltende Abbildungen des
Linienraumes, Existenz von (partiellen) Einbettungen des Linienraumes in einen

projektiven oder affinen Raum, lineare Geradenmannigfaltigkeiten.



Das KLEINsche Ubertragungsprinzip

Alle Geraden (+++---) (KLEIN-Quadrik)

Schnitte mit Unterrdumen:

Gewinde (+++--) (LIE-Quadrik)
Gebiisch (++--0)

hyperbololisches Netz (++--) (MINKOWSKI-Geometrie)
elliptisches Netz (+++-) (RIEMANN-Sphire, MOBIUS-G.)
parabolisches Netz (++-0) (BLASCHKE-Kegel, LAGUERRE-G.)
Biindel u Feld (+-00)

Regulus (++-)

@ (+++)

verschrénkte Biischel (+-0)

eine Gerade (++0)

Geradenbiischel (+00)

Geradenbiindel (000)

Geradenfeld (000)

Zwei windschiefe Geraden (+-)

@ (++)

Eine Gerade (+0)

Geradenbiischel (00)

Eine Gerade (0)

2 (+)

Gilt "weitgehend analog" bei beliebigem kommutativem Grundkdrper.



Linienraum

£ ... Menge der Geraden eines projektiven Raumes P, dim®P = 3.
B ... Menge aller Geradenbiischel.

~ ... Treffrelation: a~b : anb % @.

Verallgemeinerung: GRASSMANN-Raum.

e Standpunkt 1:
(#,~) ist Beispiel eines PLUCKER-Raumes (W.BENZ 1992).

e Standpunkt 2:
(£,B) ist ein partieller Inzidenzraum.
Axiomatischer Zugang.
(A. BICHARA, P.BIONDI, F.MAZZOCCA, P.M.LO RE, N.MELONE,
D. OLANDA, G. TALLINI, C. ZANELLA; 1981-1990).



Punktmodelle

P

projektiver Raum.

Einbettung:
L ist injektiv,
Abbildung ¢ : £ > P’ mit

Biischel - auf (!) Geraden.

Falls eine Einbettung existiert, so gilt in # und P’ je der
Satz des PAPPOS (H.H. 1981).

Verallgemeinerung gilt.

Je zwei Einbettungen sind kollinear-aquivalent.
Verallgemeinerung gilt nicht (H.G. WELLS jr. 1983, C.ZANELLA
1993, H.H. 1981).



Transformationen des projektiven Linienraumes

e Automorphismus:
B ist bijektiv,
Abbildung B: £ > £ mit ~ ist invariant unter f,

~ ist invariant unter B"l.

e Kollineationen und (falls existent) Dualitdten von % induzieren
genau die Automorphismen des Linienraumes (W.-L. CHOW 1949).

Verallgemeinerung gilt.

e Erfillt B nur die ersten beiden Bedingungen, so liegt ein
Automorphismus vor (H. BRAUNER 1988).
Verallgemeinerung nur teilweise bekannt.

e Korrollar: Ist B: £ > £ eine Bijektion, die windschiefe Ge-
raden stets in windschiefe Geraden {iberfithrt, so ist B ein

Automorphismus.

o Ist B: ¥ > ¥ surjektiv und "dreikanttreu", so ist B ein Auto-
morphismus (H. BRAUNER 1988).

Verallgemeinerung nur teilweise bekannt.

Querverbindung: Kennzeichnung der automorphen Kollineationen von

Quadriken (Kugelverwandtschaften).



Affine Liniengeometrie

1. Standpunkt: Affiner Linienraum.

# langs einer Ebene aufschneiden; affine Geradenmenge £ cr
a

® Axiomatik (vgl. oben).

® Automorphismen sind genau die durch Affinitdten induzierten
Abbildungen auf ¥ e (R™: W.BENZ).
a

Verallgemeinerung nur teilweise bekannt.

2. Standpunkt: Affiner Raum der (verallgemeinerten) Reguli.

Alle zu einer festen Geraden c € £ windschiefen Geraden bilden
einen 4-dimensionalen affinen Raum (R.METZ 1981, A.HERZER
1984, H.H. 1987).

e Die affine Struktur ist genau dann eindeutig durch c alleine

bestimmt, falls in P der Satz von Pappos gilt (H.H. 1987).

e Ubertragung: Kleinsche Quadrik l#ngs einer Tangentialhyper-
ebene aufschneiden und dann stereographisch projizieren.

Verallgemeinerung gilt fiir alle obigen Ergebnisse.

Querverbindungen: Projektive Matrizengeometrie, Geometrie der

Algebren, Geometrie der Koérpererweiterungen.



Lineare Linienmannigfaltigkeiten

® Solche Geradenmengen, die in einer affinen Karte (4-Raum)

als Unterrdume erscheinen.

® Analoge Liste zum KLEINschen Ubertragungsprinzip, lineare
Komplexe, lineare Kongruenzen, ... (H.H. 1988, 1991).
Im Schiefkorperfall treten viel mehr "Typen" auf als bei kom-

mutativem Grundk&rper.

Querverbindungen: Geometrie der Korpererweiterungen, Faserungen

und Translationsebenen.



Euklidische Liniengeometrie
P sei ein projektiv abgeschlossener euklidischer Raum (iiber R).

e Ubertragung der euklidischen Struktur in den 5-dimensionalen
Tragerraum der KLEINschen Quadrik (W.-D.KLIX 1970, G. WEISS
1978-1982).

e Ahnlichkeiten entsprechen genau den Kollineationen, welche
die KLEINsche Quadrik und einen nullteiligen Kegel (mit 2-
dimensionaler Spitze) als Ganzes fixieren (G. WEISS 1978).

® gleichsinnige Kongruenzen sind dadurch gekennzeichnet, daB
die transformierte Abbildung das aufgespannte Quadriken-
biischel elementweise fest bleibt (G. WEISS 1978).

Verallgemeinerung ?

e Transformationen:

Gegeben sei eine Bijektion B: £ > £ .
aff aff

e Fihrt B orthogonal-treffende Geraden in ebensolche Geraden
iiber, so braucht B nicht durch eine Ahnlichkeit induziert
zu werden. (W. BENZ, E. M. SCHRODER 1986).

Verallgemeinerung: Bei hoherer Dimension treten nur durch
Ahnlichkeiten induzierte Geradenabbildungen auf.

e Kennzeichnung der durch Ahnlichkeiten induzierten Geraden-
abbildungen (H. BRAUNER 1989).

o Fiihren B und B"l Geraden mit Abstand 1 in ebensolche Geraden
iiber, so ist B von einer Kongruenzabbildung induziert
(J. A. LESTER 1985).

Verallgemeinerung ?

Querverbindungen: Sitze vom "BECKMAN-QUARELS-Typ".
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