Linearer Raum (P, L):

Punktmenge P, Geradenmenge L

1.

Je zwei verschiedene Punkte gehoren ge-
meinsam genau einer Geraden an.

. Jede Gerade enthalt mindestens zwei ver-

schiedene Punkte.

. P — P’ Punktabbildung mit ...



V ... Rechtsvektorraum uber einem Korper K

Projektiver Raum uber V'

Punkte ... 1—dim. Unterraume von V
Geraden ... 2—dim. Unterraume von V
P(V) ... Punktmenge



Kollineation:

Abbildung ¢ : P — P’ mit

1. ¢ ist bijektiv.
2. ¢ ist geradentreu (d.h. ge L= g? € L)

2. Hauptsatz der Projektiven Geometrie:
Eine Abbildung ¢ : P(V) — P(V’') ist genau
dann Kollineation, falls ¢ durch eine semili-
neare Bijektion f : V — V’/induziert wird, d.h.

(aK)? = (oK’ fur alle aK € P(V).

Dabei sei vorausgesetzt:

(A) im ¢ enthalt ein Dreieck.



Spurraum eines linearen Raumes (P, L):

1. M C P (beliebig).
2. Ly ={gnM|gel, #(gNn M) > 2}.

Dann ist (M, L) ein linearer Raum.

Sonderfall Unterraum M:

geE Ly =>gc€L.



Projektion in einem projektiven Raum:

Komplementare Unterraume O,7 C P, d.h.
P=O0OUT=0VT, ONT=10,
bestimmen die Abbildung

o Pr—T, A AY

mit
{A?} = ({A}vO)NT (falls £ 0).
domp =P\ O ... Definitionsmenge,
O ... Ausnahmeraum,

T ... Bildraum.






Einbettung als Spurraum:

Abbildung ¢ : P — P’ mit

1. ¢ ist injektiv.
2. Kollineare Lage ist invariant unter .
3. Nicht kollineare Lage ist invariant unter .

Es kann ¢ als Kollineation von P auf den Spur-
raum P¥ von P’ aufgefaBt werden.

Sonderfall Einbettung als Unterraum:

Abbildung ¢ : P — P’ mit

1. ¢ ist injektiv.
2. @ ist geradentreu.



Beispiele fur Einbettungen projektiver Raume
(K C K'):

v : P(K"TH) — p(r™TL),
(ag,...,an)K — (ag,...,an)K’

o Viber K, V:=V®gK'

o P(V) =PV, aK — (a® 1)K’

“kanonische” Einbettung

e Seien 1,yg,vy1,y> € K’ linear unabhangig
im Linksvektorraum K’ liber K:

0 P(K*) = P(K"3), aK — (a)K’

@0 ; (100 —y “0
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as as



Gemeinsame Eigenschaften dieser Abbildun-
gen projektiver Raume:

Fur alle Unterraume X', Y C P qilt:

(XVY)¥P = X¥Vv)OY¥
dimXx? < dimX

Kollineation
(XVvIY)Y = X¥VI¥{ Projektion

UR-Einbettung

Schwach lineare Abbildung projektiver Raume:

Abbildung ¢ : P = P’/ mit

L ({(X}Vv{YH?={X}¥Vv{Y}¥
fiir alle X,Y € P.



Schwach semilineare Abbildung:.

Abbildung f : V — V/ mit

1. (a+b) =al +bf fir alle a,be V.

2. (ax)! = afzb firallea € V,z € K; da-
bei ist ¢ : K - K’ ein Kbrpermonomor-
phismus.

Satz (Faure Frolicher 1994, H. 1994): Die
Abbildung

o P(V) — P(V)

erfiille (A). Es ist ¢ genau dann schwach li-
near, falls ¢ durch eine schwach semilineare
Abbildung f : V — V’/ induziert werden kann.
Dann ist ¢ darstellbar als Produkt einer naturli-
chen Einbettung, einer Projektion und einer
Unterraumeinbettung.



Sonderfalle schwach linearer Abbildungen:
Lineare Abbildung (konstruktive Geometrie):

Abbildung ¢ : P = P’ mit

1. ({X}V{Y)¥ = {X¥PV{Y}¥ fir alle X,Y ¢
P.

Rehbock 1926, Brauner 1973, 1976, Tim-
mermann 1973, Sorensen 1985, Faure Fro-
licher 1993.

Lenz 1957, Frank 1992 — |okale Kennzeich-
nungen.

Sorensen 1985 — Lineare Raume.
Rehbock 1926, H. 1981, Wells 1983, Za-
nella 1995 — GraBmann-Raume

Zanella 1996 — Segre-Raume.

Pfeiffer Schmidt 1995 — Projektive Ver-
bandsgeometrie.






Wir betrachten im folgenden ausschlieBlich Ab-
bildungen mit der Eigenschaft (A):

Folgerung 1 Jede schwach lineare Abbildung
reeller projektiver Raume ist linear.

Folgerung 2 Jede injektive Abbildung eines
reellen projektiven Raumes in sich, die stets
kollineare in kollineare Punkte uberfuhrt, ist
bereits Unterraumeinbettung.

Folgerung 3 Jede injektive Abbildung eines
reellen in einen komplexen projektiven Raum,
die stets kollineare in kollineare Punkte uber-
fuhrt, ist Produkt einer kanonischen Einbet-
tung und einer Unterraumeinbettung.





