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Die lineare Geometrie des Tetaeders

a; ... Ortsvektor der Ecke A;
bij =y — Q5 ... Kantenvektor (’L 7é ])
h; ... Hohe durch die Ecke A;

n; || h; ... orthozentrisches Lot

Es gibt maximal zwolf Ebenen, die jeweils orthogonal
zu einer Kante sind und durch eine gegeniiberliegende
Ecke gehen:

bij - (a — ) =0,

(4, 7, k paarweise verschieden).



Hohen und Lote

JACOB STEINER (1796-1863)

Satz. Jede Héhe h; trifft jedes orthozentrische Lot
nj (1% j).

Satz. Eine Hohe h; trifft die Hohe h; genau dann,
wenn

b1 - bij =0
(v, 7, k,l paarweise verschieden).

Satz. Fulls eine Hohe zwei andere Hohen trifft,
dann sind alle Héhen kopunktal.



Der Monge-Punkt

GASPARD MONGE (1746-1818)

Es gibt genau sechs Mittenebenen, die jeweils ortho-
gonal zu einer Kante sind und durch den Mittelpunkt
der gegeniiberliegenden Kante gehen:

bij - (ap+a;—2zx) =0

Satz. Die sechs Mittenebenen eines Tetraeders
sind kopunktal.



Die Hohenquadrik

Satz. Fiir die vier Hohen eines Tetraeders ohne
Héhenschnittpunkt qilt genau eine der folgenden
Aussagen:

o Je zweir Hohen liegen in genau einem von zwet
verschrinkten Geradenbiischeln, deren Trédger-
ebenen zwei orthogonale Mittenebenen sind. Der
Monge-Punkt ist der Mittelpunkt der Biischel-

zentren.

e Die Hohen liegen in einer Erzeugendenschar ei-
nes gleichseitigen Hyperboloids, dessen Mittel-
punkt in den Monge-Punkt fdllt.



Mitbestimmte quadratische Formen

Wir legen den Ursprung in den Monge-Punkt. Dann
gilt

)\ij::a@--aj:a,k-al

(4,7, k,l paarweise verschieden).

Wir betrachten die quadratischen Formen

(4,7, k,l paarweise verschieden). Jede Gleichung
Qijki(r) =0

beschreibt die Vereinigung zweier Mittenebenen.



Spurfreie quadratische Formen

Der Vektorraum aller quadratischen Formen auf
einem 3-dimensionalen euklidischen Vektorraum hat
die Dimension 6.

Der Unterraum der spurfreien quadratischen Formen
ist 5-dimensional.

Satz. Der von den quadratischen Formen Q;jki
aufgespannte Unterraum S hat die Dimension 2.
Der Unterraum T aller spurfreien quadratischen
Formen in S hat die Dimension 1 oder 2.



Eine Gleichung

Es ist

Q" = A1Qo123 + Mo2Q0231 + A03Qo312-

eine spurfreie quadratische Form.

Satz. Die vier Hohen liegen auf der Quadrik mat
der Gleichung

Q*(CL’) — ()\01 — >\02)(>\02 — )\03)()\03 — )\01)-



