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Kettengeometrien

Sei GLo(R) die Gruppe der invertierbaren (2 x 2)-
Matrizen liber einem Ring R.

Projektive Gerade liber R:
P(R) := {R(a,b) = R(1,0)- M | M € GLy(R)}
Ist K ein (nicht notwendig kommutativer) Un-

terkorper von R, so haben wir die natiirliche Ein-
bettung

P(K) — P(R) : K(a,b) — R(a,b).

Die Bilder von P(K') under GLy(R) sind die Ketten
der Kettengeometrie (K, R).

Sei R* die Einheitengruppe von R. Dann gilt

Y(K,R) = Y(u 'Ku, R) fiir alle u € R*.
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Dualitat

Es sei R° der zu R entgegengesetzte Ring.

(R°)? : R°-Linksmodul

P(R°) : R°(a,b)

S(K°, R°)

AN

R? : R-Rechtsmodul

(dualer Modul zu R?)

AN

>(K, R)

Y(K, R) heisst zu (K, R) duale Kettengeometrie.
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Fir

p=R(1,0)- M mit M € GLy(R)
gilt dann

p'=M""-(0,1)TR € P(R).
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Problem: Invertieren von Matrizen

e R kommutativ: Kofaktor-Verfahren
e Sei E5(R) die von allen Matrizen

E():=(41) (teR)

-1 0

erzeugte Untergruppe von GLo(R). Offenbar gilt:

EW)=("Y)  (teR)

1 ¢

Jede Matrix aus E5(R) lasst sich in der Form
E(t1)E(t2) -+ E(tn)
mit ¢t; € R und n € N schreiben. Daher folgt:

(R(t1,1))" (—1,t) TR,
(R(tita — 1,t1))" = (—t1,tat1 — 1)'R
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Residuum in einem Punkt

Wir zeichnen einen Punkt von (K, R) aus, z.B.
R(1,0) =: co und setzen

Pw := {R(a,b) |3 Kette durch R(a,b) und oo},
B = {C\{oc}|C ist eine Kette durch oo}.

(P, Boo) heisst das Residuum von X (K,R) im
Punkt co. Die Elemente von B, heissen Blocke.

Wir identifizieren R und P, mittels der Bijektion
R— Py :7— R(r,1).

Analog lisst sich das Residuum von %(K,R) im

Punkt oot = (0,1)' R erkliren. Das fiihrt zur Bijek-
tion

L

R—Poi:r— (=1,r)TR = (R(r,1))".
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Linke und rechte affine Raume

R ist ein Links- und ein Rechtsvektorraum iber
w1 Ku fiir jedes u € R*.

Wir erhalten daher , viele” affine Raume
A(R, u_lKu)linkS, A(R, U_lKU)rechts

mit gemeinsamer Punktmenge P, = R.

Jeder solche Raum hat zwei Typen von Geraden:
e reguldre Geraden (Richtungsvektor in R*)

e singuldre Geraden (sonst)

Die Elemente von B, sind genau die regularen Ge-
raden all dieser linken (rechten) affinen Raume.
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Problem

Gibt es eine kettengeometrische Kennzeichnung jener
Teilmengen von B, die aus den affinen Geraden
eines festen affinen Raumes

A(R, u™ ' Ku)jinks
oder

A(Ra u_lKu)rechts
bestehen?
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Beispiel: 3(C, H)

Wir betrachten dazu den durch H bestimmten reellen
elliptischen Raum.

Alle Blocke durch 0 € H:
Alle Geraden des elliptischen Raumes.

Blocke durch 0 € H eines linken (rechten) affinen
Raumes:

Klasse linksparalleler (rechtsparalleler) Geraden.

Damit lassen sich (etwa durch Derivation) aus dem
Residuum auch nichtdesarguessche affine Ebenen
konstruieren.
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