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Pentazyklische Koordiné

Mit Hilfe der pentazyklischen Koordinaten kann
die nach Sophus Lie (1842-1899) benannte Kreis-
geometrie in einfacher und einheitlicher Weise be-

schrieben werden.




Kreise + Punkte + Geraden

In der Lie-Geometrie treten uns die Geraden, Punkte und Kreise der euklidischen
Ebene gleichberechtigt als Lie-Zykel entgegen:

e Zykel sind orientierte Kreise mit Radius r # 0.

e Nullzykel sind Punkte (Kreise mit Radius r = 0).

e Speere sind orientierte Geraden (Kreise mit Radius » = o).
e oo ist ein unendlich ferner Punkt / Speer.

Die Menge N aller Lie-Zykel ist mit einer Beruhrrelation ~ versehen.




Die Lie-Quadrik

Die Menge N der Lie-Zykel kann bijektiv auf die Menge der Punkte einer Quadrik
A —22+ 2?2 + 23+ 22 — 22 = 0 im projektiven Raum P, (R) abgebildet werden:

e Das Bild eines Zykels mit Mitte (m1, m2) und Radius r ist

1+ N 1-N
R 9 7m17m27_r Y
2 2

wobei N := m? +m3 —r?und r € R.
e Das Bild eines Speers mit der Geradengleichung ag + a1x1 + asxs = 0 ist

/2 2
R (-Cl(), ap, a1, 02, ay + a2) ’

wobei (a1, a2) mit einem Richtungsvektor des Speers ein Rechtssystem bildet.
e Das Bild von co ist R(—1,1,0,0,0).



Das Problem von Ag

Apollonius von Perge (etwa 262—-190 v. Chr.):
Zu drei gegebenen Kreisen sind samtliche
berthrenden Kreise gesucht.

Nach Orientierung der Kreise lauft die Auf-
gabe in pentazyklischen Koordinaten darauf
hinaus, eine Gerade mit der Lie-Quadrik A
Zu schneiden.

Die verschiedenen Moglichkeiten der Orien-
tierung ergeben bis zu acht Losungskreise.



Untergeometrien

Sei M die Menge der Punkte. FUr jeden Sei £ die Menge der Speere. Flr jeden

Lie-Zykel Y ¢ M ist Lie-Zykel Y ¢ £ U {0} wird
{(XeM|X~Y} {(Xel|X~Y}
ein Kreis oder eine Gerade (ohne Orien- eine Speerkette genannt. Wir erhalten

tierung). Wir erhalten so die euklidische so die euklidische Laguerregeometrie.
Mobiusgeometrie.

August F. Mobius (1790-1868) Edmond N. Laguerre (1834—-1886)



Algebraische Besc

Komplexe Zahlen Duale Zahlen
C={z+iy|(z,y) R}, i*= -1 D={z+ey|(z,y) €R}, e =0.
Die Punkte der euklidischen Mobius- Die Punkte der euklidischen Laguerre-
geometrie werden durch die komplexe geometrie werden durch die duale pro-
projektive Gerade jektive Gerade
P(C) = C U {oo} mit 0o = P(D)=DU{- |z cR)
p— = — p— —_— T
0 TE
beschrieben. beschrieben.

Die Kreise / Ketten sind die Bilder der reellen projektiven Geraden RU {oco} unter der
Gruppe der gebrochen-linearen Transformationen

b . . .
2 >az+ mit det a b Invertierbar.
cz+d c d




Die projektive Gerade uber einem RINE

In seinem 1973 erschienenen Buch untersucht
Benz systematisch die projektive Gerade Uber ei-
nem kommutativen Ring mit Einselement und ver-
allgemeinerte so die klassischen Ergebnisse.

Das Buch enthalt aber dartber hinaus eine Fllle
von Resultaten zur Geometrie der Kreise und Zykel
(Benz-Ebenen, ...), auf die wir heute nicht einge-
hen kdnnen.



Ringe

Wenn wir im Folgenden von einem Ring (R, +, -) sprechen, so setzen wir voraus:

e Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein Einselement 1 # 0.
e Auf jedem R-Modul M moge 1 € R unitar operieren.

e Bei einem Unterring S C Rseistets1 € S.

Besitzt R einen Unterkorper K, dessen Elemente mit allen Ringelementen ver-
tauschbar sind, so liegt eine K -Algebra vor.



Welche Definition? ‘ﬂ

Welche zyklischen Untermoduln R(a,b) von R? sollen als Punkte der projektiven
Geraden Uber R bezeichnet werden?

e Ist R ein Kdrper, so ist R(a, b) genau dann ein Punkt, falls (a,b) # (0,0).

e Ist R ein lokaler Ring, so ist R(a,b) genau dann ein Punkt, falls a oder b invertier-
bar ist.

e Uber einem kommutativen Ring R ist R(a,b) genau dann ein Punkt, wenn (a, b)
unimodular ist, d. h. es gibt Elemente x,y € R mit ax + by = 1.

Alle diese Definitionen sind Uber jedem Ring sinnvoll (vgl. z. B. A. Lashkhi).



Definition

Das heildt: Wenn ,
a
( . d ) € GL2(R),

so ist R(a,b) ein Punkt.

Herzer gibt auch eine elegante koordinatenfreie Definition.

A. Blunck, A. Herzer: Kettengeometrien — Eine Einfihrung (2005).



Bemerkungen

e Istis =1 # sl, so gilt R(s,0) = R(1,0), aber (s,0) ist nicht zulassig.

e Istsr =1 #rs,s0gilt R(s,0) & R(1,0), aber (s,0) ist zulassig: Fir

= > 0 existiert v~ 1= L=rs
Y= 12rs 7 T\ 0 S '

Es kann also verschachtelte Punkte geben.

e Ist (a,b) unimodular, so muss R(a,b) kein Punkt sein.

Z.B.: R = K[X,Y], wobei K ein echter Schiefkdrper ist, und X,Y unabhangige
zentrale Unbestimmte Uber K sind. Fir a,b € K mit ab # ba ist

(X +a,Y +0)

unimodular, aber nicht zulassig (vgl. M. Ojanguren und R. Sridharan).



Der Distanzgraj

Zwei Punkte p und ¢ von P(R) heil3en distant, in Zeichen p A ¢, wenn es eine Matrix

( CCL 2 ) € GLy(R)

so gibt, dass p = R(a,b) und ¢ = R(c,d). (p £ q ...benachbart, parallel.)
Das Paar (P(R), o) wird als Distanzgraph bezeichnet.

Beispiele:

ZQXZQ



Einige Ergebnisse

e GLy(R) operiert dreifach A-transitiv auf P(R) und erhalt die Distanzrelation.
e Der Durchmesser des Distanzgraphen ist 1 genau dann, wenn R ein Korper ist.

e Der Durchmesser des Distanzgraphen ist < 2, wenn R ein Ring vom stabilen
Rang 2 ist (F. D. Veldkamp, A. Herzer).

e Der Distanzgraph ist genau dann zusammenhangend, falls R ein GE5-Ring ist.
Es gibt nicht zusammenhangende Distanzgraphen (vgl. P. M. Cohn; A. Blunck,
H. H.).

e (P(R), ) ist (fast) ein Beispiel eines Plickerraumes.

Siehe W. Benz: Geometrische Transformationen (1992).



Satz. Ist R = K™*™ der Ring der n x n Matrizen Uber einem kommutativen
Korper K, so kann die projektive Gerade Uber R mit dem Gral3mann-Raum aller
n-dimensionalen Unterrdume von K*2" identifiziert werden, wobei distante Punkte
komplementaren Unterraumen entsprechen.

X. Hubaut, C. Vanhelleputte, J. A. Thas, M. Werner, A. Herzer.
e Der Satz gilt auch fur Schiefkorper.

Die projektive Gerade tUber einem Produkt von Matrizenringen tber Korpern kann
als Produkt von Graldmann-Raumen interpretiert werden (vgl. Wedderburn-Artin
Theorie).

e Anwendung: Bestimmung der Punkteanzahl von P(R) im endlichen Fall, auch fir
nicht halbeinfache Ringe R (F. D. Veldkamp).

e Der obige Satz gilt, mutatis mutandis, auch fir Endomorphismenringe unendlich-
dimensionaler Vektorraume (A. Blunck).



Endomorphismenring

e Ist R direktes Produkt von Matrizenringen Uber Korpern, so gelingt mit Hilfe die-
ser Ergebnisse die Beschreibung aller Automorphismen des Distanzgraphen von

P(R) (A. Blunck, H. H.).

e Dabei ergeben sich viele Querverbindungen zu Arbeiten tber Gral3mann-Raume
und zur Geometrie der Matrizen.

W. Benz, H. Brauner, W.-l. Huang, A. Kreuzer, A. Naumowicz, K. Prazmowski,
P. Semrl, M. Pankov, Z. X. Wan, ...



Kettengeometrien

Sei R eine Algebra Uber dem (kommutativen) Korper K.

Wegen K C R kann P(K) in P(R) eingebettet werden. Das ergibt in P(R) eine
ausgezeichnete Teilmenge, die Standardkette C.

e Zwel verschiedene Punkte sind genau dann distant, wenn sie durch eine Kette
verbunden sind.

e ZU je drei paarweise distanten Punkten gibt es genau eine verbindende Kette.



Geometrische Mo

e Klassische Beispiele:
(K,R) = (R,C) ... Sphare und die Menge ihrer Kreise.
(K,R) = (R,D) ... Zylinder und die Menge seiner Kegelschnitte.
(K,R) = (R,R x R) ... hyperb. Quadrik und die Menge ihrer Kegelschnitte.

e Quadratische Algebren ... Quadrik (ohne ihren Spitzenraum) und die Menge
ihrer Kegelschnitte.

e (K,R)=(K,K"™) ... Segre-Varietat und gewisse rationale Normkurven.

e Kettengeometrien (K, R) tber endlichdimensionalen K-Algebren R lassen sich
als quasiprojektive Varietaten in P,,(K) einbetten. Die Ketten gehen in rationale

Kurven uber.
Wichtig ist dabei wieder der Sonderfall (K, R) = (K, K™*").

W. Benz, A. Herzer, H. Hotje, X. Hubaut, H.-J. Samaga, H. Schaeffer, M. Werner,
(vgl. H. Karzel: quadratische (kinematische) Algebren, R. Metz: Reguli).



Isomorphismen

e ISta: R — R’ einIsomorphismus der K-Algebra R auf die K’-Algebra R’, so liegt

mit
R(a,b) — R'(a*,b%) (1)

ein Isomorphismus von (K, R) auf X(K', R") vor.
e « sei Antiisomorphismus. Dann ist (1) im Allgemeinen nicht wohldefiniert.
e « sei semilinearer Jordan-lsomorphismus, d. h. « ist bijektiv, 1¢ = 1’ und

(aba)® = a“b*a®™ fur alle a,b € R.

Definition. (C. Bartolone) R(zy — 1,x) — R/(xz®y® — 1", 2%) mitx,y € R.

Diese Abbildung ist aber im Allgemeinen nur auf einer Teilmenge von P(R) definiert.

A. Blunck, C. Bartolone, F. Bartolozzi, A. Herzer, B. V. Limaye, N. B. Limaye, H.H.



Unterraume

Jede Unteralgebra S einer K-Algebra R bestimmt einen Unterraum der Kettengeo-
metrie X( K, R), falls gilt:

(2)

a € S invertierbarin R = a1 € S.

Jedes starke Jordan-System S hat die Eigenschaften

1
2

aba € S, (ab+ ba) € S (bei Char K #£2) furalle a,b € S.

A. Blunck, A. Herzer, H.-J. Kroll.



Beispiel

Die Menge der symmetrischen 2 x 2 Matrizen
Ist ein starkes Jordan-System der R-Algebra
RQXQ-

Der zugehorige Unterraum der Kettengeo-
metrie X (R,R?*?) besitzt die Lie-Quadrik
samt der Menge ihrer Kegelschnitte als
Punktmodell.

Daher kann auch innerhalb der euklidischen
Lie-Geometrie ein Modell dieses Unterrau-
mes gefunden werden.



Zum Schluss

Was in diesem Vortrag unerwahnt bleiben musste:

e Kettengeometrien tber Jordan-Systemen

e \erallgemeinerte Kettengeometrien X( K, R)
e Andere Geometrien Uber Ringen

e Axiomatische Beschreibungen, Kettenraume
e Schlieungssatze

e Endliche Kettengeometrien

e Topologische Kreisebenen





