Vorwort

Vom geometrisch kinematischen Standpunkt aus betrachtet besteht eine Stewart Gough Plattform aus
einem bewegten System, der Plattform, und sechs Teleskopbeinen die tiber Kugel-Schub-Kugel Gelenke
die Plattform mit der Basis, dem ruhenden System, verbinden, wobei die Steuerung des Manipulators
ausschlieBlich iiber die Lingenverinderung der sechs Beine erfolgt.

Der Name Stewart Gough Plattform hat die folgenden historischen Griinde: 1965 veréffentlichte D. Ste-
wart einen Artikel iiber einen Mechanismus mit sechs Freiheitsgraden, auf den er bei der Suche nach
Mboglichkeiten zur Simulation von Flugbedingungen gestoflen war. Dieser Mechanismus unterscheidet sich
von dem oben beschriebenen insoferne, dass Stewart nur drei Beine veranschlagte, um die Basis mit der
Plattform iiber Kugel-Schub-Kardangelenke zu verbinden, wobei eine Achse des Kardangelenkes kontrol-
lierbar war. Im allerletzten Abschnitt seiner Arbeit schlug er ein alternatives Design des Flugsimulators
vor, der der heutigen allgemeinen Definition sehr nahe kommt. In einer der vielen Riickmeldungen auf
diese Veroffentlichung machte V.E. Gough auf seine Maschine aufmerksam, die er zusammen mit S.G.
Whitehall einige Jahre zuvor fiir die Automobilindustrie entworfen hatte und die mit dem heutigen De-
sign die meisten Ahnlichkeiten aufweist. Diese Umstiinde waren fiir die Namensgebung dieses speziellen
parallelen Manipulators verantwortlich. Der an der geschichtlichen Entwicklung sowie an einem Uberblick
der wichtigsten Veroffentlichungen in diesem Bereich interessierte Leser sei auf den Artikel von Dasgupta
B. und Mruthyunjaya T.S. [4] sowie auf das Buch [22] von Merlet J-M. verwiesen.

Parallele Mechanismen wurden zeitgleich zu den seriellen Robotern entwickelt, jedoch wurde erst in
jiingerer Vergangenheit durch deren vermehrten Einsatz in der Praxis als Flugsimulatoren, Frismaschi-
nen oder Bewegungssimulatoren fiir die Unterhaltungsindustrie das Interesse an ihrer theoretischen Un-
tersuchung geweckt. Derzeit sind die meisten Industrieroboter serielle Manipulatoren, denn die Vorteile
dieser Bauweise liegen in einem relativ groflen Arbeitsraum sowie in der Einfachheit des Baus. Dieser
Robotertyp weist jedoch einige Nachteile wie schlechte Steifigkeit, geringe Genauigkeit und ein schlechtes
Last-Gewicht-Verhiiltnis auf. Schon die Betrachtung der menschlichen Anatomie lehrt, dass zwei Arme
die oben aufgezihlten Nachteile verringern, und es daher naheliegend ist, parallele Architekturen zu be-
trachten. Fiir die Vorteile von parallelen Manipulatoren wie hohe Genauigkeit, hohe Steifigkeit, gutes
Last-Gewicht-Verhéltnis und hohe Operationsgeschwindigkeit muss man jedoch auch Nachteile in Kauf
nehmen; die wiren eine kompliziertere Bauweise, eine hohere Dichte an singulidren Lagen und die starke
Einschrinkung des Arbeitsraumes, was man sich wiederum leicht am Beispiel der menschlichen Arme
klar machen kann.

Im Gegensatz zu seriellen Robotern, bei denen die Riickwirtskinematik nicht so leicht greifbar ist, stellt
bei parallelen Manipulatoren die Vorwiirtskinematik eine komplexe Aufgabe dar, die erstmals M.L. Husty
[8,9] im Jahre 1994 fiir allgemeine Stewart Gough Plattformen zu 16sen vermochte. Der in der vorliegen-
den Arbeit vorgestellte Algorithmus zur Berechnung der Vorwirtskinematik basiert auf dem von M.L.
Husty verdffentlichten und unterscheidet sich darin, dass der maximale Grad der auftretenden Polynome
von urspriinglich 320 auf 200 reduziert werden konnte. Dieser Wert ist auch niedriger als der maximale
Grad der im Algorithmus von C. Innocenti [15] auftretenden Polynome, der bei 280 liegt. Somit handelt
es sich bei dem in Kapitel 2 prisentierten Algorithmus um den mit dem niedrigsten Grad an auftreten-
den Polynomen unter jenen, die dem Autor bekannt sind und die ohne Berechnung der Grébner Basis
auskommen. Auflerdem werden in demselben Kapitel dieser Arbeit alle denkbar moglichen Sonderfille
des Algorithmus, die durch spezielle Geometrien der Plattform bedingt werden, abgehandelt sowie die
jeweilige maximale Anzahl der Losungen fiir die Vorwirtskinematik dieser Manipulatoren, die jeweils auf
Grund von Berechnungen mehrerer Beispiele zustande gekommen ist, angegeben. Die fiir das Verstdnd-
nis des gegebenen Algorithmus nétigen Grundlagen der Polynomalgebra sowie die Studydarstellung der
euklidischen Raumkongruenz werden im ersten Kapitel griindlich wiederholt beziehungsweise erarbeitet.



Abbildung 1: Flugsimulator

Das dritte Kapitel enthélt neben einem liniengeometrischen Zugang zu den singuldrer Lagen von Ste-
wart Gough Plattformen, der es auch erméglicht deren Einteilung nach geometrischen Gesichtspunkten
vorzunehmen, eine Abhandlung iiber architektonisch singulire Manipulatoren. Es wird auch eine archi-
tektonisch singulére Stewart Gough Plattform mit nicht ebener Plattform und Basis angegeben, die in
der Liste von [11] nicht enthalten ist, die aber Anspruch auf Vollstéindigkeit erhebt. Auflerdem wird sich
zeigen, dass sich der im zweiten Kapitel entwickelte Algorithmus auch hervorragend zur Berechnung der
theoretischen Selbstbewegung dieser Manipulatoren eignet.

Den Abschluss dieser Diplomarbeit bildet ein Kapitel iiber redundante Stewart Gough Plattformen mit
maximaler Losung fiir die Vorwirtskinematik. Wir werden sehen, dass man, wenn Basis und Plattform
eben sind, im allgemeinen eine einparametrige Schar von Beinen dem Manipulator hinzufiigen kann,
ohne dessen Losung fiir die Vorwiirtskinematik zu beeinflussen, wobei die méglichen Ankerpunkte der
zuséitzlichen Beine in Basis und Plattform auf einer Kubik liegen. Als Nebenprodukt dieser Betrachtung
werden wir eine Moglichkeit erhalten, architektonisch singuldre Stewart Gough Plattformen mit ebener
Plattform und Basis zu konstruieren.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Algebra der Polynome

1.1.1 Resultante

Sei T ein Integritdtsbereich, also ein kommutativer Ring mit Einselement und ohne Nullteiler. Dann
bezeichnet I[X}, ..., X,] den Integritédtsbereich der Polynome iiber I in den Unbekannten Xj,..., X,. Zu
jedem Integrititsbereich I existiert ein eindeutiger Quotientenkorper K D T mit

K:{%M,beﬂ und b;éO}.

Der Quotientenkorper von I[X7, ..., X,] wird mit T(Xy, ..., X,.) bezeichnet und heifit Kérper der rationalen
Funktionen. Ein Polynom F € I[X},..., X,] heifit irredzibel genau dann, wenn aus F = G-H stets G € I
oder H € I folgt, also nur triviale Zerlegungen von F moglich sind. Bekanntlich gilt, dass, wenn jedes
Element aus I eine eindeutige Primfaktorenzerlegung hat, dies auch fiir I[ X}, ..., X,] gilt.

Im folgenden sei I ein Integritétsbereich mit eindeutiger Primfaktorenzerlegung und F(X), G(X) € I[X]
mit deg F = m und deg G = n, also

FX)=ap X"+ X™ '+ . +an, GX)=bX"+b X"+ . +b,
wobei ag, by # 0 gelte sowie m,n > 0.

Satz 1.1. F(X) und G(X) haben genau dann_einen gemeinsamen Teiler T(X) mit degT > 0, wenn
Polynome F, G € 1[X]\ {0} existieren mit deg F < deg F, degG < deg G und

F(X)-G(X) =G(X) - F(X). (1.1)

Beweis:

ad ’=’ Es sei nun F = 7 -F mit deg F > deg? und ¢ = 7 -G mit degG > degg. Indem man die
erste Gleichung mit G und die zweite mit F multipliziert und die so erhaltenen Gleichungen anschlieend
voneinander subtrahiert, erhiilt man F-G — G-F = 0.

ad <’ Es gelte also nun F-G = G-F. Jeder Primfaktor von F muss aufgrund der Eindeutigkeit der
Primfaktorenzerlegung in derselben Vielfachheit auch rechts vorkommen. Wegen deg F < deg F konnen
nicht alle in F enthalten sein, d.h. es existiert ein 7(X) mit deg 7 > 0 welches sowohl Teiler von F als
auch von G ist. |

Wir setzen nun F(X) und G(X) mit unbekannten Koeffizienten an, also
?(X) = CoXm71 + Cle72 + ..o+ Cm—1 E(X) = doXn71 + len72 + ...+ dn,1

und setzen dies in die Gleichung (1.1) ein und erhalten mittels Koeffizientenvergleich m + n lineare
Gleichungen in den m + n Unbekannten ¢, ..., ¢ —1,dg, ..., dp—1.
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Xmtn-1. agdp +bgco =0
Xmtn=2, ar1dy + aopdy +bico + bocy =0
Xmtn=3, CLQdo + ardy + asds +b200 + bicy + b()CQ =0
amdo + . . . : =0
+an() =0

SRR 4+ -
Xt A p—2 + Qm_1d, 1 +bpCm—2 +bp_16pm_1 =0
XOZ amdn,1 + bncm,1 =0

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz der Polynome F,G € K[X] \ {0}, also fiir eine nichttriviale
Losung ist, dass die Determinante der Koeffizientenmatrix gleich Null ist. Eine Erweiterung der Polynome
F und G mit dem gemeinsamen Nenner des Losungs-(m + n)-tupels dy, ..., ¢, 1 liefert Polynome aus
I[X], sodass Satz 1.1 anwendbar ist.

Die Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems ist die (m + n) x (m + n) Sylvester Matrix von F(X)
und G(X) beziiglich X. Die Resultante von F(X) und G(X) beziiglich X wird nun als die Determinante
der transponierten Sylvester Matrix definiert und schreibt sich, wie folgt:

[N ay e Qe
0
n Zeilen
0
Ryg(X) := det ap  ay am (1.2)
bo b1 ... ... by
. . 0 m Zeilen
0 bo b1 ... ... by,

Satz 1.2. T sei ein Integrititsbereich mit eindeutiger Primfaktorenzerleqgung. Ist Rrg die Resultante der
Polynome F,G € I[X] mit

F(X) = aX"+auX™ 1+ .. +ap,
G(X) boX™ + b X" 1+ ... .. +b,,

und agbg # 0 so gilt: Rpg =0 <= F(X) und G(X) haben einen gemeinsamen nichttrivialen Teiler
T(X), also mit deg T > 0.

1.1.2 Ideale

Es bezeichne P, den r-dimensionalen projektiven Koordinatenraum iiber K, wobei K kommutativ ist
und algebraisch abgeschlossen bei charK = 0. Die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F(X) €
KXo, ..., X,] mit deg F > 0 heifit algebraische Hyperfliche. Um auch Teilmengen solcher Hyperflichen
zu untersuchen, geben wir allgemein eine Menge

M = {F(X),.., Fr(X)}
von f homogenen Polynomen vor, deren Grade keinesfalls gleich sein miissen. Deren Nullstellenmenge
V(M) :={xK|x e K", F(X) = .. = F;(X) =0}

ist wegen der Homogenitét aller Polynome eine Punktmenge und heifit algebraische Varietdt. Mit xK €
V(M) ist xK gleichzeitig auch Nullstelle aller Polynome der folgenden Menge
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Definition 1.1. Eine Teilmenge T C K[ X1, ..., X,] ist ein Ideal, wenn folgendes gilt:
I.0el.
II. Wenn F,G € T ist, dann muss auch F +G € T sein.
III. Wenn F € T und K € K[ X1, ..., X;] ist, dann muss K-F auch in T liegen.

Es lasst sich leicht {iberpriifen, dass die Menge J ein Ideal ist, dass auch das von Fi, ..., F¢ erzeugte
Polynomideal heifit und in Folge mit Z[F7, ..., Ff] bezeichnet wird. Die Nullstellenmenge V' (A1) ist somit
gleichzeitig Nullstellenmenge V(7) des Ideals 7. Trivialerweise gilt auch, dass der Durchschnitt zweier
algebraischer Varietdten wieder eine solche ist, genauer

V(M)NV(N) = V(MU N).

Fi,..., Fr heifit minimale Basis des Ideals Z[Fi,...,Fs] genau dann, wenn F; nicht Element von
IIFr, ooy Fict, Figt, -, Fy] ist fiir alle ¢ = 1,..., f, ansonsten blof Basis des Ideals. Die Existenz einer
solchen Basis wird durch den Hilbertschen Basissatz gewéhrleistet, der namlich besagt, dass jedes Ideal
J aus dem Plynomring K[ X}, ..., X,] von einer endlichen Menge von Polynomen erzeugbar ist.

Bemerkung 1.1. Es gibt einige Analogien zur linearen Algebra, denn die Definition eines Ideals ist dhnlich
zu der eines Unterraumes. Beide sind abgeschlossen gegeniiber der Addition und der Multiplikation, mit
der Ausnahme, dass wir einmal mit Skalaren und hier mit Polynomen multiplizieren. Eine weitere Parallele
besteht zwischen der Definition der minimalen Basis eines Ideals und der Basis eines Unterraumes.

Satz 1.3. Seien J und J; zwei Ideale, wobei gilt J; C J, dann folgt daraus: V(T) Cc V(Jh)-
Der Beweis ist trivial.

Definition 1.2. Angenommen J und J2 sind Ideale aus dem Polynomring K[ X1, ..., X;], dann wird die
Summe der Ideale J, + J> definiert als

J+T={F+G: Fel, Gel}.

Satz 1.4. Sind die Ideale J1 = I|F1,...,Fs] und Jo = Z[G1,...,G,] aus K[ X1, ...,X,], dann stellt die
Summe der beiden Ideale wiederum ein Ideal aus demselben Polynomring dar. Weiters ist J1 + J> das
kleinste Ideal, welches J1 und J> umfasst und es gilt Jn + J> = Z[F1, ..., Fr,G1, ..., Gg].

Beweis:

Trivialerweise ist das Nullpolynom in der Summe enthalten. Fiir H,, Hg € J1 + J2 existieren aufgrund
der Definition der Summe die Polynome F,, F3 € J1 und G,,Gs € Jo mit H; = F; + G;, i = o, 3. Somit
erhalten wir Ho + Hp = (Fo + F3) + (Ga + Gg). Nun ist aber Fy + F3 € J1 und G, + Gg € J2, woraus
nun He +Hp € J1 + T folgt. Um nun den Beweis abzuschliefen, dass Ji + J> ein Ideal ist, nehmen wir
an, dass H aus diesem ist. Nun existieren wieder zwei Polynome F € J; und G € J5 mit H = F + G. Sei
K e KXy,...,X,], dann gilt C-H =K-(F+G) =K-F+K-G. Nun ist aber £-F € J; und K-G € Jo,
woraus nun K-H € J; + J folgt.

Ist nun J ein Ideal, welches J; und J5 umfasst, so muss J alle Elemente F € [J; und G € />
beinhalten. Da J ein Ideal ist, muss es daher auch alle F 4+ G enthalten, woraus sofort [/, + J> C J
folgt. Somit beinhaltet jedes Ideal, das J; und J> enthilt, automatisch auch J; + J>, woraus folgt, dass
J1 + J» das kleinste solche Ideal ist. Das Ideal Z[F, v Fr Gy e, gg] beinhaltet die Ideale J; und 7,
womit Jy + J> C I[F4,..., Ff, G, ..., G,] folgt. Trivialerweise gilt auch die umgekehrte Inklusion, womit
auch die letzte Behauptung des Satzes bewiesen ist. d

Satz 1.5. Seien Jy und J> zwei Ideale aus K[ X1, ..., X,], dann gilt: V(1 +T2) =V () NV (D).

Beweis:

Bei (z1,...,z,) € V(J1 + J2) gilt aufgrund von J; C J; + J2 mit i = 1,2 und nach Satz 1.3; (21, ...,z,) €
V(A) und (z1,...,2,) € V(J2). Somit liegt (z1,...,2,) im Durchschnitt der beiden Ideale J; und wir
erhalten V(71 + J2) C V(J1) NV (J2).

Um nun die entgegengesetzte Inklusion zu erhalten, nehmen wir an, dass (21, ...,z,) € V(J1) NV (J2)
ist und H ein beliebiges Element aus [J; + J>. Dann existieren wiederum Polynome F € J; und G € />,
sodass H = F + G gilt. Nun ist aber F(z1,...,z,) = 0 und G(z1,...,z,) = 0, weil (z1,...,2,) € J; mit
i = 1,2 gilt. Somit erhalten wir H(z1,...,z,) = F(z1,...,2.) + G(x1,...,x,) = 0+ 0 = 0. Da H beliebig
war, folgt nun (z1,...,2,) € V(J1 + J2) und daraus die Relation V(71 + J2) D V(J) NV (J2). O



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 8

Wir wollen in Folge eine geometrische Interpretation fiir das Eliminieren von Variablen aus einem System
von Polynomgleichungen angeben. Dafiir benétigen wir die folgende Definition:

Definition 1.3. Gegeben sei das Ideal Z[F, ..., Fr] C K[ X1, ..., X;]. Dann heifit
Ir=1InN ]K[Xk+1 ) ey Xr]
das k-te Eliminationsideal. Ty, ist wirklich wieder ein Ideal, denn es erfillt alle Bedingungen in Def. 1.1.

Wir wollen nun eine Projektion einer algebraischen Varietét definieren. Stellen wir uns vor, wir haben eine
Varietdt V(F1,...,Fr) C K gegeben. Um die ersten k Variablen X, ..., X} zu eliminieren, betrachten
wir die Projektion 7, : K* — K'=% mit (21,...,2,)K ~ (2141,...,2,)K. Wenn wir nun diese Abbildung
auf V C K" anwenden, erhalten wir (V) C K"~*. Im folgenden Satz wollen wir eine Relation zwischen
dem k-ten Eliminationsideal 7 und 7, (V') herstellen.

Satz 1.6. Sei nach obiger Notation I, = I[F1, ..., Ff]NK[Xks1, ..., Xr| das k-te Eliminationsideal, dann
gilt in Kr—F
7Tk(V) C V(Zk)

Beweis:

Wir betrachten ein Polynom F € Zj. Fiir (z1,...,2,)K € V ist F(z1,...,2,) = 0 identisch erfiillt, da
F € I[F,...,Fy] ist. In der Berechnung von F(z1,...,2,) sind jedoch nur die Variablen ji1,..., 2,
involviert, sodass

‘7:(1:16+17 "'7xr) = '7:(71-16(1:17 "'71'7')) =0

gilt. Somit ist der Satz bewiesen, denn F verschwindet an allen Stellen (zg41, ..., 2,) € (V). O

Zum Schluss dieses Themenkomplexes wollen wir noch eine Eliminationsmethode vorstellen, die bei der
Losung der Vorwirtskinematik von allgemeinen Stewart Gough Plattformen 6fters gebraucht wird und
daher an dieser Stelle erklirt werden sollte. Es handelt sich dabei um:

1.1.3 Das Eliminieren mit Hilfe der Resultante

Gegeben seien zwei homogene Polynome F und G aus dem Polynomring K[ X}, ..., X,], mit deg F = m und
deg G = n. Dabei soll die Variable X, wirklich in jedem der zwei Polynome vorkommen. Dann kénnen wir
die beiden Polynome auch auffassen als Elemente von K[X1, ..., X,._1][X,]. Somit konnen wir gemif} (1.2)
die Resultante Rrg(X,) = 0 bilden, in der nun die Unbekannte X, nicht mehr enthalten ist. Rxg(X,) ist
wieder ein homogenes Polynom, und zwar vom Grad m-n. Angenommen wir kennen die m-n moglichen
r — 1 Tupel, die die Gleichung Rzg(X,) = 0 erfiillen. So bedeutet dies nun, dass, wenn wir die Werte
eines 7 — 1 Tupels in die Gleichungen F und G riickeinsetzen, diese beiden Polynome € K[X,] einen
gemeinsamen Teiler besitzen miissen. Da ja K algebraisch abgeschlossen ist, erhalten wir fiir das eine
Polynom m Nullstellen und fiir das andere n Nullstellen, wobei jetzt die Michtigkeit des Durchschnittes
der beiden Nullstellenmengen mindestens eins betragen muss. Diese gemeinsame Nullstelle stellt nun
zusammen mit dem r — 1 Tupel eine gesuchte Losung dar. Ist nun die Méchtigkeit grofer als eins, dann
muss es sich bei dem verwendeten r — 1 Tupel um eine mehrfache Nullstelle von Rzg(X,) = 0 handeln.
Es sei noch bemerkt, dass diese Eliminationsmethode nicht auf homogene Polynome beschrénkt ist, wir
werden sie jedoch in dieser Arbeit nur fiir solche anwenden.

Beispiel.

Angenommen wir haben jetzt drei quadratische homogene Polynome F,G,H € R[ Xy, X1, X2, X3] gege-
ben, die drei Quadriken im dreidimensionalen Raum reprisentieren. Nach dem Satz von Bezout haben
diese drei Flichen 23 = 8 gemeinsame Punkte iiber C. Eliminieren wir jetzt mit Hilfe der Resultanten-
methode X3, indem wir zum Beispiel Rrg(X3) und Rz (X3) bilden, so stellen diese beiden Gleichungen
vom Grad 4, die wir mit S; und Ss bezeichnen wollen, die in die Ebene X3 = 0 projizierten Schnitt-
kurven der jeweils beteiligten Quadriken dar. Eliminieren wir nun nochmals mittels der Resultante die
Unbekannte X» aus den zwei Gleichungen der Schnittkuven, so erhalten wir Rgs,s,(X3) vom Grad 16.
Dieses Polynom koénnen wir jedoch jetzt 16sen und erhalten dem Grad entsprechend 16 Losungen. Die 8
zusétzlich erhaltenen Losungen, die Pseudolésungen darstellen, konnen nun mit Hilfe von Satz 1.6 erklart
werden. Es handelt sich ndmlich dabei jeweils um zwei voneinander verschiedene Punkte P; € & und
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P, € S5, die projektionsbedingt auf denselben Punkt abgebildet werden, also auf einem Projektionsstrahl
liegen.

Diese unerwiinschte Begleiterscheinung kann man umgehen, indem man mehr Polynome € R[X{, X1]
als notwendig bildet und deren grofiten gemeinsamen Teiler betrachtet, dessen Losungen nun nur mehr
die echten Schnittpunkte liefern. In unserem konkreten Fall bedeutet dies nun, dass wir noch die drit-
te Schnittkurve Ss = Rgy (X3) und somit zwei weitere Polynome Rs,s,(X3), Rs,s,(X3) € R[Xo, X1]
berechnen kénnen. Der grofite gemeinsame Teiler dieser drei Polynome € R[Xy, X;]| miisste dann ein
homogenes Polynom achten Grades ergeben. Zuletzt mochte ich noch vermerken, dass uns das zuletzt
beschriebene Prinzip auch bei der Lésung des Problems der Vorwiértskinematik von groflem Nutzen sein
wird.

1.2 Hamiltonsche Quaternionen H

1.2.1 Schiefkérper (H, +,0)

H:= {Q =q@+qait+epjt+teak=qp+qmit (q,q0,q,q9) € ]R4} bezeichnet die Menge der Hamilton-
schen Quaternionen, wobei i, j und k die iiber R linear unabhéngigen Quaternioneneinheiten bezeichnen.
qo heif3t Skalarteil und q Vektorteil der Quaternion Q. Die Addition zweier Quaternionen P und Q ist
komponentenweise, wie folgt, definiert:

P+Q:=({po+aq)+ P +q)i+ (p2+a@)i+ (ps+a)k=(po+aq)+ (p+a).

Wir sehen somit, dass H abgeschlossen ist gegeniiber der Verkniipfung +. H stellt beziiglich der Addition
sogar eine Gruppe dar, denn einerseits ist die Addition assoziativ und andererseits existiert ein neutrales
Element N = 0 und zu jedem Q € H ein inverses Element —Q € H.

Das Produkt zweier Quaternionen wird distributiv gebildet, wobei fiir die Produkte zwischen den Qua-
ternioneneinheiten die folgenden Definitionen gelten:

ioi:joj:kok:—l,
ioj=k, jok=i, koi=j,
joi=-k, koj=-i, iok=-j.

Demnach gilt fiir das Produkt zweier Quaternionen P und Q:

(1.3) PoQ

(Po+pri+pj+psk)o(qo+qi+aj+ak)
= (Pogo —P1q1 — P2G2 — P3q3) + (Poq1 + P1go + P2g3 — P3q2) i+
+(pog2 — p1g3 + P2qo + P3q1) § + (Pog3 + Pra2 — P2q1 + P3qo) k.

Wie man den Rechenregeln fiir die Quaternioneneinheiten entnehmen kann, ist diese Operation nicht
kommutativ, jedoch bildet (H', o) mit H' = H\ {IN} eine Gruppe, denn einerseits fiihrt die Verkniipfung o
nicht aus der Menge H heraus, andererseits ist die Quaternionenmultiplikation assoziativ, was unmittelbar
aus der Assoziativitit der Quaternioneneinheiten beziiglich der Multiplikation hervorgeht. Auflerdem
existiert ein eindeutiges neutrales Element I = 1 und, wie wir spéiter in (1.7) sehen werden, auch zu
jedem Q € H ein eindeutiges inverses Element Q ~!.

Nun wollen wir aber auf das Produkt zweier Quaternionen P und Q noch etwas genauer eingehen,
das man auch, wie folgt, anschreiben kann

PoQ=(po+p)o(@o+a)=poogo+pPogo+poq+poq,

wobei das Quaternionenprodukt zweier reeller Zahlen beziehungsweise einer reellen Zahl mit einer vek-
toriellen Quaternion, dies sind Quaternionen mit verschwindendem Skalarteil, gleich dem gewohnlichen
Produkt zweier reeller Zahlen beziehungsweise gleich dem gewdhnlichen Produkt einer reellen Zahl mit
einem Vektor ist. Nun wollen wir noch das Quaternionenprodukt zweier vektorieller Quaternionen p und
q genauer betrachten, um die obige Formel noch weiter zu vereinfachen:

(1.4) poq = (pii+pi+psk)o(gii+aqj+ask)
— (P11 + p2g2 + p3q3) + (p2g3 — @2p3) i+ (P3q1 — @3p1)j + (P12 — quip2) k
= —pq+pxq.
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Somit folgt nun fiir das Quaternionenprodukt von P und Q:

(1.5) PoQ=poq +Pg +poa—pP-a+pxq.

Aus dieser Darstellung koénnen wir jetzt leicht einsehen, welche Bedingungen gelten miissen, sodass das
Quaternionenprodukt P o Q doch kommutativ ist. Dazu berechnen wir P o Q — Q o P und erkennen, dass
dieser Ausdruck nur bei px q = 0 verschwindet; d.h. wenn p und q linear abhingig sind.

Die Quaternion Q = qo — q1i — ¢2J — g3k heifit die zu Q konjugierte Quaternion. Insbesondere gilt
fiir Quaternionen mit verschwindendem Vektorteil Q_\:/ Q und fiir vektorielle Quaternionen Q = —Q.
Auflerdem ist beim Konjugieren zu beachten, dass P o Q = Q o l~2 gilt, eine Tatsache, die leicht durch
Nachrechnen bestitigt werden kann. Fiir das Produkt von Q mit Q folgt nach (1.5) somit:

QoQ=[q + (aa)] +[~wa+wa—(axa)] = (@ +¢& +a +d) ER

Die Abbildung || H—=R mit Q~ ||Q]=4+y/QoQ=+VZ+¢@ + @ +¢2 heibt Norm der
Quaternion Q, fiir die die folgende Beziehung ||P o Q|| = ||P]|||Q]| gilt, denn:

IPoql=/(PoQo®sq =/PoQoQoP =|Q|VPoP = [P[|Ql (1.6)

Mit Hilfe der Norm und der konjugierten Quaternion kann man zu jeder Quaternion Q # 0 das entspre-

chende inverse Element Q™! angeben. Denn aus Q o Q = ||Q]|? folgt:

*1:i 1.7
V= qE .7

Somit haben wir jetzt den Beweis erbracht, dass (H',o) eine Gruppe ist. Auflerdem gelten, wie durch
Nachrechnen bestitigt werden kann, die beiden Distributivgesetze

Po(Q+R)=(PoQ)+ (PoR) und (P+Q)oR=(PoR)+(QoR)

womit (H, +,0) ein Schiefkdrper ist.

1.2.2 Einheitsquaternionen E

Eine Quaternion E heifit Einheitsquaternion genau dann, wenn deren Norm 1 ist. Jede Quaternion Q # 0
lasst sich durch Division durch dessen Norm zu einer Einheitsquaternion normieren. Die Menge der
Einheitsquaternionen, die in Folge mit E bezeichnet wird, bildet beziiglich der Quaternionenmultiplikation
eine Untergruppe von (H', o), da E # {} ist, beziiglich der Multiplikation aufgrund von (1.6) abgeschlossen
ist, und nach (1.7), und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass ||E|| = ||E|| gilt, zu jedem E € E auch
dessen inverses Element in E liegt.

Wir wollen zeigen, dass sich die Menge der Einheitsquaternionen E hervorragend zur Darstellung der
Gruppe der rdumlichen Drehungen um einen festen Punkt, die mit SO3 bezeichnet wird, eignet. Dazu
miissen wir zuerst einen Zusammenhang zwischen dem R und H herstellen, der wie folgt aussieht. Jeder
Vektor x = (z1,2,73) € R?® ist als vektorielle Quaternion z1i + 72j + 23k interpretierbar, und somit
kann R? in H eingebettet werden.

Nun untersuchen wir die Abbildung ég : R?® — R® mit x — dg(x) = x' = EoxoE
wobei E eine Einheitsquaternion und E deren konjugierte darstellt. Zuerst ist zu zeigen, dass ég wirklich
vektorielle Quaternionen wieder auf dergleichen abbildet. Dies gilt genau dann, wenn X’ = —x’ ist, was
nun verifiziert wird: o

X' =EoxoE=EoXoE=Eo(—x)oE = —x". (1.8)

AuBerdem ist die Abbildung dg linear, d.h. fiir alle ¥ € R und x,y € R? gilt
dg: kx— kx' und x+ym—x +y.

Anschlieflend zeigen wir, dass unter ég alle Skalarprodukte und somit insbesondere alle Betrige von
Vektoren und Distanzen erhalten bleiben, es sich also bei ég um eine Kongruenzabbildung handelt. Dazu
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wollen wir zuerst das Skalarprodukt von zwei Vektoren durch ihr Quaternionenprodukt ausdriicken. Wir
betrachten die Formel (1.4), aus der auch unmittelbar

qop=-qPp+qxXp=-pq-pxq (1.9)

folgt. Durch Addition der Gleichungen (1.4) und (1.9) und anschlieBenden Aquivalenzumformungen erhzlt
man schliellich

1
pa=-5(Pegq+qop) (1.10)
Mit Hilfe der zuletzt hergeleiteten Formel zeigen wir nun x'-y’ = x-y,

! !

X'y = —%(x’oy’+y’ox’) = —%(EoonoEoyoE-{-EoyoEoonoE) =

-1 [Eo(xoy+yox)01§] =—1 [Eo(—2x-y)o]§ = (x-y)EoE =x-y.

Offen ist noch, ob dg eine gleichsinnige oder gegensinnige Kongruenzabbildung ist. Um diesen Sachverhalt
zu kldren stellen wir uns die Frage, ob ein Rechtssystem R(x,y,z) mit x X y = z unter og wieder in
ein solches iibergeht. Um dies zu zeigen, wollen wir zuerst das Kreuzprodukt zweier Vektoren durch ihr
Quaternionenprodukt ausdriicken. Durch Subtraktion der Gleichung (1.9) von (1.4) und anschlieBenden
Aquivalenzumformungen erhélt man die gewiinschte Beziehung:

(Poca—gop). (1.11)

DN | =

pxXq=

Mit Hilfe von (1.11) zeigen wir nun x' x y' = z":
xX'xy = %(x’oy’—y’ox’):—%(onoEoEoyoE—EoyoEoonoE):
= %Eo(xoy—yox)oﬁ =Eo(xxy)oE=EozoE =17

Somit handelt es sich bei dg um eine gleichsinnige Kongruenz, die aufgrund ihrer Linearitidt den Urspung
o fix lisst; also stellt dg eine Drehung dar.

Jede Einheitsquaternionen E liisst sich als E = cosa + esina mit ||e]| = 1 anschreiben, denn ||E||*> =
cos? a + sin? afle]|? = 1. Wir wollen nun wissen, wie der Drehwinkel beziehungsweise die Drehachse der
Drehung dg mit dem Winkel a und dem Einheitsvektor e in dieser Darstellung der Einheitsquaternion
zusammenhangt.

Zuerst wollen wir uns der Drehachse zuwenden, die wir als Fixpunkte der Drehung berechnen, also fiir
die E o x o E = x gilt. Da fiir jede Einheitsquaternion aus (1.7) E~! = E folgt, ist die obige Aussage
dquivalent zu Eox = xoE. Wir wissen bereits, dass die Quaternionenmultiplikation nur dann kommutativ
ist, wenn die Vektorteile linear abhéngig sind. Daraus folgt, dass die Drehachse in Richtung von e durch
den Ursprung verlduft.

Um den Drehwinkel zu berechnen wihlen wir x orthogonal zur Drehachse, woraus folgt, dass x-e = 0 ist.
Unter dieser Voraussetzung berechnen wir x’ wie folgt:

x' = EoxoE = (cosa+esina)oxo (cosa—esina) = (xcosa + (eX x)sina) o (cosa — esina) =
= xcos’a+ (ex x)sinacosa — (xx e)sinacosa — [(ex x) x e]sin? a.
Wir ersetzten nun (e x x)x e durch den dazu dquivalente Ausdruck (e-e)x — (x-e)e und erhalten:

x' = x(cos®>a —sin®a) + 2(ex x)sina cosa = x cos 2a + (e x x) sin 2a.

Dies stellt eine Drehung um den Winkel 2« dar.

Satz 1.7. Die Drehung x — x' mit dem Einheitsvektor e in Achsenrichtung und mit dem Drehwinkel
2a lautet in Quaternionendarstellung x' = EoxoE mit E :=cosa + esina.

Da g, oE, (x) = E;0oEgo0xo0 E/I—C\)_EQ =E;oE, oxoflg th = 0g, (0r, (x)) gilt, ist die Abbildung § ein
Homomorphismus von E in die Gruppe SOs3. Jedoch ist ¢ nicht bijektiv, denn dg und §_g stellen dieselbe
Bewegung dar. Dem entspricht der Ersatz des Drehwinkels 2a: durch 2a 4+ 27, Somit fiilhren E und —E
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auf dieselbe Drehmatrix A bei x' = Ax. Diese orthogonale Matrix lisst sich leicht durch Berechnung von
E o x o E bestimmen:

EoxoE = (eo+eri+erjtesk)o(zii+aaj+xsk)o(eg—el—esj—esk)=

= [(e% +e2 —e3 —e2)x1 + 2(e1ea — eges)ra + 2(erez + 6062)333] i+

[2(6162 + eoes)zy + (e — ef + €3 — e3)zo + 2(exes — 6061)333] i+

[2(6163 + ege2)r1 + 2(ezes + eger ) + (e2 — 2 — el + e%)a?g] k.

Satz 1.8. Setzt man die Einheitsquaternion E = eo +e1i+exj+ eszk, so gilt fiir die Drehmatriz A in
x' =EoxoE = Ax

ed+e2 —es—e2  2(erex —epe3) 2(eres + epea)
A= 2(erez +ege3) et —el+ed—e2  2(ezez —eper)
2(ere3 — epea) 2(eze3 +eper) €2 —el —el+ el

wobei man eg, e, ez, ez auch als Eulersche Drehparameter bezeichnet.

Bemerkung 1.2. Wird die normierte Quaternion E in Satz 1.8 durch eine beliebige Quaternion Q # N
ersetzt, so ist die Matrix A erst nach Division durch [|Q||?> = ¢ +¢? + ¢35 + 5 # 0 orthogonal. In diesem
Sinn sind die Grélen (go : ¢1 : ¢2 : g3) als homogene Bewegungsparameter anzusehen. Wir kénnen diese
als homogene Punktkoordinaten in einem dreidimensionalen projektiven Raum P; deuten. Somit besteht
eine eindeutige Beziehung zwischen den Drehungen des R* um den Urspung und den reellen Punkten des
Ps.

1.3 Duale Quaternionen

1.3.1 Duale Zahlen D

D := {c_l = d + ed mit d,cfe ]R} bezeichnet die Menge der dualen Zahlen, wobei d Realteil und d

Dualteil heifit. Duale Zahlen mit verschwindendem Realteil bezeichnet man auch als reine duale Zahlen.
Die Addition zweier dualer Zahlen d; und d, ist komponentenweise definiert:

di+dy = (dy +edi) + (do + eds) = (di + do) + £(dy + db).

Die Verkniipfung + fiihrt aus der Menge D nicht heraus und ist auch kommutativ. D stellt beziiglich
der Addition sogar eine abelsche Gruppe dar, denn einerseits ist die Addition assoziativ und andererseits
existiert ein neutrales Element n = 0 und zu jedem d € D ein inverses Element —d € H.

Das Produkt zweier dualer Zahlen wird distributiv unter Beachtung von &2 = 0 gebildet:
(112) (_lld2 = (d1 + 8(/[1) + (dQ +68\2) =did> + 8(d1(/l\2 + (/l\ldQ)

Die Multiplikation fiihrt nicht aus D heraus und ist kommutativ sowie assoziativ. Auflerdem gelten,
wie durch Nachrechnen bestétigt werden kann, die Distributivgesetze, woraus folgt, dass (D, +,") ein
kommutativer Ring ist. Dieser enthélt jedoch die Menge der reinen dualen Zahlen als Nullteiler, denn
(Sdl)(EdQ) = 82d1d2 =0.

Die duale Zahl d, = d — ed heiBt dual konjugiert beziiglich d = d + ed.

1.3.2 Duale Quaternionen Hj

Wir erhalten nun die Menge der dualen Quaternionen Hy; aus den gewohnlichen Quaternionen H, indem
wir duale Zahlen als Koeffizienten zulassen, woraus folgt:

Hy := {D:do +d1i+42j+5_l3k mit (C_loadpdgad:;) € ]D4}-
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Wir kénnen D auch, wie folgt, anschreiben:

D=D+¢D mit D=dy+diit+doj+dsk=do+d und D =dp+dii+doj+dsk =dp+d
oder als

D=dy+d mit dy=dy+edy und d=d-+ed.

Somit haben wir eine Darstellung der dualen Quaternion D = d,+d, die analog zur Darstellung Q = go+q
der gewdhnlicher Quaternionen ist, nur mit dem Unterschied, dass d, € D und d € D? ist. Somit erhalten
wir als Summe und Produkt zweier dualer Quaternionen B und D das Analogon zu dem der gewohnlichen
Quaternionen, ndmlich fiir die Summe:

B+D=(by+dy) + (b+d).

(D, +) ist ebenfalls wie (R, +) eine abelsche Gruppe, woraus sofort folgt, dass Hy; die Gruppeneigenschaf-
ten beziiglich der Addition erfiillt mit N = NN = 0 und mit dem inversen Element —D beziiglich der
dualen Quaternion D. Fiir das wiederum nicht kommutative Produkt erhalten wir:

(1.13) BoD = bydy +bd, + byd —b-d + bx d.

Da die Multiplikation assoziativ ist und die Distributivgesetze gelten, ist (H,;,+,0) ein Ring.

Sei nun D = D + €D eine duale Quaternion; dann definieren wir:

ﬁ =D+¢eD konjugierte duale Quaternion,
D,=D- eD dual konjugierte duale Quaternion,

EH =D-¢D dual konjugierte und konjugierte duale Quaternion.

—~—

Wir wollen nun in Folge zeigen, dass analog zu den gewo6hnlichen Quaternionen B oD = ﬁ o E gilt:

(1.14) BoD = (B+eB)o(D+:D)= (BoD)+:BoD+BoD)
_ (N) +eBoD+BoD)=(DoB)+e(DoB+DoB)
— D+:D)o(B DoB.

+§)
dy —

Fiir das Produkt von D = d;, + d mit D= d folgt nach (1.13) somit:

(1.15) DoD = d2+d-d=d2+2dydoc +d-d+2d-de =
= B +d+d+ A+ 2dodo + didy + dods + dyds)e.

Wir sehen somit, dass im allgemeinen DoD € Dist. Um in Folge die Norm einer dualen Quaternion nach
derselben Vorschrift wie fiir gewohnliche Quaternionen definieren zu kénnen, wollen wir uns iiberlegen,
wie man nun die Wurzel aus einer beliebigen dualen Zahl zieht. Sei d = d + ed € D diese duale Zahl
und nehmen wir an, dass w = w + @ bereits die Wurzel aus d sei. Dann folgt aus w® = w* + 2wwe fiir
w = v/d und fiir © = ﬁ. Das heifit nun, dass die Wurzel nur fiir d > 0 existiert, dann aber bis auf das
Vorzeichen + eindeutig bestimmt ist. Also kann man nun die duale Wurzel einer nicht rein dualen Zahl,

wie folgt, berechnen R
a ~ d
Jd=1\d+ed=Vd+ —e¢
Vd >

wobel ¢ die Notation fiir die duale Wurzelfunktion darstellen soll. Nun konnen wir die Norm einer
nicht rein dualen Quaternion D definieren:

ID|l: H;—>D mit Do |Dl={DoD = {/(@+d+d+E)+2dodo + s + dody + dsds )

dogo + dlf/i\l + d2672 + d3f§3
ID||

dogo + dlf/jl + d2fj2 + d3673
VA& + &+ &+ &2

:¢%+ﬁ+@+@+ e =|DJ|| +
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Wir wollen nun zeigen, dass auch fiir duale Quaternionen die Beziehung ||B o D|| = ||B||||D|| gilt:

[BoD| = {/(BoD)o@BoD) = {/BoDoDoB=|D|{/B-B=|BIID|.  (L16)
Fiir jede nicht rein duale Quaternion D kénnen wir auch ein eindeutiges inverses Element, wie folgt, als

D .
D'= IIEIIQ =D !'—¢D'oDoD ) (1.17)

angeben, denn

DoD! :(D—l—sﬁ)o [Dfl—s(DfloﬁODfl)] :D0D71+5(f)0D*1—DODfloﬁODfl):1.

Somit konnten wir sagen, dass die Menge Gy := {Q =D +eD mit De Hy \ {N} und D¢ Hd} der
nicht rein dualen Quaternionen beziiglich der Multiplikation eine Guppe bildet, denn die Verkniipfung
fithrt nicht aus der Menge Gy hinaus und ist assoziativ. Auflerdem beinhaltet die Menge das neutrale
Element I = 1 und zu jedem Element nach (1.17) auch dessen inverses.

1.3.3 Duale Einheitsquaternionen [E;

Eine duale Quaternion E = ¢, + e;1 + e,j + e;k heifit duale Einheitsquaternion, wenn deren Norm 1 ist.
Somit ist nach (1.15) die Menge der dualen Einheitsquaternionen, die in Folge mit E; bezeichnet wird,
eine Mannigfaltigkeit in Gy, die durch die Gleichungen

e2tel+el+el=1 und ey +e1er + esbs +e363 =0 (1.18)

bestimmt ist. Wir wollen die duale Quaternionen, die nur der zweiten Gleichung geniigen, als gebundene
duale Quaternionen bezeichnen. Die Menge der gebundenen dualen Quatenionen € Gy, die in Folge mit
F; bezeichnet wird, bildet eine Untergruppe von (Gg,0). Fiir den Beweis machen wir uns den Umstand
zu nutze, dass die gebundenen dualen Quaternionen dadurch charakterisiert sind, dass deren Norm € R
ist. Somit folgt aus (1.16) sowohl, dass F; abgeschlossen ist, als auch, dass zu jedem Element aus Fy auch
dessen inverses in der Menge liegt. Die Menge der dualen Einheitsquaternionen E; bildet beziiglich der
Quaternionenmultiplikation eine Untergruppe von (Fg,0), da E # {} ist, beziiglich der Multiplikation
aufgrund von (1.16) abgeschlossen ist und nach (1.17) und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass
|E|| = [|E|| ist, zu jedem E € E4 auch dessen inverses Element in Ey liegt.

Bemerkung 1.3. Somit gilt (Eg,0) C (Fy,0) C (Gg,0), wobei das Symbol ’C’ in diesem Fall als ”ist
Untergruppe von” aufzufassen ist.

Wir wollen zeigen, dass sich die Menge der dualen Einheitsquaternionen E; hervorragend zur Dar-
stellung der euklidischen Bewegungsgruppe eignet. Analog zu den Quaternionen kann man eine Ein-

bettungsabbildung angeben, die jeden Vektor x = (z1,z2,73) € R*® auf ein Element der Menge
Ty :={X =1+ ex mit der vektoriellen Quaternion x} C E; abbildet.

Wir untersuchen nun die Abbildung fg : Tq— Ty mit X fe(X) = EOXOEH = E0(1+6X)OER =
1+ex’' = X' | wobei E eine duale Einheitsquaternion darstellt. Wir wollen zuerst {iberpriifen, ob g
wirklich Elemente aus T, wieder auf solche abbildet:

EoXoE, = (E+cE)o(l1+ex)o(E—cE)=1+ec(EoxoE+EoE—EoE). (1.19)

Nun miissen wir noch zeigen, dass EoE — EoE eine vektorielle Quaternion ist, da uns Eox o E schon
nach (1.8) als solche bekannt ist:
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Somit bildet Sg den Vektor x auf den Vektor x' = Eoxo E+EoE —EoE ab. Nach Satz 1.7 stellt
E oxoE eine Drehung um den Ursprung dar. Da der verbleibende Ausdruck nicht mehr von x abhéngt,
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also konstant ist, handelt es sich bei diesem um eine Translation. Also reprisentiert Sg eine Bewegung
des euklidischen Raumes. Auflerdem ist die Abbildung fg linear, d.h. fiir alle £ € R und X,Y € Ty gilt:

Be: kX — kX' und X+Y—» X' +Y"
Da (E, oE,), = E,, oE,, fiir alle E,, E, € Hy gilt, haben wir g, o5, (X) = (E; o E,) 0 X o (E; 0 Ey), =
E, oE,0XoE, oE,, = BE, (Be, (X)) und somit ist die Abbildung # ein Homomorphismus der Gruppe
Eq in die Bewegungsgruppe des euklidischen Raumes. fg ist sogar eine surjektive Abbildung, denn jede

Schiebung kann bei E = 1, woraus EoE-EoE = 2E folgt, durch g dargestellt werden. Von den
Drehungen ist uns dies schon aus Satz 1.7 bekannt. Jedoch ist  nicht bijektiv, denn Sg und S_g stellen
dieselbe Bewegung dar.

Satz 1.9. Die Abbildung (3 ist eine 2 : 1 Darstellung der Bewegungsgruppe des dreidimensionalen eukli-
dischen Raumes, denn g und f_g stellen dieselbe Bewegung dar.

Es bleibt noch die Berechnung der Matrizendarstellung x’ = Ax + s dieser Bewegung, wobei A die in
Satz 1.8 bereits angegebene Drehmatrix und s der Schiebvektor ist. Wir miissen also noch den Schiebanteil

EoE-EoEmit E = eo+eri+exj+ezk und E= €o + €1l + exj + esk koordinatenmifig, wie folgt,
bestimmen:

EoE—-EoE = 2(6051 — 61/6\0 +€2é\3 —63/6\2)i+2(60/6\2 —6153 —62/6\0 +63/6\1)j +2(60/6\3 +€1é\2 —62/6\1 — 63/6\0)1{.

Satz 1.10. Jede duale Einheitsquaternion E bestimmt gemdfs Satz 1.9 eine Bewegung des euklidischen
Dreiraumes. Setzt man E=E +c¢E mit E = ey +e1i+exj+esk und E = €y + e1i + e + esk, so gilt
nach (1.18)
6(2) +el+es+ eg =1 und eoeo + e1€1 + exes + ezes = 0.
Die zugehdrige Bewegung hat die Matrizendarstellung x' = Ax +s mit A gemif$ Satz 1.8 und mit
60/6\1 — 61/6\0 + 62/6\3 - 63/6\2
s =2 60/6\2 — 61/6\3 — 62/6\() + 63/6\1
60/6\3 + 61/6\2 - 62/6\1 — 63/6\0
Wir wollen dieses Ergebnis aufgrund folgender Uberlegung noch etwas verallgemeinern, indem wir uns

nun wieder der Gruppe (Fy, o) zuwenden, von der laut Bemerkung 1.3 (Eg4, o) eine Untergruppe ist. Die
Abbildung

D
¢Y: Fq—>Eq mit D~ (D) :Dn:Wa
die der Normierung entspricht, ist ein Homomorphismus von (Fy, o) auf (E4, o), denn mit (1.16) gilt:

BoD BoD B D

_ - 2o 2 _B oD, =B ouD)

Y(BoD)=(BoD), =
IBeDJ*  [IBI*[DI> (B[ [DI

Somit ist die Abbildung ¢ o 8 ein Homomorphismus der Gruppe (Fy, o) auf die Bewegungsgruppe des
euklidischen Raumes. Dieses Ergebnis ist Motivation fiir den folgenden Satz.

Satz 1.11. Sei D € F;. Dann bestimmt die normierte duale Quaternion D, € Eq gemdff Satz 1.9 eine
Bewegung des euklidischen Dreiraumes. Setzt man D = D +eD mit D = dp + dii+ d2j + dsk und
D= d() + dli + dgj + d3k S0 gllt

A2:=@+E+B+d2#£0 und  dodo + dydy + dady + dsds = 0.

Die zugehérige Bewegung hat die Matrizendarstellung x' = Bx +t wobei B = A72A und t = AA*2S
ist, mit A gemdf$ Satz 1.9 und s gemdf$ Satz 1.10 bei Substitution von e; durch d; und €; durch d; fiir
1=0,..,3.

Stellt man x durch homogene Punktkoordinaten (xo : 1 : x2 : x3) dar, so lisst sich die Matrizendarstel-
lung der Bewegung auch, wie folgt, anschreiben:

o) dj + d} +d3 + dj 0 0 0 zo
zy | 2(d06/l\1 - dlf/l\o + d2C/l\3 - dsc/l\z) d3 +d} — d3 — d} 2(dvd2 — dods) 2(dvrds + dod2) 1
l'lz o 2(d0d2 —dids — dody + d3d1) 2(d1d2 + dodg) d(z) — d% =+ d% — d% 2(d2d3 — dgdl) T2

'y 2(dods + didy — dody — dsdo)  2(dids — dodz)  2(dads + dody)  di—d? —d3 +d3) \z3
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Beweis: Wir berechnen unter Beriicksichtigung, dass fiir gebundene duale Quaternionen ||D|> = ||D||?
gilt, fp (X) laut (1.19)

D D 1 ~ ~ =
D,oXoD, =—oXo =% = (D+eD)o(14+¢ex)o(D—eD)
" " |IDl DIl |ID]?
Dof)+ Doxof)—}—f)of)—Dof) 14 (Doxof)+f)of)—Dof))
= £ = £ .
|ID|I? |ID|I? |ID||? |ID|I?

O

Nach Satz 1.11 sind die Groflen (do : dy : ds : ds : 30 : 671 : C/l\g : 33) als homogene Bewegungsparameter
anzusehen, die der Gleichung dogo +d1671 +d2c72 +d333 = 0 geniigen. Man lésst sich dadurch im Unterschied
zur Darstellung in Satz 1.10 die mogliche Normierung des homogenen 8-Tupels noch offen, eine Tatsache,
die uns im nichsten Abschnitt sinnvoll erscheinen wird.

1.4 Study Darstellung der Raumkongruenzen

Wir fassen nun diese homogenen Bewegungsparameter (dy : d; : ds : ds : C/l\g : c?l : 32 : C/i\g) als homogene
Punktkoordinaten des 7-dimensionalen projektiven Raums P; auf, der iiber dem 8-dimensionalen Vek-
torraum Hy definiert ist. Somit stellen bei D € F; deren normierte D,, und —D,,, die dieselbe Bewegung
reprisentieren, auch denselben Punkt in P; dar. Die gebundenen dualen Quaternionen erfiillen definiti-
onsgeméf die Gleichung dydop+ didy +dads +dsds = 0, und daher liegt deren Bild im P; auf einer Quadrik,
der sogenannten Study Quadrik, die durch dieselbe Gleichung bestimmt ist. Aber nicht alle Punkte dieser
Quadrik gehoren zu einem Element € Fy, wie wir es in Satz 1.11 gefordert haben, denn auch alle Elemente
der Menge der rein dualen Quaternionen erfiillen obige Bedingung und liegen somit auch in P; auf der
Quadrik. Sie liegen in einem dreidimensionalen Unterraum, der durch die Gleichungen d; =0 (: = 0, .., 3)
bestimmt ist und der daher aus der Study Quadrik herausgeschnitten werden muss. Wir bezeichnen die
verbleibende Punktmenge mit Sz und wollen sie wiederum Study Quadrik nennen. Es sei noch bemerkt,
dass E. Study einen Punkt dieser Quadrik als Soma bezeichnete und jene, die in dem herausgeschnittenen
Unterraum liegen, mit Pseudosoma. Somit kénnen wir den folgenden Satz formulieren:

Satz 1.12. Es gibt eine Bijektion zwischen den Punkten der Study Quadrik S? und den eigentlichen
Raumkongruenzen.

Wir wollen uns nun {iberlegen, dass auf S? lineare Riume von hoherer Dimensionszahl als 3 nicht
liegen kénnen. Ein auf S? gelegener Punkt muss némlich auch in seiner Polarhyperebene beziiglich Sz
liegen. Somit muss ein auf der Quadrik gelegener n-dimensionaler Unterraum auch in dem dazugehorigen
(6 — n)-dimensionalen Polarraum liegen. Also muss die Bedingung n < 6 — n gelten, woraus sofort das
gewiinschte Ergebnis folgt. Es sei noch bemerkt, dass S7 zwei solcher Scharen von dreidimensionalen
Unterrdumen trégt dhnlich einem Hyperboloid im dreidimensionalen Raum. Diese Betrachtung sollte fiir
unseren Zweck geniigen, jedoch finden sich néhere Informationen zu diesem Thema bei E. Study [34] und
im Buch [36] von E.A. Weiss.

1.4.1 Die Geometrie des Bildraumes

Felix Klein definierte in seinem Erlanger Programm Geometrie als Invariantentheorie einer Transfor-
mationsgruppe. Seien nun P" ein n-dimensionaler projekiver Raum, Fy eine regulire oder singulire
Hyperfliche 2.0rdnung in P™, Ay der Spitzenraum von Fp, F;y; eine Hyperfliche zweiter Ordnung im
Raum A; und A;11 der Spitzenraum von Fj1q (1 = 1,...), dann ist die Geometrie des Raumes bestimmt
durch die Absolutfigur

F=FUFUFU..UF}

und die Invariantentheorie der Gruppe aller Kollineationen in P™, die F' als Ganzes fix lassen.

Wir wollen uns in Folge nicht die ganze Absolutfigur, sondern nur die fiir die weitere Arbeit zweckméifligen
Invariaten bestimmen. Dazu wechseln wir das Koordinatensystem im Rast- sowie im Gangraum, was
einer 'Rechts- bzw. Linksschiebung’ entspricht. Wir indentifizieren unsere duale Quaternion Q mit einem
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Punkt RQ des P, der die Punktmenge des Bildraumes représentiert und fiihren zunéchst einmal eine
"Linksschiebung’, wie folgt, durch:

LQ=LoQ mit Q=Q+:Q und L=L+cL
“q0 lo —=h =l —ls 0 0 0 0 .
E L Io —I3 I 0 0 0 0 @
L b Iz o =i 0 0 0 0 ||g
O I R R K
L(/J\O = /l\o _All _£\2 —Al3 lo =i =l =lI3 Qo
La L bo —lz I UL o =l I Q@
L% L Tz lo =L b Iz lo -k 72
L I~ &l la —lb L lo) \@

Analog gehen wir fiir die 'Rechtsschiebung’ vor und bekommen:

EQ=QoR mit Q=Q+:Q und R=R+<R

2‘10 ro —ry —rz —rz 0 0 0 0 qo

@ Lo To r3  —ry 0 0 0 0 qQ
B T2 —T3 T 1 0 0 0 0 q2
fas _|r3 r2 —ri 70 0 0 0 0 qs3
Rl |70 =7 =7 =73 ro -1 —r2 -1y )
Rq 7o 3 —Tx ri 7o T3 T2 Qi
R Ty —T3 To T1 T2 —Trz To 71 7
Ras rs T2 - To T3 T2 —T1 To a3

Wenn wir also nun das Produkt der beiden obigen Matrizen bilden erhalten wir die gewiinschte Beziehung;:

LR
qo T 0 qo
LRQ:Logoﬂ und L}; = (S T) ,\ mit
qs q3
loro —liry —lory —lars  —lory —lirg +larz —lsra —lorz —lirz —lorg +l3r1 —lors +liry — lar1 — l3ro
T — liro +lory — lara +lars  —liry +loro + l3rz +lora —lira +lorz — larg —lar1y —lirz — lorz — 371 + 270
loro +lsr1 +lor2 — lirs  —lary +1l3rg —lors — liras —lora +l3r3 +lorg + lir1 —lars — lsra + lor1 — liro
lsro —lary + lira +lors  —lsry —lorg —lirs +lor2 —lsra —lorz +lirg —lor1 —lsrs + lary +lir1 + loro
loro — llrl — l27"2 l37“3 + lorTo — liT1 — loT2 — I373 —2\07“1 - 1\17“0 +T2T3 —2\37“2 —lor1 — 170 + l273 — I372
S — l17“0 + loh l37"2 + lzr3 + Liro + loTy — I3T2 + [273 —l17“1 + loro + l37"3 + lzrz — LTy + loTo + I373 + [T
l27“0 + l37"1 + l0T2 - l17“3 + lofo + 171 4+ loT2 — 1173 —l27“1 + l37“0 - l0T3 - l17“2 — la71 + U370 — loTs — 1T
Isro — lary + Lira + lors + 1370 — IsPy 4+ Li7s + lofs —lary — larg — 17 + lora — I3y — Is7o — 1173 + loPs
—ﬁﬂ"z —5\17"3 - Egro +L37"1 — lory — T3 — l2To + 1371 —fgm +£17"2 —!grl - Lsro —loTs + 1Ty — IoT1 — 1370
—liry +lors — lzro — lor1 — LiT2 + loTs — 370 — 1271 —l17“3 - l0T2 l37“1 + l27“0 — U173 — loT2 — I371 + 2T
—Lsz +£37"3 +£97“0 +L17"1 — Ix7y + 1373 + loTo + 1171 —l27“3 - l37"2 + l07“1 - l17“0 — 173 — 32 + loT1 — 170
—l3ry — lors + liro — lory — 57 — loFs + 170 — Lot —lars + lars + lir1 + loro — Is7s + a7 4+ L7y + loTo

Obwohl in der Matrix 16 Parameter vorkommen, besitzt die Gruppe aller Kollineationen 0012 Elemente,
daJa Lund R gebundene duale Quaternionen sind und somit die Gleichung lolo +lll1 +1212 +l3l3 = 0 bzw.
rofo + r171 + rote + r3r3 = 0 erfiillen miissen und zusétzlich noch die r; sowie die I; homogen sind. Nun
machen wir uns auf die Suche nach Invarianten dieser Gruppe und sehen sofort, dass der dreidimensionale
Unterraum dy = d; = dy = d3 = 0, also jener Raum, den wir aus der Study Quadrlk herausgeschnitten
haben, ein Fixraum ist. In diesem Unterraum liegt die Quadrik d + d + d + d = 0, die ebenfalls unter
jeder Kollineation in sich {ibergeht, denn es gilt:

LR .o

LR«
Qo + 2

a +LR/\2 LR .o

G+ B =0 0+ )G+ T3 ) (g i+ ).

Aufgrund der Form der Abbildungsmatrix folgt daraus natiirlich sofort, dass auch die Quadrik ¢2 + ¢? +
¢ + ¢% = 0, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit mit ¥ bezeichnen wollen und, wie wir sehen werden,
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noch eine wichtige Rolle spielen wird, ebenfalls eine Invariante ist, was durch Nachrechnen leicht bestéitigt
werden kann:

LR LR LR LR

6+ At e e = (@ s+ a) (GG T ).
Mit diesem Ergebnis wollen wir diesen Abschnitt beenden und noch aus Griinden der Vollstindigkeit
anmerken, dass es sich hierbei um einen quasielliptischen Raum handelt.

1.5 Allgemeine Stewart Gough Plattformen

Vom geometrisch kinematischen Standpunkt aus betrachtet, besteht eine allgemeine Stewart Gough Platt-
form aus dem bewegten System X, der sogenannten Plattform, und sechs Teleskopbeinen, die iiber Kugel-
Schub-Kugel Gelenke die Plattform mit der Basis, dem Rastraum X, verbinden. Dabei erfolgt die Steue-
rung nur iiber den Antrieb der Schubgelenke. Die Berechnung des Freiheitsgrades dieser kinematischen
Kette iiber die Formel von Griibler liefert den redundanten Grad 12. Dieser kommt dadurch zu Stande,
dass jedes der Teleskopbeine eine Rotation um die Verbindungsgerade der Kugelgelenksmitten gestattet,
ohne die relative Lage von ¥ gegeniiber ¥y zu &ndern. Man kann nun die Plattform so modifizieren,
dass man den redundanten Freiheitsgrad zum Verschwinden bringt, indem man alle Kugelgelenke in 3,
oder ¥ durch Kardangelenke vom Freiheitsgrad 2 ersetzt. Fiir die folgenden theoretischen Uberlegungen
spielt der Freiheitsgrad keine weitere Rolle und wir kénnen daher zur Vereinfachung die urspriingliche
Definition verwenden.

Die Geometrie der Plattform und Basis ist durch die Lage der sechs Montagepunkte der Beine im
Gangkoordinatensystem ¥ und die Lage der sechs entsprechenden Ankerpunkte im Rastkoordinatensy-
stem Yy bestimmt. Wenn die zwolf Montagepunkte des Plattformmechanismus allgemein in Gang- und
Rastkoordinatensystem liegen, so sprechen wir von einer allgemeinen Stewart Gough Plattform (Abbil-
dung 1.1). Dabei wird angenommen, dass alle sechs Beine paarweise voneinander verschieden sind und der
Trivialfall, dass ndmlich alle Plattform- oder Basisankerpunkte auf einer Geraden liegen, ausgeschlossen
wird.

Abbildung 1.1: Allgemeine Stewart Gough Plattform

Bei diesen Plattformen ist die Riickwértskinematik sehr simpel, denn ist die Position von ¥ gegeniiber
Yo sowie die Geometrie der Plattform und der Basis bekannt, so kénnen die zugehorigen Stabléngen
einfach als Langen von Strecken mit bekannten Endpunkten berechnet werden. Im Gegensatz dazu ist
die Vorwirtskinematik fiir Stewart Gough Plattformen nicht so leicht greifbar, und daher wollen wir
diesem Problem ein eigenes Kapitel widmen.



Kapitel 2

Vorwiartskinematik allgemeiner
Stewart (Gough Plattformen

Wir kénnen das Problem der Vorwirtskinematik folgendermaflen formulieren: Gegeben seien die Geome-
trie der Plattform und der Basis sowie alle sechs Beinlingen (Abbildung 2.1). Gesucht sind alle moglichen
Lagen der Plattform zur Basis mit diesen Angabestiicken.

Ol

Abbildung 2.1: Angabestiicke fiir die Vorwirtskinematik einer allgemeinen Stewart Gough Plattform

Zur Losung dieser Frage wollen wir die im vorigen Abschnitt abgeleitete Study Darstellung der eukli-
dischen Bewegung benutzen. Jeder Position von ¥ gegeniiber ¥ entspricht in dieser Darstellung genau
einem Punkt auf S7, denn es gibt genau eine Raumbewegung, die das eine Koordinatensystem in das an-
dere iiberfiihrt. Bevor wir niher auf diesen Sachverhalt eingehen, wollen wir noch folgende Vereinbarungen
beziiglich der Notation treffen: Wir bezeichnen die Basispunkte beziiglich dem Rastkoordinatensystem
Yo mit X; = (X1, X; 2, X; 3) und die entsprechenden Ankerpunkte beziiglich ¥ mit Y; = (Y;1,Y;2,Y5 3)
beziehungsweise beziiglich ¢ mit Y; = (Y;1,Y2,Y;3) beii =1,..,6. Die Beinléingen, die in Folge mit
R; bezeichnet werden, sind somit durch den Abstand von X; zu Y; gegeben.

Wir wollen vorab den Losungsweg skizzieren: Wir suchen das kinematische Bild des Bewegungsvor-
ganges, bei dem der Punkt Y; auf einer Kugel um X; gefiihrt wird. Dazu brechen wir die Plattform so
auf, dass die Plattform nur mehr am Bein X;Y; hingt. Somit kann das Gangsystem Bewegungen vom
Freiheitsgrad fiinf ausfiihren, da es nur einer Bedingung, nimlich einem konstanten Abstand zwischen

19
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X; und Y;, unterworfen ist. Die gemeinsamen Punkte der kinematischen Bilder, die man erhilt, wenn
man dies fiir alle ¢ = 1,..,6 durchfiihrt, stellen die Losung unseres Problems dar. Denn sie entsprechen
Lagen, in denen sich die sechs Gangkoordinatensysteme decken und somit die Plattform zusammengebaut
werden kann (Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: Eine mdogliche Losung der Vorwértskinematik fiir die Angabestiicke aus Abbildung 2.1

Wir wollen zunéchst das kinematische Bild des beschriebenen Bewegungsvorganges berechnen. Die Be-
dingung, dass der Punkt Y; auf einer Kugel um X; gefiihrt wird, lautet nun analytisch:

— 2 —
> (Vij—Xi;)’ =R} oder SNoVi;-2 ) YViXij+ Y, X} -R}=0.
j=1,2,3 j=1,2,3 j=1,2,3 j=1,2,3

Indem man in der zuletzt erhaltenen Gleichung fiir Y; homogene Koordinaten einfiihrt und den konstan-

ten Ausdruck Y., , 5 X7, — R} = K; setzt, erhilt man:
=2 — = =2
YoV —22io >, VijXi;j+ YV, Ki=0. (2.1)
j=1,2,3 j=1,2,3

Da ja die Koordinatensysteme ¥ und Xy durch eine Bewegung ineinander iibergefiihrt werden kénnen,
gilt nach Satz 1.11:

Yio do +di +d5 +d3 0 0 0 Yio
71‘,1 . 2(d0(2\1 — dltio + d223 — d3(2\2) d(2) =+ d% — d% — d§ 2(d1d2 — d0d3) 2(d1d3 =+ dodz) Yvi,l
Yio| 2(d0t2; — dyds — dado + dS(il) 2(dids + dods)  di —di +d3 —d3  2(dads — dody) Yi»
71‘,3 2(d0(1\3 + d1(2\2 — dzgl — d3c/i\0) 2(d1d3 — dodz) 2(d2d3 =+ d0d1) d(2) — d% — d% + d§ Yis3

Wir kénnen in dieser Darstellung Y; o = 1 setzen, da es sich bei Y; um eigentliche Punkte handelt.
Setzt man nun diese Darstellung fiir Y; ; mit j = 0, ..,3 ein, so erhélt man eine lange Gleichung vierten
Grades in den Unbekannten d;, c/l\i, die wir Sphirenbedingung nennen wollen. Diese stellt im kinematischen
Bildraum genau wie die Study Quadrik SZ, die ja durch die Gleichung

P do&\g + dlgl + dgC/l; + dgC/l\g =0 (22)

gegeben ist, eine Hyperfliche dar, jedoch interessiert uns nur deren Schnittmenge mit SZ, denn nur sie
korrespondiert mit Raumbewegungen. Der Schnitt ist eine fiinfdimensionale Mannigfaltigkeit, was wir
eigentlich aufgrund der Tatsache, dass unser untersuchter Bewegungsvorgang den Freiheitsgrad 5 hat,
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erwarten konnten. Wir wollen nun zeigen, dass sich, nach Addition von 4®2 zur Sphirenbedingung, was
nichts am Schnitt der beiden Hyperflichen #indert, der Faktor d2 + d? + d> + d2 von der Sphirengleichung
abspaltet. Wir betrachten jetzt die Gleichung (2.1) und sehen, dass jeder Term mit Ausnahme von Z?? j
den Faktor Y, o = d2 + d? + d3 + d2 beinhaltet. Somit miissen wir nur noch zeigen, dass sich der Faktor

von Z?ij + 4®? abspalten lisst. Mit Hilfe eines algebraischen Manipulationssystems erhiilt man somit
fiir

Vir#Via+Vis +48° = W@+ + 3+ &) + (V2 + Y3 + YA +df +d + d3)+
+4Y; 3(dods — dsdp + dody — dido)|(d3 + d3 + d5 + d3).

— dady )+

Da wir nun gezeigt haben, dass der quadratische Faktor in jedem Term enthalten ist, und weil er laut
Satz 1.11 ungleich Null ist, kénnen wir die Sphérenbedingung durch ihn dividieren und erhalten:

3

3
AN L g dmde+ Y LY o dn (2.3)

m,n=0 m#n m,n=0 m=0
mit
fiodo K; + Y21 + Yl22 + Yl23 2(X;1Yi1n + XioYio+ X;3Yi5) =C —2(X;1Yi1 + XioYio + Xz 3Y53),
fildl =K; +Y21 +Yl22 +Yl23 2(XiaYin — XipYio — X;3Yi3) =C —2(X;1Yi1 — X;0Yi0 — Xi3Yis),
Lipgy = Ki + Y2 + Y + V75 = 2(Xi2Yip — Xi3Yis — Xi1Yin) = C; — 2(Xi2Yip — Xi3Yis — XinYin),
Lijgy = Ki + Y2 + Y + V73 = 2(Xi3Yis — XinYin — XipYip) = C; — 2(Xi3Yis — Xin Y — Xi2Yio),
Lia, = L g0 = 2(X;2Yi3 — X;3Y ), LfigdAl = —Ldld =2(Y;1 — X)),
ods = Ligo = 2(Xi3Yi1 — X;1Y53), wd = d2d =2(Yi2 — Xip2),
fiodg = L§3d0 =2(X;1Yi2 — Xi2Yin), 2033 =- d3d =2Y;3 — Xi3),
tds = Lipa, = —2(Xi1Yip + XiaYin), ha =L = —2(Xi3 +Yig),
Léldg = Lf13d1 =—-2(X;1Y;3 +X;3Y51), fild} = figd =2(X;2+Y2),
Lfim = L33d2 =—-2(X;2Yis+ Xi3Yi2), Lfizdg Lfi3(;2 =—-2(X;1+Yi1).

Diese quadratische Gleichung A = 0 stellt eine quadratische Hyperfliche im P; dar, deren Matrixdar-
stellung nun wiefolgt aussieht:

; Sos s Vi W O
A (do di dy ds dy di da d3) (—Wi 4E> (do dy dy d3 do dy do d3)"
wobei E die 4 x 4 Einheitsmatrix, V¢ = (v}, ) eine symmetrische 4 x 4 Matrix mit v, = Lfimdn und
Wi = (wi ) ebenfalls eine 4 x 4 Matrix mit w! = Lfi 7 Ist.

An diesem Punkt wollen wir die zu Ende des letzten Kapitels mit ¥ bezeichnete Quadrik wieder ins
Spiel bringen. Wir wollen néimlich zeigen, dass die Hyperfliichen ® und A? alle durch ¥ hindurchgehen,
eine Tatsache, die uns spéter behilflich sein wird Polynome zu vereinfachen. Zunéchst wollen wir ¥ C ®
verifizieren. Um dies ganz einfach einzusehen, unterwerfen wir ® der Hauptachsentransformation, was
ja nun moglich ist, weil wir wissen, dass ¥ invariant gegeniiber Kollineationen ist, und erhalten die
Gleichung: R R ~ ~
ds+di +ds +di —dy —d? —dy —di =0.
Der Schnitt dieser Quadrik mit dem Unterraum 670 = c/l\l = JQ = 33 = 0 ergibt bereits die Gleichung von
U. Fiir den Beweis, dass ¥ C A? gilt, mochte ich an dieser Stelle auf die Arbeit [8] beziehungsweise [9]
von Husty verweisen.

Wir wissen bereits, dass die gemeinsamen Punkte der sieben Hyperquadriken ® = 0 und A’ = 0 die Losung
unseres Problems darstellen. Gesucht sind also alle 8-Tupel (dy : dy : dy : d3 : do : d1 : d2 1 d3) € V(M)
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mit M = {(I>, A AZ A3 AL AS, Ae}. Nach dem Kapitel der Grundlagen kénnen wir sagen, dass
V(M) = V(J) ist mit J = Z[®, A, A%, A3 A* A% A®]. Dieses Gleichungssystem ist nur dann eindeu-
tig losbar, wenn ® zusammen mit den A’ eine minimale Basis des Ideals 7 darstellt, denn ansonsten
hétte man weniger als 7 Gleichungen zur Verfiigung um 6 Variablen zu eliminieren, was zu einer ein- oder
mehrparametrigen Losung fiihren wiirde. Dies hiitte zur Folge, dass die Plattform ein- oder mehrpara-
metrige Selbstbewegungen durchfiihren kénnte und somit nicht stabil wire. Schliefit man diesen Fall aus,
so wiirde diese Aufgabe im allgemeinen 27 = 128 Losungen besitzen, jedoch haben F. Ronga und T. Vust
[27] im Jahre 1991 erstmals bewiesen, dass die maximale Anzahl der Losungen, egal ob komplex oder
reell, 40 betrégt. Charles Wampler [35] hat dieses Ergebnis 1996 nochmals bestiitigt, indem er gezeigt hat,
dass genau dieses System von sieben quadratischen Gleichungen maximal 40 Losungen besitzen kann.

Wenn wir jetzt (2.3) betrachten, sehen wir, dass die letzte Summe von keinen Designparametern X ;,Y; ;
oder R; abhéingt. Wenn wir also die Differenz zweier Hyperquadriken A’, A/ bilden, so fillt dieser Ausdruck
weg und wir erhalten eine Gleichung, die nur mehr linear in den Unbekannten dy,d;,ds und ds ist, und
wie folgt aussieht: ~ R ~ R

Ai’j : AZ — Aj = Ai,jdo + Bi7jd1 + Ci,jd2 + Di,jd3 + E@j

mit
Ay = 4[dy (X; Yii+ Y1) +do(Xiso— Xjo—Yio+Yje) +ds(Xi3 — Xj3 — Yis +Yj3)],
B;; = _4[d0( i1 — ]1— z1+Y]1) d2( 13—X]‘,3+Yi,3—Y}‘,3)+d3(Xi,2—XJQ—G—YlQ—Y 2)],
Ci; = 4[do(Xi2 — X Yio+Yje)+di(Xis—Xj3+Yis—Y,3) —ds(Xin1 — X1+ Y1 — Y1),
D;; = —4[d0(Xz,3—X],3—Y,3+Y},3) di( X2 — Xjo+Yio—Yjo) +da(Xin — Xj1 + Vi1 — Y1),
Ei; = —2d3(Xi1Yii+ XioYip+ Xi3Yis — X;1Yj1 — X;2Yj2 — Xj3Yj3

(

—2d3(X;1Yi1 — XioYio — XiaYia — XJ 1YJ 1+ X] zYJ 2+ X] 3Yj 3

+2d3(X ,

+2d3(Xi1Yin + X2V — Xi3Yis — Xj,ly],l - X],2Y],2 + XJ,3YJ,3

—4dod1(X;,2Yi3 — Xj,2Yj 3 — X;3Yi 0 + X;3Yj2) — 4doda(X;,1Yis — Xj,1Yj3 — Xi3Yi 1 + XY 1)
+4dods(Xi1Yio — Xj1Yj2 — Xi2Vin + X 2Yj1) —4did2(Xi1Yie — X1 Y2 + X2V — X;2Y01)
—4d1ds(X;,1Yi3 — XY+ Xi3Yi1 — Xj Y1) +4dads(X;2Yi3 — Xj2Yj 3+ X 3Yi 0 — Xj3Y;2)
+(Ci — C;)(d§ + di +d5 + d3).

Die so erzeugten Hyperflichen A%/ sind Elemente von 7. Wir wollen nun eine minimale Basis des
von allen A% und von & aufgespannten Ideals [7; angeben. Wie man sich leicht iiberlegen kann, stellt
®, AL2 AL AL4 ALS und AN eine solche minimale Basis dar. Um nun einen besseren Uberblick iiber
das Gleichungssystem zu gewinnen, wollen wir die Koeffizienten einer Gleichung A/ in Vektorform
schreiben:

K; = (A1, B, C1,,D1)"

Dasselbe wollen wir auch fiir die Koeffizienten von ® machen, und erhalten den Koeffizientenvektor
K = (do,dr,d>,ds)"

Da die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems jetzt wesentlich von der Matrix M =
(K1 K2 K3 Ky K5 Kg) abhéingt, wollen wir diese etwas genauer betrachten. Dazu schreiben wir die Matrix
nochmals ausfiihrlich an:

S (2.4)

M ist eine 4 x 6 Matrix und hat somit maximal den Rang 4. Auflerdem ist fiir alle j = 2, ...,6 das Ska-
larprodukt K;-K; = 0, eine Tatsache, die leicht einzusehen ist, wenn man die Koeffizienten A; ;, B; j, C;,;
und D; ;, die zuvor explizit angefiihrt wurden, etwas néher betrachtet. Somit folgt aber jetzt, dass K;
auf alle anderen Vektoren orthogonal steht, und diese daher im Orthogonalraum von K; liegen, der die
Dimension 3 besitzt. Daraus folgt wiederum, dass jeweils vier der fiinf Vektoren K; (j = 2,..,6) linear
abhéngig sein miissen. Daher kann man sich nicht mit Hilfe der Cramerschen Regel J(),gl,(/l\g und (/l\3
allein aus den A" berechnen. Dies bedeutet nun, dass, wenn vier linear unabhingige Vektoren unter den
K; (i =1, ..,6) existieren, der Vektor K; auf jeden Fall einer von diesen sein muss. In Folge wollen wir
uns iiberlegen, wann det;j, = det(K; K; K; K;) mit 1 < i < j < k gleich Null ist. Da in dieser Deter-
minante die Beinldngen nicht vorkommen, miissen wir Bedingungen erhalten, die nur an die Geometrie
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der Plattform und der Basis gekniipft sind. Wenn wir nun die Determinante berechnen, erhalten wir ein
Polynom vom Grad 4 in den Unbekannten do, dy,d> und ds, das jedoch stets in d2 + d? + d? + d2 und
einen quadratischen Ausdruck, der 1344 Terme umfasst, zerfillt. Daher werden wir durch optimale Wahl
des Rast- und des Gangkoordinatensystems, jedoch ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, die Gleichung
auf eine {iberschaubare Normalform bringen. Dazu wihlen wir die Koordinatensysteme wiefolgt:

X; =(0,0,0), X; = (X;,1,0,0), X; = (Xj1,X;2,0), Xp = (X1, X2, Xp,3) mit X1 >0, X3 >0

und Y, =(0,0,0), Y; = (¥5,1,0,0), Y; = (Y51,Y}2,0), Y, = (Yi1, Y2, Yi3) mit Y3 >0, Y3 >0.

Somit bekommen wir fiir det;;, = 0 die folgende Gleichung:

3
det;jr, = Z Omndmdy,  mit Omn = Onm
m,n=0
mit den Koeffizienten
000 = —64(Y;, i) (Y 52)(Yis — Xg3),  onn = —64(Y i) (Y2 + Xj2) (Ve + Xi3),
022 = 64(Yz1+Xz1)( o — Xj2)(Yis + Xi3), 033 = —64( 11+le)( Yio+X;2)(Yis — Xk3),
001 = +64(Y7, 1) (Xj2Yh o — Xi 2Y2), 003 = +64(Yi 3 — Xi3)(XinYj1 — X;1Yiq),
012 = 64(Yk 3+ Xk 3)(Xi1Yj — X;1Y50), 023 = —64(Y;1 + Xi1)(Xj2Ye o — Xk 2Yj2),
002 = —64(Xj2—Y2)(Xp1Yin — XiaYen) + (Xio — Yio) (XY — X;1Yin),
013 = +64(Xj2 + Y] 2)(Xk: 1Yir = XiaYea) + (Xgo + Yao)(Xin Vi — Xj1Yi0).

Die Determinante det;;;, ist gleich Null wenn:

Fall 1 einer der beteiligten Vektoren der Nullvektor ist. K; kann nicht der Nullvektor sein, denn anson-
sten wiirde das Losungs-8-Tupel eine rein duale Quaternion zur Folge haben, was wir aber zuvor ausge-
schlossen haben. Somit kann nur mehr K; der Nullvektor sein, und es miisste A; ; =0, B;; =0, C1; =0
und D;; = 0 sein. Diese vier Gleichungen sind nur bei X;; = 0 und Y;; = 0 erfiillt, also wenn das i-te
und das erste Bein zusammenfallen, was wiederum zu Beginn ausgeschlossen wurde. Somit kann dieser
Fall nicht auftreten.

Fall 2 zwei der vier Vektoren linear abhéngig sind. Unter diesen zwei Vektoren kann wiederum nicht
K, sein, da er auf alle anderen normal steht. Somit kann nur K; = AK; gelten. Fiihrt man den Koeffizi-
entenvergleich der vier Gleichungen ALi = >‘A1,j’ B17i = >‘B1,j’ Cl,i = >‘Cl7j und D17i = >‘D17j dllI'Ch, SO
sieht man, dass dieser Fall nur auftreten kann, wenn

Fall 2a X, =0,Y;, =0, X;1 = AX; 1 und Y;; = AYj; ist, also wenn bei A # 0,1 die Basisanker-
punkte X;, X;, X; und die dazugehorigen Plattformankerpunkte Y1, Y;, Y; jeweils kollinear liegen und
die zwei Punktreihen dhnlich zueinander sind. Der Fall A = 1 ist auszuschlieflen, da ansonsten das i-te
und das j-te Bein zusammenfallen wiirden.

Fall 2b oder wenn X;»> = 0,Y;> =0,Y;1 = 0,Y;; = 0ist bzw. wenn Y;» = 0, X;2 =0, X;; =
0, Xj1 = 0 gilt, also Basis und Plattform die Rollen tauschen. In diesem Fall sind die Basis- bzw.
Plattformpunkte kollinear und die entsprechenden Plattform- bzw. Basispunkte fallen zusammen. Sobald
jedoch diese Konfiguration auftritt, ist der Manipulator architektonisch singuléir ! und somit auszuschlie-
Ben.

Fall 3 drei der vier Vektoren linear abhéingig sind. Aus demselben Grund wie in Fall 2 kann K nicht
zu diesen drei Vektoren gehoren. Hierzu betrachten wir nun die oben angefiihrten Koeffizienten o,y,,, die
alle verschwinden miissen. Wir kénnen Y; ; + X; 1 > 0 fordern, da dadurch vermieden wird, dass das erste
und das i-te Bein zusammenfallen.

IDer Leser sei fiir die genauere Erklirung des Begriffs ’architektonisch singuldr’ auf das niichste Kapitel vertrostet. Es
sei an dieser Stelle nur soviel gesagt, dass es sich hierbei um solche Stewart Gough Plattformen handelt, die blofi aufgrund
ihrer Geometrie in jeder Lage singuldr sind.
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Fall 3.1 Wenn wir die vier Basisankerpunkte und die vier Plattformankerpunkte als kollinear vorausset-
zen, reicht diese Bedingung bereits aus, dass alle Koeffizienten verschwinden. Jedoch sei ausgeschlossen,
dass die zwei Punktreihen noch #hnlich zueinander sind, da es sich ansonsten um einen architektonisch
singuldren Manipulator handelt.

Fall 3.2 Nun wollen wir fordern, dass mindestens drei Punkte in Plattform und Basis existieren, die
nicht auf einer Geraden liegen. Seien dies in der Plattform die Punkte X, X; und X;. Dann gilt Y; » # 0,
denn ansonsten wiirden die drei zuvor genannten Punkte auf der x-Achse liegen. Nun folgt aus 023 = 0
die Bedingung X; Y3 » = X3 2Yj 2, woraus wir X » = % erhalten. Nun sind wiederum zwei Fille

zu unterscheiden:

Fall 3.2a Die Basis ist nicht eben, womit X}, 3 > 0 gilt und woraus Yj 3 + X 3 > 0 folgt. Aus 022 =0
ergibt sich jetzt X;», = Yj» und weiters Xz = Y} 2. Nun ergibt sich aus o33 = 0 die Bedingung
X3 = Y3 und weiters aus der Gleichung 017 = 0 die Aussage X;; = Y; 1, woraus auch Y;; # 0 folgt.
Aus 012 = 0 bekommen wir X;; =Y}, und aus 013 = 0 folgt schlieBlich X} ; = Y} 1. Dies bedeutet nun,
dass die Fundamentalfiguren X, X;, X;, X; und Y1, Y;, Y;, Y, kongruent sind.

Fall 3.2b Basis oder Plattform ist eben, dann folgt sofort aus 0,2 = 0 und 033 = 0, dass beide eben
sein miissen, also X3 = Y33 = 0. Somit sind bis auf die Gleichung op2 = 0 und 013 = 0 bereits alle
Gleichungen erfiillt, die uns aber nur noch die folgende Bedingung liefern:

Yio(XinYen — XpaYin) = Yio(XinYj1 — X;1Y51) =0.

Diese Bedingung ist dquivalent zur Aussage, dass eine Affinitéit existiert, die die Basispunkte auf die
zugehorigen Plattformpunkte oder umgekehrt abbildet, da eine singulire Abbildungsmatrix nicht inver-
tierbar ist. In Folge wollen wir jetzt die Abbildungsmatrix A der Affinitdt anschreiben, die durch die
Abbildung der Punkte Xy auf Y1, X; auf Y; und X; auf Y; eindeutig festgelegt ist.

Yi1 Xi1Y1—X;1Yi

Xi1 Xi1X; 2 Xul Yul . ..
‘ 0 )= ' mit u=1,i,7,k
( 0 %2 ) <Xu72> <Yu,z> !

,2

Hier sind nun einige Sonderfille zu beriicksichtigen:

Sonderfall 1 Die Abbildungsmatrix A ist die Nullmatrix. Somit werden alle vier Basispunkte auf einen
einzigen Plattformankerpunkt abgebildet. Dieser Fall ist wiederum auszuschlielen, da es sich hierbei
um einen architektonisch singuldren Manipulator handelt. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass es sich
ebenfalls um einen architektonisch singuliren Manipulator handelt, wenn die vier Basispunkte nicht
koplanar liegen.

Sonderfall 2 Angenommen es seien X;, X; und X, kollinear und die Affinitdt regulér, so erhalten wir
Fall 2a. Ist jedoch Y;; = 0 und somit der rangA =1 so erhalten wir Fall 2b.

Sonderfall 3 Angenommen es seien X;, X; und Xy, kollinear, also X » = 0, und die Affinitit regulér, so
sind die dazugehorigen Plattformankerpunkte wieder kollinear und die beiden Punktreihen zueinander
dhnlich.

Zusammenfassend wollen wir jetzt die drei entscheidenden Konfigurationen nochmals aufzdhlen: Wir
wollen voraussetzen, dass, wenn unter den vier Basisankerpunkten drei kollineare existieren und deren
entsprechenden drei Plattformankerpunkte ebenfalls auf einer Geraden liegen und die zwei Punktreihen
dhnlich sind, man die Punkte so umnummeriert, dass X; nicht zu diesem Tripel zihlt. So kann man den
Fall 2a, der eine Sonderstellung einnimmt, da er der einzige Fall ist, in dem bereits zwei Vektoren linear
abhéngig sind, eliminieren. Somit sind die drei Konfigurationen die Faille 3.1, 3.2a und 3.2b. In diesen
Fillen spannen je zwei Vektoren eine Ebene auf, in der der dritte Vektor enthalten ist.

Wir wollen nun die vier sinnvollen Determinanten betrachten, die aus den fiinf Vektoren K, K;, K;, K
und K; gebildet werden koénnen und det;;, = 0 voraussetzen. Ist nun eine weitere der verbleibenden drei
Determinanten gleich Null, so sind es automatisch alle vier. Ist die det;;;, auf Grund von Fall 3.1 gleich
Null, so miissen alle fiinf Basispunkte und Plattformpunkte kollinear liegen, was zur Folge hat, dass der
Manipulator architektonisch singulédr ist. Ist jedoch die det;;;, auf Grund von Fall 3.2a bzw. Fall 3.2b
gleich Null, so miissen die Figuren X, X;, X;, X, X; und Yy, Y5, Y;, Yy, Y; kongruent bzw. wenn
sie beide eben sind, affin dquivalent sein.
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Betrachten wir nun alle sechs Vektoren K, K5, K3, K4, K5 und Kg, so konnen nur dann alle zehn De-
terminanten det;;r = det(KiK;K;Ky) mit 1 < i < j < k gleich Null sein, wenn die Basis und die
Plattform kongruent sind oder affin dquivalent im ebenen Fall. Der in Folge beschriebene Algorithmus
funktioniert mit Ausnahme dieser zwei Sonderfille. Wir wollen voraussetzen, dass keine vier Basisanker-
punkte und die korrespondierenden Plattformankerpunkt in einer speziellen Konfiguration liegen, sodass
die Determinante verschwindet, wenn einer der beteiligten Punkte als 1 beschriftet wird. Auf allfillige
Sonderfélle, wo einige Determinanten verschwinden, wird im Anschluss Bezug genommen. Im folgenden
angefiihrten Algorithmus handelt es sich um eine Modifikation des von M.L. Husty im Jahre 1994 publi-
zierten Algorithmus, mit dem es erstmals moglich war, das Problem der Vorwirtskinematik fiir allgemeine
Stewart Gough Plattformen zu l6sen. Die Algorithmen unterscheiden sich im Wesentlichen dadurch, dass
der maximale Grad vorkommender Polynome von 320 auf 200 reduziert werden konnte.

2.1 Algorithmus zur Berechnung der Vorwirtskinematik

Nach diesen Vereinbarungen kénnen wir das Problem folgendermafen formulieren. Da ja J = 71 + Z[A']
gilt, kdnnen wir aufgrund von Satz 1.4 und Satz 1.5 auch schreiben:

6

6
J=Y_0 uwd V(7)=[\V(F) mit

j=1
jl _ Z[(},A1’2,A173,A174,AI’S,AI’G], ._72 :I[@,A173,A1’4,A1’5,A1’6,A1],
jB — Z[(I),A1,2,A1,4,A1,5,A1,6,A1], ._74 :I[(ID,AL2,A1’3,Al’S,Al’ﬁ,Al],
._75 — I[(I),A1’2,A173,A174,A1’6,A1], j6 :I[@,A172,A173,A1’4,A175,A1].

Das Ideal [J;: Die Varietdt V(J;) resultiert aus dem Schnitt von sechs Hyperflichen, ist also eine
eindimensionale Mannigfaltigkeit. Da jedes Basiselement von J; auch in J liegt, ist J; C J und V(J) C
V(J1). Wir betrachten nun das vierte Eliminationsideal von J, fiir das nach Def. 1.3 und Satz 1.6 gilt:

@, A2 AN AN AV AN = 7N R[dy, di,da,ds]  und  75(V(J1)) C V(TY).

Wir wollen uns in Folge iiberlegen, wie wir uns Polynome € Z3[®, Ab2 AL3 AL4 ALS ALS] berechnen
konnen. Dazu erhchen wir nun die Vektoren K; um eine Dimension, indem wir die absoluten Glieder
hinzuftigen, und erhalten somit die Vektoren Gj:

G1 = (do,dl,d2,d3,0)T und Gj = (AL]',BL]',CL]',DL]',EL]')T mit ] = 2, ,6

Nun konnen wir fiinf Systeme bestehend aus je fiinf linear unabhéngigen Gleichungen definieren, deren
erweiterte Koeffizientenmatrix, wie folgt, aussieht:

N; = (G G3 G4 G5 Gg), N3 = (G G2 G4 G5 Gg),

Ny = (G1 G2 G3 G5 Gg), N; = (G1 G2 G3 G4 Gg),

N6 = (G1 G2 G3 G4 G5)
Damit jedes dieser Gleichungssysteme eine nichttriviale Losung besitzt, miissen die Determinanten von
den N; gleich Null sein. Wenn wir nun diese Determinanten Null setzen, erhalten wir fiinf Gleichungen
P§ vom Grad 6. Da jede der fiinf Hyperflichen auch durch ¥ = dg + df + d3 + d3 hindurchgeht, ldsst sich
dieser Faktor von allen P¢ abspalten, und wir erhalten fiinf Gleichungen 4. Grades, die in Folge mit S}

beschriftet werden:
Pi(do,dy,dy,ds) = (dg + df + d3 + d3)S} (do, dy, do, d3).

Somit gilt, da wir nicht wissen, ob die 73]6 eine Basis des Eliminationsideals sind:
IP3, P35, P, Ps, Pl C Z5(®, A1?, AL2 ALE ALY ALE, V(Z;) C V(¥)UV(S;,85, 85,85, S5)-

Die S;-l (do,dy,ds,ds) stellen fiinf Flichen im dreidimensionalen projektiven Unterraum der dy,d,d>,ds
dar, die eine gemeinsame Schnittkurve besitzen miissen, da ja V(71 ) eine eindimensionale Mannigfaltigkeit
ist. Nun betrachten wir das erste Eliminationsideal von Z[Sy,S3,St, S4, Sgl:

Id3[S§78§78278§783] = Z[S§,8§,82,8§,Sg] n R[d07d17d2]'
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Wir wollen uns wiederum Elemente dieses Eliminationsideals berechnen, indem wir die Unbekannte dj
mit Hilfe der Resultante eliminieren. Somit erhalten wir zehn Gleichungen Rgigs(d3) = 0 vom Grad
]

sechzehn, und es gilt:
I[RSfS;? (d3)] C ZLg, [ng Sg: Sfll: ng Sg]v V(Id3) C V(I[RS;*S;? (d3)])

Wir wollen nun die Varietdt der Resultanten vereinfachen, indem wir den gréfiten gemeinsamen Teiler
dieser berechnen. Wir erhalten ein homogenes Polynom H1i° vom Grad 10, das die auf die projektive
Ebene (dy, d;,dy) projizierte gemeinsame Schnittkurve der Si darstellt:

V(I[Rsss:(ds)]) = V(H").
Wir kénnen jetzt zusammenfassend die folgende Relation angeben:
s [mg(V () \A{¥D)] € 74, [15(V (1) \ {¥})] C 74, [V(S2, S5, 81, S5, 6)] ©

C V(Id3 [8378?%78378?783] - V(H%O)

Das Ideal [J;: Die Varietit V(J2) resultiert aus dem Schnitt von sechs Hyperflichen, ist also eine
eindimensionale Mannigfaltigkeit. Da jedes Basiselement von [J» auch in 7 liegt, ist J> € J und V(J) C
V(J2). Wir betrachten nun das vierte Eliminationsideal von J5, fiir das nach Def. 1.3 und Satz 1.6 gilt:

IdA[CD, A173, A1’4, Al’s, A176, Al] = ._72 N ]R[d(),dl, d2, d3] und WdA(V(JQ)) C V(Ig)

Wir wollen uns in Folge {iberlegen, wie wir uns Erzeugende von Z3[®, A% A3 AL4 A5 Af] berechnen
kénnen. Da wie zuvor vereinbart alle 10 Determinanten ungleich 0 sind, sind auch detsss, detsaq, detsse
und det4s¢ von Null verschieden. Dies bedeutet nun, dass wir dy, d1, d> und dsz auf vier verschiedene Arten
eindeutig mit Hilfe der Cramerschen Regel berechnen konnen. Wir haben also nun das inhomogene lineare
Gleichungssystem der Form (A B C D)- (do dy ds d3) E mit

A= (d();Al,i;Al,j) Al,k)T7 C = (d27 Cl,i; Cl,j7 Cl,k)T7 E= (07 _El,ia _El,j7 _El,k)Ta
B = (dy, B, B1j,Bi;)", D =(ds, D1, D17, D1)"

und i < j < k mit i, j,k € {3,4,5,6}. Dann lautet die eindeutige Losung:

9 7 det(A B C D)’ ! 7 det(A B C D)’ 2 7 det(A B CD)’ 3 7 det(A BC D)

Wir sehen, dass die zuvor angefiihrten Koeffizienten A;;, B;;,C;; und D;; lineare Funktionen von
do,dy,d> und dsz sind und F; ; quadratisch in diesen Unbekannten ist. Daraus folgt, dass die Determi-
nanten im Zahler homogene Polynome 5. Grades liefern und die Determinante der Koeffizientenmatrix
im Nenner ein homogenes Polynom 4. Grades ergibt. Setzt man nun die fiir d, A7 d ”k,d 7% und d, 4"
erhaltenen Ausdriicke in das noch unbeteiligte Basiselement A' ein so erhalten wir eine algebralsche
Gleichung P} vom Grad 10. Da jede der fiinf an der Elimination beteiligten Hyperflichen auch durch
¥ = dj + di + dj + d3 hindurchgeht, lisst sich dieser Faktor von P} abspalten, und wir erhalten eine
Gleichung 8. Grades, die in Folge mit 828] . beschriftet wird:

Pz]k(doa dy, da, d3) (d2 + d2 + d2 + d2)8mk(d07 dy,ds, d3)

Neben diesen vier Flichen vom Grad 8 koénnen wir auBlerdem das Gleichungssystem Ny bilden und
wiederum dessen Determinante gleich Null setzen, was ja die Gleichung P$ ergibt. Somit ergeben sich,
da wir nicht wissen, ob die P jjk Zusammen mit P§ eine Basis des vierten Eliminationsideals darstellen,
folgende zwei Relatlonen.

I[PS, Pifs, Piss> Pase> Pise] C Z3] ks DS AVE AN AN AT,

V(Z;) CcV(¥)U V(83,8545 Saa6> 556 Sise)-

Die SBL stellen zusammen mit Si fiinf Flichen im dreidimensionalen projektiven Unterraum der
dy,dy, d2, ds dar, die eine gemeinsame Schnittkurve besitzen miissen, da ja V(J2) eine eindimensionale
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Mannigfaltigkeit ist. Nun wollen wir das erste Eliminationsideal von Z[Sy, 85,5, 8546, S556, Sis6] betrach-
ten:
Id3 [Sélv S§4Sv 8546 ) S§565 8256] = I[Séla 8545 5 S§467 S§565 8456] N ]R[do ) dl ) d2]

Wir wollen uns vier Elemente dieses Eliminationsideals berechnen, indem wir die Unbekannte ds mit Hilfe
der Resultante eliminieren. Somit erhalten wir die vier Gleichungen Rs3 S5, (ds) = 0 vom Grad 32 und es
gilt:

I[ngsfjk (d3)] C Zuy[S2 5 S315 S3a60 S3s6 Size)s V(Za,) C V(I[ngsf‘jk (d3)])-

Wir wollen nun die Varietét der Resultanten wiederum vereinfachen, indem wir den groiten gemeinsamen
Teiler dieser berechnen. Wir erhalten ein homogenes Polynom #3° vom Grad 20, das die auf die projektive
Ebene (dg, d1, ds) projizierte gemeinsame Schnittkurve der fiinf Hyperflichen darstellt:

V(I[Rssss, (ds)]) = V(H3).
Wir kénnen jetzt zusammenfassend die folgende Relation angeben:
s [ (V () \AZD] C may [mg(V (J2) \ {T})] C 74, [V(S3, 5155 S3ae, Sse Size)]

C V(Z45[S3, 8345, Saa6> Shse Sass) € V(H30).

Fiir die Ideale [J3,J4,J5 und [Js ist die Vorgangsweise analog und wir erhalten die Gleichungen

H320, 120 H2O und H2O.
Bemerkung 2.1. Wir wollen nun eine Interpretation der so erhaltenen Gleichungen H?° fiir i = 2,...,6
angeben. In jedem dieser Systeme fehlt die Information A?, was nun bedeutet, dass wir eigentlich die
Stewart Gough Plattform betrachtet hatten, bei der das i-te Bein weggelassen worden ist, die also nur fiinf
Beine besitzt. So eine Plattform hat somit eine einparametrige Selbstbewegung, die durch das Polynom
H20 repréisentiert wird. Man muss jedoch beachten, dass es sich hierbei um die auf die projektive Ebene
(do,dy,ds) projizierte Schnittkurve handelt und deshalb der Grad der dazugehorigen Raumkurve nicht
zwangsweise gleich 20 sein muss. Denn durch die Projektion kann ein Gradverlust auftreten, was man
leicht einsieht, wenn man einen kubischen Kreis in Richtung der Asymptote auf eine Ebene projiziert. Wir
haben also nun die Kurve #?° vom Grad 20 im Parameterraum, welche die Selbstbewegung reprisentiert.
Riickeinsetzen in die 4 x 4 Transformationsmatrix, welche die Koordinatensysteme ¥ und Xy ineinander
iiberfiihrt, liefert das Ergebnis, dass sich ndmlich die Punkte der Plattform auf Kurven vom Grad 40
bewegen. Dieses Resultat bestéitigt die mit 40 angegebene obere Schranke der Vorwirtskinematik fiir
allgemeine Stewart Gough Plattformen, und somit reprisentiert H?° eine einparametrige Selbstbewegung
vom hochst moglichen Grad.

Im System J; fehlt ebenfalls eine Information, jedoch hat das Polynom #1°, das die in die Ebene
projizierte Schnittkurve darstellt, nur den Grad 10, was den folgenden Grund hat. Es ist ndmlich moglich,
das Polynom H{° im Gegensatz zu den H?° auch ohne Information von SZ zu berechnen. Da ja die
Vektoren K;, K;,K; und K; immer linear abhéngig sind, existieren stets Faktoren a, und v, sodass
gilt:

a-K; + ﬂKJ +’)/-Kk —K; =0.

Wenn man nun
Oé'Al’i + B'Al’j + ’)/'Al’k — ALl = Oé'ELi + B'EL]' +’y ELk — El,l =0

berechnet, erhélt man im Zihler das Polynom S2 fiir 4, j, k, [, m paarweise verschieden und i, j, k,[,m €
{2,3,4,5,6}. Aus den so erhaltenen S? kann man sich dann, wie zuvor beschrieben, #1° berechnen. Da der
Schnitt von fiinf Hyperquadriken A% A7 ALF AL und AY™ dimensionsmifig eine zweidimensionale
Mannigfaltigkeit ergeben muss, reprisentiert nun das so erhaltene Polynom H1° keine Kurve sondern eine
Fléche, die jedoch eliminationsbedingt projizierend ist.

Weitere Vorgangsweise: Zusammenfassend haben wir jetzt also sechs Kurven, durch die je-
weils fiinf Flichen hindurchgehen, und umgekehrt liegen auf jeder der 15 Flichen (Sj,S7,) zwei
dieser Kurven. Wir wollen nun in Folge wieder Elemente aus dem ersten Eliminationsideals von
T[HIO, H3O, H2O H3O HEO HEO] berechnen. Wenn wir mit Hilfe der Resultante ds eliminieren, erhalten wir

ein in den verbleibenden Unbekannten homogenes Polynom 7% := Ryy30920 (d2) vom Grad 200, wobei
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diese Gleichung die auf die Gerade projizierten Schnittpunkte der beiden beteiligten ebenen algebraischen
Kurven darstellt. Wir kénnen nun wieder eine Relation anschreiben:

6

6
Ty [T [m3(V(T) \ {2 D] ﬂ (Za, [H7", H7™) € ﬂ IITF™) = V(T3 T80, T2, T30 T8

Wir erhalten wieder die gemeinsamen Punkte der 7}200, indem wir wiederum den grofiten gemeinsamen
Teiler dieser fiinf homogenen Gleichungen berechnen. Dieser ist ein in den Unbekannten dy,d; homogenes
Polynom £* vom Grad 40. Somit ergibt sich schlussendlich die finale Relation:

Ty [ma, [73(V (T) \{@D)]] € V(Z[LY]) = V(£*).

Aufgrund des Ergebnisses von F. Ronga und T. Vust beziehungsweise aufgrund der Arbeit von C. Wampler
konnen wir in dieser Relation das 'C’ Symbol ersetzen durch das Gleichheitszeichen.

Wir kénnen nun ohne Beschrénkung der Allgemeinheit dy = 1 setzen und d; aus £° numerisch berechnen.
Die Berechnung von d» erfolgt nun, indem man do und d; in die Gleichungen H1°, H3% #2° #3° H2° und
H20 einsetzt. Je zwei von diesen miissten nun ein und dieselbe Losung gemeinsam haben. Wir verwenden
deshalb sechs anstelle der notigen zwei Gleichungen zur Berechnung von d», um numerische Fehler zu
reduzieren. Analog gehen wir fiir die Berechnung von ds vor, indem wir die gewonnenen Werte fiir do, d;
und d; in die Gleichungen S, 83, St, S2 und Sg einsetzen und die gemeinsame Losung herausfiltern. Nun
konnen wir das Quadrupel (dy : dy : ds : d3) normieren, sodass d3 +d3 +d3 +d3 = 1 gilt, und anschliefend
auch C/i\(),(/i\l,(/i; und 6/1\3 berechnen.

Fiir allgemeine Stewart Gough Plattformen erhiilt man so stets das Polynom £%° vom Grad 40, jedoch
kann der Grad des Losungspolynoms fiir Plattformen mit spezieller Geometrie niedriger ausfallen, wie
wir es anschlieffend in der Diskussion der Sonderfille sehen werden. Es sei noch bemerkt, dass es bei allen
auf diese Weise bisher gerechneten Beispielen allgemeiner Stewart Gough Manipulatoren ausgereicht hat
den groBten gemeinsamen Teiler zweier 7;2°° zu berechnen, um das gewiinschte Polynom zu erhalten.
Wir kénnen uns sogar iiberlegen, dass es im allgemeinen Fall so sein muss. Angenommen der groéfite
gemeinsame Teiler von 7;?° und 77°° hitte einen Grad hoher als 40. Dann wiirde dies jedoch zur Folge
haben, dass die beiden fiinfbeinigen Manipulatoren, die entstehen, wenn man einmal das i-te Bein bzw. das
j-te Bein weglésst, mehr als 40 gemeinsame Positionen besitzen, was jedoch schon zu einem Widerspruch
mit der maximalen Losungsanzahl von 40 fiihrt.

2.1.1 Sonderfille des Algorithmus

Nun wollen wir jene Fille betrachten, wo aufgrund der Geometrie der Plattform und nach allfilliger
Umnummerierung soviele Determinanten wie moglich verschwinden. Durch diese Umnummerieung und
der damit verbundenen speziellen Wahl des Punktes 1 kann man den Grad einiger Polynome, die im
Algorithmus vorkommen, reduzieren. Wir wollen die Betrachtung der Sonderfélle nach dem Gesichtspunkt
gliedern, ob es keine drei Basis- und entsprechende Plattformpunkte gibt, die kollinear liegen und die
dhnliche Punktreihen bestimmen (Teil I), oder ob es drei solche gibt (Teil II), oder ob gar zwei solche
Tripel existieren (Teil IIT). Es sei noch vorab bemerkt, dass die maximalen Lésungsanzahlen aufgrund der
Berechnung dutzender Beispiele, die fiir den jeweiligen Fall stets dieselbe in Folge angegebene Michtigkeit
der Losungsmenge lieferten, zustande gekommen und daher sehr wahrscheinlich sind. Mit einem #hnlichen
Problem sahen sich auch Faugere J.C. und Lazard D. in [6] konfrontiert, und widmeten diesem daher
einen eigenen Abschnitt, mit der Uberschrift ”What is a proof?”, der dem interessierten Leser nicht
verborgen bleiben sollte.

TEIL I

Fall1 Eine Determinante, nimlich detssy, ist gleich Null. Nun gibt es drei verschiedene Konfigurationen,
die dies verursachen:

Fall 1a X;,X,,X3,X, und Y;,Y2, Y3, Yy liegen kollinear. In diesem Fall zerfallen S# und S§ in je
zwei Polynome zweiten Grades, wobei eines ident ist. Dieses Polynom £? erhilt man, da ja die Vektoren
K>, K3 und K, linear abhéngig sind, durch folgende Linearkombination:

E = a-AM? 4+ BAM — AV = a-Eyo+[-Ei3—Ei4
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mit
_ X3aYa — XyaY3, _ Xoa Yy —XyaYo,
, = )
XYz — X31Ys, Xo1Ys1 — X31Ys

Somit geht H; aus dem Schnitt der vier Flichen Sj,Ss,S{ und £? hervor und hat nur Grad 8. Bei
der Berechnung der H2° fiir ¢ = 2,3,4 &ndert sich nichts, jedoch liegt £ auch in den Idealen J5 und
Js- Somit entsteht Hs und Hg durch den Schnitt der jeweils vier Flichen, £ und Sisjk von denen nur
drei existieren, da eine Determinante gleich Null ist. Hs und Hg, die nun vom Grad 16 sind, zerfallen
jeweils in ein Polynom vom Grad 8 und den Ausdruck (d3 + d?)*. Diese Gleichung kann keine reellen
Losungen haben und kann somit bei der restlichen Berechnung vernachléssigt werden. Somit erhalten wir
7,160 TL60 7,160 T4 yund T, die ein Polynom vom Grad 16 gemeinsam haben, was bedeutet, dass es
in diesem Fall nur 16 Lésungen gibt.

a =

Fall 1b Die Figuren X, X5, X3, Xy und Yy, Y5, Y3, Yy sind kongruent und nicht eben. Hier zerfallen
wiederum Si und 8§, und zwar in einen linearen und einen kubischen Ausdruck £3, wobei letzterer wieder
fiir beide gleich ist und der, wie folgt, aus den Gleichungen A'2, A3 und A"* zu gewinnen ist:

E =a- A" 4 BAN - AN = a-Byo+3-Ei3—FE4
mit
o Y32Ya1d3 — Y3 Yy 3dy —Y31Yy0ds 4+ Y3 1Yy 3dy 5= Yiods — Yy 3dy
Y5,1Y3 2d3 ’ Y3 0d3 '

Die gemeinsame Schnittkurve der vier Flichen S3,S3, St und £ ergibt dann das Polynom Hi, das nun
vom Grad 9 ist. Unterschiede zum beschriebenen Algorithmus treten nur wieder fiir die Berechnung von
Hs und Hg auf, die nun wiederum die gemeinsamen Schnittkurven von den jeweils vier Flichen &5 und
S}y, darstellen und Grad 18 haben. Somit erhalten wir 7,'%, 7,'%0, 7,150, T.1%% und 7¢'%%, die ein Polynom
vom Grad 40 gemeinsam haben, was bedeutet, dass diese Spezialisation der Plattform keine Auswirkungen
auf die Losungsanzahl hat.

Fall 1¢ Die ebenen Figuren X;, X5, X3, X4 und Y,Y2,Ys, Yy sind affin dquivalent. Wie im Fall 1a
zerfallen S und S in zwei quadratische Ausdriicke, wobei das Polynom £2, das sie gemeinsam haben,
wieder aus einer Linearkombination resultiert:

E2=a- A2+ AP A =a-E 5+ B-Ei3—FEi4
mit
- XXy — XXy, 5= X
X51X30 ’ X3o
1 hat nun wieder Grad 8 und resultiert aus dem Schnitt der vier Flichen Si,S3,Si und £2. Ebenfalls
die gemeinsame Schnittkurve von je vier Flichen (£3 und Sfjk) stellen die Polynome H;5 und Hg dar,
die wiederum von Grad 16 sind. Somit erhalten wir 7160, 7,160 7160 7128 ynd 7128 die ein Polynom

vom Grad 40 gemeinsam haben, was wiederum bedeutet, dass diese Spezialisation der Plattform keine
Auswirkungen auf die Losungsanzahl hat.

Fall 2 Hier werden die fiinf moéglichen Félle behandelt, wo zwei Determinanten, ndmlich dets34 und
detasg, gleich Null sind. Alle diese Félle kénnen nur durch Kombination der vorherigen drei zustande
kommen. Die Determinante dets34 muss verschwinden aufgrund einer der drei obigen Konfigurationen,
und nun gilt dasselbe fiir S%, Sg, Hs und Hg wie im dazugehorigen Fall beschrieben. Dasselbe gilt fiir die
Konfiguration, die detss6 verschwinden ldsst, mit der Ausnahme, dass im dazugehorigen oben beschriebe-
nen Fall nur die Indizes geéindert gehoren; also fiir S5, S7,Hs und Hy. Der einzige Unterschied zum Fall
1 liegt nun in der Berechnung des Polynoms #;, das nun nur mehr aus dem Schnitt dreier Flichen S3
und den zwei Flichen, die durch die moglichen Linearkombinationen gebildet werden kénnen, resultiert.

Fall 2a Kombination aus la und 1b. Hier ist der Grad von H; gleich sechs, woraus 7;'20, 7108 7,108 748
und 748 folgt. Es existieren wie im Fall la wiederum 16 Losungen.

Fall 2b Kombination aus la und lc. Hier ist der Grad von H; gleich vier, woraus 7550, 704, T84, 7.3
und 752 folgt. Es existieren wie im Fall 1a wiederum 16 Lsungen.
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Fall 2¢ Kombination aus 1b und 1b. Hier ist der Grad von H; wie im Fall 1b gleich 9, woraus
T80 T162 7,162 T162 und T2 folgt. Es existieren wieder 40 Losungen.

Fall 2d Kombination aus 1b und 1c. Hier ist der Grad von H; gleich 6, woraus 7,'%°, 7.6, 7,26, 7108
und 7% folgt. In diesem Fall existieren nur 36 Losungen. Fiir die Anzahl der Lésungen spielt es keine
Rolle ob fiinf Punkte komplanar sind oder nicht.

Fall 2¢ Kombination aus 1c und 1c. Hier ist der Grad von H; gleich 4, woraus T;°, 7,54, 7,54, 754 und
T4 folgt. Die Anzahl der Losungen reduziert sich auf 32, jedoch spielt es keine Rolle, ob die Basis- oder
die Plattformankerpunkte komplanar sind oder nicht, was sich, wie folgt, erkléren lédsst. In diesem Fall
sind ndmlich Basis und Plattform rdumlich affin dquivalent, und diese Bedingung reicht bereits aus, dass
sich die Miéchtigkeit der Losungsmenge auf 32 verringert. Dies ldsst vermuten, dass genau fiir diese zwei
Faille, die durch den Algorithmus nicht erfait werden, die maximale Losungsanzahl kleiner oder gleich 32
ist.

Fall 3 Hier werden die zwei moglichen Fille besprochen, wo vier Determinanten gleich Null sind.

Fall 3a Die Figuren X, X5, X3, Xy, X5 und Yy,Ys, Y3, Yy, Y5 sind kongruent. Mit Ausnahme von
Ss, das zum Nullpolynom wird, zerfallen alle anderen S} fiir i = 2,..,5 in einen linearen Ausdruck, der
fiir alle derselbe ist, und einen kubischen Faktor £, den man jeweils wieder aus den entsprechenden
Linearkombinationen erhalten kann. H; ist somit die gemeinsame Schnittkurve dieser vier Flichen &}
und hat den Grad 6. Im weiteren Verlaufe des Algorithmus berechnet man sich die H}® wiederum aus dem
Schnitt von £ und den drei existierenden Fliichen S?kl. In diesem Fall kann man He nicht berechnen und
somit erhalten wir 7,198 7108 7108 yund 7108 Als gréfiten gemeinsamen Teiler dieser Polynome erhalten
wir ein Polynom vom Grad 36.

Fall 3b Die Figuren X, X5, X3, Xy, X5 und Y1,Y2,Ys, Yy, Y; sind affin dquivalent. Wiederum mit
Ausnahme, dass Sg das Nullpolynom ist, zerfallen alle anderen S} fiir i = 2,..,5 in zwei quadratische
Faktoren; einer ist fiir alle derselbe und der zweite ist £7, den man jeweils wieder aus den entsprechenden
Linearkombinationen erhalten kann. H; ist somit die gemeinsame Schnittkurve dieser vier Flichen &2
und hat den Grad 4. Die 7;° ergeben sich wieder aus dem Schnitt der vier Flichen & und S5, und
haben den Grad 16. Somit erhalten wir nun, weil wir Hg wieder nicht berechnen kénnen, 704, 7,54, 7,54
und 784, Da in diesem Fall Plattform und Basis wiederum rdumlich affin zueinander sind, verwundert es
nicht, dass es 32 Losungen gibt.

TEIL IT

Nun nehmen wir den Fall an, dass X, X5, X3 und Y1, Y5>, Y3 jeweils kollinear liegen und die Punktreihen
ghnlich zueinander sind.

Fall 1 Aufler der zuvor genannten Bedingung existiert keine weitere, somit sind die drei Determinanten
detaz; mit i = 4,5,6 gleich Null. In diesem Fall zerfallen S, S und Si wiederum in zwei quadratische
Faktoren, einer davon haben alle gemein; wir bezeichnen ihn mit £2. Dieser resultiert aus der folgenden
Linearkombination:

82:a-A172—A1’3:a-El2—E13 mit Oé:&.

' ' Xo1

Somit erhalten wir das Polynom #;, das nun den Grad 8 hat, aus dem Schnitt der drei Flichen Sy, S3
und &£2. Da £? auch in den Idealen J; mit i = 4, 5,6 liegt, reduziert sich der Grad der Schnittkurven
H;, die durch den Schnitt der drei Flichen £? und den zwei existierenden S%, entsteht, auf 16. Somit
erhalten wir nun 7,160 7;160 7128 7128 ynd 7,128 die ein Polynom vom Grad 40 gemeinsam haben, was
wiederum bedeutet, dass diese Spezialisation der Plattform keine Auswirkungen auf die Losungsanzahl
hat.
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Fall 2 Nun fligen wir noch eine Bedingung hinzu, ndmlich dass auch detsss = 0 ist. Hier sind wieder-
um 3 Félle zu unterscheiden, je nachdem welche Konfiguration das Verschwinden dieser Determinante
verursacht.

Fall 2a X, X4, X;,Xg und Y1,Yys,Ys, Yg liegen kollinear. Nun ist S5 = Si und Sf = S2 = Sg, womit
man nur mehr zwei Gleichungen zur Verfiigung hat, die jeweils wieder in zwei quadratische Polynome
zerfallen, wobei eines ein gemeinsamer Faktor ist. Man erhilt die zwei anderen Polynome €3, und i,
deren Schnitt H; vom Grad 4 ergibt, wiederum durch entsprechende Linearkombinationen. Somit erhalten
wir nun 732, 7532, T84, 7.5 und 72*, die ein Polynom vom Grad 16 gemeinsam haben.

Fall 2b Die ebenen Figuren X;, X4, X5,Xg und Yy,Yy,Ys,Yg sind affin dquivalent. Es gilt genau
dasselbe wie fiir den Fall 2a, nur mit dem Unterschied, dass wir schlussendlich 7:%4, 754, 784, 7.5 und
T4 und 32 Lésungen erhalten, was wieder nicht verwunderlich ist, da Basis und Plattform riumlich affin

dquivalent sind.

Fall 2¢ Die Figuren X1, Xy, X5, Xg und Y1, Yy, Y5, Y sind kongruent und nicht eben. Nun ist 851 und
83 wiederum ident, und das Polynom zerfillt in einen linearen und einen kubischen Ausdruck &£3;, wobei
man letzteren wieder durch geeignete Linearkombination gewinnen kann. S} fiir i = 4,5,6 zerfallen
je in zwei lineare Ausdriicke und einen gemeinsamen quadratischen Ausdruck €7, der auch aus der
Linearkombination hervorgeht. Ubrigens enthalten alle fiinf S;-l denselben linearen Faktor. Somit ergibt
sich #; als die Schnittkurve der Flichen £%;4 und &35, welche den Grad 6 besitzt. Konsequenterweise
ergeben sich nun die Polynome 75'%8, ;108 796 796 und 726, deren grofter gemeinsamer Teiler den Grad
36 besitzt.

Fall 3 Hier betrachten wir nun die zwei einzigen Fille, in denen fiinf Determinanten verschwinden.

Fall 3a Die Figuren X;,X5,X3,X4, X5 und Yy1,Y5,Y3,Yy, Y5 sind kongruent. In diesem Fall ist Sg
wiederum das Nullpolynom, und 83 und S3 zerfallen in einen gemeinsamen linearen Ausdruck, der auch in
den 8§ und S2 enthalten ist und in kubische Faktoren £ und &3, die durch geeignete Linearkombinationen
zustande kommen. Von den Sj und S spaltet sich auch ein Polynom &£ vom Grad 2 ab, das man
wiederum durch eine geeignete Linearkombination erhalten kann. #; ist nun die gemeinsame Schnittkurve
der drei Flichen £3,&3 und £% und hat den Grad 4. Da man nun Hg wiederum nicht berechnen kann,
da alle Determinanten im Ideal Jg gleich Null sind, erhalten wir 7,108, 7,198 796 und 76, deren groBter
gemeinsamer Teiler den Grad 36 hat.

Fall 3b Die Figuren X, X5, X3,X4, X5 und Y1,Ys, Y3, Yy, Y5 sind eben und affin dquivalent. In
diesem Fall ist S wiederum das Nullpolynom und S = S2, dessen Gleichung in zwei quadratische
Faktoren zerfillt, wobei einer auch in S5 und S enthalten und der andere Ausdruck &% wiederum als
Linearkombination zu gewinnen ist. Der jeweilige Restfaktor von S5 und S3, den wir wiederum mit £2
und €7 bezeichnen wollen, kann durch eine geeignete Linearkombination erhalten werden. Somit ergibt
sich das Polynom H;, welches nun Grad 4 besitzt, aus den drei Flichen £2,€7 und &%, womit wir
T4, TH4 T8 und T4 erhalten. Da hier Basis und Plattform rdumlich affin dquivalent sind, existieren
wiederum 32 Losungen.

TEIL ITI

Fall 1 Die Punkte X;, X5, X3 und Y1, Y2, Y3 sind kollinear und die Punktreihen sind &hnlich, was auch
fiir die Punkte X1, X4, X5 und Y1, Yy, Y5 gilt. In diesem Fall sind sechs Determinanten gleich Null, was
zur Folge hat, dass Sg wiederum das Nullpolynom ist, sowie dass Sy = S3 und Sf = S2 gilt. Diese
zwei verbleibenden Polynome zerfallen je in zwei quadratische Faktoren, wobei einer wieder in beiden
vorkommt. Die beiden Restfaktoren £3; und €3, aus deren Schnitt sich H; vom Grad 4 ergibt, kann man
wiederum aus den dazugehorigen Linearkombinationen gewinnen. Somit erhalten wir 704, 7,54, T8* und
754, die das Losungspolynom vom Grad 32 gemein haben. Die M#chtigkeit der Lésung iiberrascht nicht,
da Basis und Plattform wiederum rdumlich affin dquivalent sind.
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Fall 2 Die Punkte X, X5, X3 und Y1, Ys, Y3 sind kollinear und die Punktreihen sind #hnlich, was
auch fiir die Punkte X4, X5, Xg und Yy, Y5, Yg gilt. In diesem Fall sind 4 Determinanten gleich Null,
was zur Folge hat, dass S5 = S und Sf = S# = S§ gilt. Diese zwei verbleibenden Polynome zerfallen
je in zwei quadratische Faktoren, wobei einer wieder in beiden vorkommt. Die beiden Restfaktoren £2,
und &4, aus deren Schnitt sich #; vom Grad 4 ergibt, kann man wiederum aus den dazugehdrigen
Linearkombinationen gewinnen. Somit erhalten wir die Polynome 754 754 764 754 und T4, deren
grofiter gemeinsamer Teiler den Grad 32 hat. Jedoch zerfillt das Losungspolynom in ein Polynom vom
Grad 16 und den Ausdruck (d2 + d?)%, der wieder vernachlissigbar ist, da er keine reellen Losungen
besitzt. Somit reduziert sich in diesem Fall die Anzahl der Losungen von den erwarteten 32 auf nur 16.

Somit wurden alle moéglichen Fille abgehandelt. Offen ist jetzt noch die Frage, wie man bei den zwei
Sonderfiillen vorgeht, die mit Hilfe dieses Algorithmus nicht berechnet werden kénnen. In Folge der
vorherigen Falldiskussion hatten wir die maximale Losung dieser zwei Sonderfille schon auf kleiner oder
gleich 32 reduzieren konnen.

Basis und Plattform sind kongruent

In diesem Fall kann das Problem folgendermaflen umformuliert werden. Gesucht sind alle Schraubungen
o, die die Basis so abbilden, dass die folgenden sechs Beziehungen gelten:

O'(XZ)X, = Rz fiir 1= ]., ,6

Dieses System ist eindeutig losbar, da ja eine Schraubung 6 Freiheitsgrade besitzt. Innocenti [16] gab
erstmals 1998 eine Methode an, wie dieses Problem in polynomialer Form zu 16sen ist, indem er mit Hilfe
einfacher geometrischer Eigenschaften und geschickter Elimination die Losung fiir die Vorwértskinematik
auf ein Polynom vom Grad 6 und zwei Polynome vom Grad 2 reduzierte. Die Losungen des Polynoms
sechsten Grades liefern nach linearer Riickeinsetzung die sechs moglichen Schraubachsen. Wenn man
nun diese Information in die zwei verbleibenden quadratischen Gleichungen substituiert, so erhilt man
fiir jede Schraubachse einerseits zwei Drehwinkel, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, und
andererseits zwei sich wieder nur durch das Vorzeichen unterscheidende Schieblingen. Somit erhalten
wir insgesamt 24 Schraubungen, die eine Ldsung unseres Problems darstellen. Innocenti gab sogar in
seinem Artikel ein Beispiel mit 24 reellen Losungen an. Im selben Jahr wie Innocenti versffentlichte auch
C. Mavroidis [20] einen dhnlichen aber etwas umstiindlicheren Losungsweg und zeigte zusitzlich, dass
sich die Anzahl der Schraubachsen auf vier reduziert und somit die maximale Losungsanzahl 16 betrégt,
wenn Basis und Plattform auflerdem noch eben sind. Somit kénnen wir jetzt die maximale Anzahl der
Losungen fiir den Fall, dass Plattform und Basis eben und affin dquivalent sind, einschrinken auf das
abgeschlossene Intervall [16, 32].

Basis und Plattform sind eben und affin dquivalent

J. Yang und Z.J. Geng lieferten 1998 in [37] eine bemerkenswerte Losung dieses Problems. Sie gaben in
ihrer Arbeit nicht nur einen Algorithmus an, der 16 mogliche Losungen {iber C liefert, was sich mit unseren
Erwartungen deckt, sondern sie konnten auch zeigen, dass stets acht dieser Losungen komplex sind. Dieses
Ergebnis hat nun auch zur Folge, dass in dem zuvor besprochenen Fall, wo Basis und Plattform kongruent
und eben sind, stets zwei der vier Schraubachsen komplex sein miissen. Ich finde es bemerkenswert, dass
wenn Basis und Plattform kongruent und nicht eben sind, die maximale Losungsanzahl iiber C mit der
iiber R iibereinstimmt, jedoch wenn sie eben sind, dies nicht der Fall ist.

Notiz: Vielleicht gibt es Analogien zum rdumlich affinen Fall. Die aus der Berechnung dutzender Beispiele
erhaltene maximale Losungsanzahl ist 32. Der Fall, wo Basis und Plattform kongruent und nicht eben
sind, ist ein Sonderfall und hat, wie Innocenti gezeigt hat, 24 reelle Losungen. Da sich im ebenen Fall
die Anzahl der maximalen reellen Losungen zwischen kongruenten und affin dquivalenten Plattformen
auch nicht unterscheidet, konnte man daraus schlielen, dass dies auch bei den rdumlich &dquivalenten
und kongruenten Plattformen so ist. Dies miisste bedeuten, dass man zeigen konnte, dass die vermutete
maximale Losungsanzahl von 32 auch stets 8 komplexe Losungen besitzt. Dem Autor ist keine Litera-
tur, die auf die zuvor formulierte Vermutung eingeht, bekannt und auch kein Gegenbeispiel, sprich eine
allgemeine Stewart Gough Plattform mit rdumlich affiner Plattform und Basis, die mehr als 24 reelle
Losungen fiir die Vorwértskinematik besitzt. Diese Vermutung muss also entweder noch falsifiziert oder
bewiesen werden.
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2.1.2 Bemerkungen zum Algorithmus

Natiirlich reduziert sich die Anzahl der maximalen Losungen auch bei anderen Plattformtypen mit spe-
zieller Geometrie, und oft gibt es dafiir spezielle Algorithmen, die diese Eigenschaften ausnutzen, um die
Berechnung der Losungen zu vereinfachen. Man konnte sich zum Beispiel auch die Frage stellen, wieviele
Losungen maximal existieren, wenn einige der Plattformankerpunkte und Basisankerpunkte zusammen-
fallen. Jedoch miissen bei dieser Betrachtung die Fille ausgeschlossen werden, fiir die es trivialerweise
unendlich viele Lésungen gibt, die also offensichtlich architektonisch singulér sind. Es diirfen keine zwei
Beine zusammenfallen, es miissen mindestens drei Ankerpunkte in Basis und Plattform existieren und
keine vier Beine diirfen einen gemeinsamen Ankerpunkt besitzen. Eine vollstindige Aufzihlung all die-
ser verbleibenden kombinatorischen Klassen, von denen es 60 gibt, jedoch diese Anzahl auf 35 reduziert
werden kann, indem man zwei Klassen identifiziert, wenn sie nach Tausch von Plattform und Basis gleich
sind, findet sich in der Arbeit [6] von J.C. Faugre und D. Lazard.

Eine vollstéindige Aufzihlung der Auswirkungen dieser Félle auf den Algorithmus wiirde hier zu weit
fithren, jedoch wollen wir eine Teilmenge dieser Fille in Betracht ziehen. Wir beschrinken uns darauf,
wie vier Beine zueinander liegen konnen. Die einzige Gleichung des Algorithmus, in die nur die Lage
von vier Beinen eingeht, ist bei der Berechnung von P}ﬁ. Dieses Polynom erhilt man ja, indem man
c/l\oij k,c/i\lij k,c/l\;jk und c/l\;j *in Al einsetzt. Der Nenner der c/l\lijk zerféllt stets in ein Polynom zweiten
Grades und in d3 + d? + d3 + d2. In den folgenden zwei Fillen zerfillt auch das Polynom im Zihler in
ein Polynom dritten Grades und wiederum in d3 + d? + d3 + d3. Somit kann man kiirzen, und der Grad
des Polynom P}, reduziert sich auf acht, und somit hat Sf;, nur Grad 6. Dies tritt nun ein, wenn drei
der vier Beine denselben Ankerpunkt haben oder wenn zwei Beine denselben Basisankerpunkt und die
verbleibenden zwei anderen Beine denselben Plattformankerpunkt besitzen.

Wenn nun die Beine 1 bis 5 in einer Konfiguration liegen, wobei je vier von diesen einen der beiden
zuvor genannten Fille erfiillt, dann folgt zusétzlich daraus, dass sich von P§ der Faktor d3 + d? +
d3 + d3 quadratisch abspalten lisst und man Sz vom Grad 2 erhilt. Es existiert genau eine solche
Konfiguration, ndmlich wenn drei Beine denselben Basis- bzw. Plattformankerpunkt und die restlichen
zwei Beine denselben Plattform- bzw. Basisankerpunkt besitzen.

Damit dies fiir alle P} gilt, miissten alle sechs Beine in einer solchen Konfiguration liegen, von der wie-
derum nur eine existiert, nimlich, dass drei Beine denselben Basisankerpunkt besitzen und die restlichen
drei Beine denselben Plattformankerpunkt gemein haben. Dieser Konfiguration werden wir im néchsten
Kapitel wieder begegnen, da es sich hierbei um eine architektonisch singuldre Stewart Gough Plattform
handelt.

2.2 Die Existenz von 40 reellen Lésungen

Es war lange Zeit eine unbeantwortete Frage, ob es ein Beispiel gibt, wo wirklich alle 40 Lésungen reell
sind. Es war nur klar, dass, wenn ein solches existiert, es aus den folgenden Griinden sehr speziell sein
muss. Wir betrachten einen starren Koérper in verschiedenen Raumpositionen. Nun lisst sich die Frage
stellen, wieviele Punkte des Korpers in allen Positionen auf einer fixen Kugel liegen, wobei jeder Punkt auf
einer eigenen liegen soll. Roth B. zeigte in [29], dass fiir sieben verschiedene Raumpositionen ein Maximum
von 20 solchen Punkten existiert. Weiters demonstrierte er in seiner Arbeit, dass es im Allgemeinen fiir
acht verschiedene Positionen keinen solchen Punkt mehr gibt. Umgelegt auf unser Problem bedeutet dies,
dass wir fiir 40 Positionen nach 6 solchen Punkten suchen.

Tatséchlich gelang es P. Dietmaier [5] im Jahre 1998, ein solches Beispiel wie folgt zu konstruieren.
Man beginnt mit einer beliebigen Geometrie des parallelen Manipulators und berechnet die Losungen,
wobei einige davon reell sind und die restlichen konjugiert komplex. Mit Hilfe einer iterativen Methode
verdndert er die Basis- und Plattformankerpunkte sowie die Beinlédngen so, dass die reellen Losungen
reell bleiben, der Imaginirteil einer der komplexen Losungen jedoch kleiner wird. Nach ein paar Iterati-
onsschritten verschwindet der Imaginérteil und man erhilt eine reelle Doppell6sung, die sich wiederum
nach einigen Iterationsschritten in zwei reelle Losungen aufspaltet. Diesen Vorgang wiederholt man nun
fiir jede komplexe Losung, bis man schlussendlich 40 reelle Losungen erhilt. In Folge werden wir das von
P. Dietmaier konstruierte Beispiel angeben.
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2.2.1 Das Beispiel von Dietmaier

Wenn man also die Angabeelemente wie folgt wihlt, dann erhélt man 40 reelle Lésungen, die in Folge
auch in Abbildung 2.3 und 2.4 graphisch dargestellt sind. Es ist zu bemerken, dass die Kameraposition
bei allen Bildern dieselbe ist und dass #hnliche Losungen nebeneinander abgebildet sind, um die oft
minimalen Unterschiede besser erkennen zu kénnen.
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Abbildung 2.3: Graphische Darstellung von 24 der 40 reellen Lésungen
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Eingabeparameter:
Xi1,1=0 Xo 1 =1107915 X3, = 549094 Xy, = 735077 X5,1 = 514188 Xe,1 = 590473
Xi2=0 Xo0=0 X390 = 756063 Xap = —223935 X5 = —526063 Xeo = 94733
Xi13=0 Xo3=0 X33=0 X4,3 = 525991 X53 = —368418 X3 = —205018
Yi1=0 Yo,1 = 542805 Y31 = 956919 Y41 = 665885 Y51 = 478359 Y51 = —137087
Yio=0 Yoo =0 Y30 = —528915 Yio = —353482 Y5 =1158742 Y5 = —235121
Yi3=0 Y3 =0 Y33 =0 Ys3 = 1402538 Y53 = 107672 Ye,3 = 353913

Ry =1000000  R> = 645275 Rz = 1086284 R4 = 1503439 Rs = 1281933 Re = 771071

’sl :sl

Abbildung 2.4: Graphische Darstellung der verbleibenden 16 reellen Lsungen



Kapitel 3

Singulare Konfigurationen

3.1 Liniengeometrische Grundlagen

Um die singulédren Lagen von parallelen Manipulatoren einfach kennzeichnen zu kénnen, wollen wir zuerst
die dazu bendtigten liniengeometrischen Grundlagen kurz wiederholen beziehungsweise erarbeiten.

3.1.1 Pliickerkoordinaten

Wir betrachten den projektiven dreidimensionalen Raum P?. Eine Gerade L € £ ist eindeutig durch zwei
Punkte x = (zp : w1 : 22 : x3) und y = (yo : y1 : y2 : y3) mit x,y € L und x # y festgelegt, wobei £ die
Geradenmenge des P? bezeichnet. Wenn wir jetzt das Grassmannprodukt x A y bilden, so erhalten wir
die sechs homogenen Geradenkoordinaten (lo1 : lo2 : loz : l23 : I31 : [12) mit

li]’ =LY — LY, (31)
wobei man dieses 6-Tupel auch als die Pliickerkoordinaten der Geraden L bezeichnet. Aus den Eigenschaf-

ten des Grassmannproduktes (bilinear und antikommutativ) folgt nun, dass die Darstellung der Geraden
unabhingig von der Wahl der Punkte auf dieser ist, denn:

XA Ax 4+ py) = AxAX) +puxAy) =pxAy).

Da die Geradenmenge L eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit ist, kann nicht jedes homogene 6-Tupel
eine Gerade beschreiben. Die einschrinkende Bedingung ergibt sich nun aus der folgenden Uberlegung.
Dazu berechnen wir die Determinante der folgenden 4 x 4 Matrix, die den Rang zwei hat und daher eine
verschwindende Determinante.

o X1 T2 I3
Yo Y1 Y2 Ys | _ _ —

det To T1 Ty T3 = ... = 2(l01l23 + l02l31 + lo3l12) =0 (32)
Yo Y1 Y2 Y3

Satz 3.1. Jedes homogene nichttriviale 6-Tupel (loy : loa : log : log : l31 : li2), das die sogenannte
Pliickerbedingung lo1las + loalsy + losliz = 0 erfiillt, stellt genau eine Gerade L € P? dar.

Beweis:

Zuerst wollen wir die Existenz einer solchen Geraden zeigen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen
wir lp; # 0 voraus; im gegenteiligen Fall verlduft der Beweis analog, aber mit anderer Indizierung. Aus
den vorgegebenen Koordinaten /;; bilden wir die zwei Punkte sg = (0 : lo1 : lp2 : log) und 81 = (=lp1 : 0 :
12 : —l31). Wegen lp1 # 0 gilt sg # s1, sodass die Verbindungsgerade L existiert. Berechnet man nun die
Pliickerkoordinaten von L als sg A s1, so erhélt man

so Ast =151 : loiloa : lorlos : —loalar — lizlos : loils1 = loilia,

woraus unter Beriicksichtigung der Pliickerbedingung und der Tatsache, dass es sich um homogene Gera-
denkoordinaten handelt, das gewiinschte Ergebnis folgt. Um die Eindeutigkeit der Geraden L nachzuwei-
sen, reicht es aus sich zu iiberlegen, dass die verwendeten Punkte sy und s; die Schnittpunkte von L mit
den Koordinatenebenen xy = 0 und x; = 0 darstellen. Da diese ja eindeutig bestimmt und verschieden
sind, ist auch L als dessen Verbindungsgerade eindeutig. d

36
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3.1.2 Das Kleinsche Modell des Geradenraumes

Analog zur Study Darstellung der Raumkongruenzen kénnen wir nun die Pliickerkoordinaten einer Ge-
raden als die homogenen Koordinaten eines Punktes des fiinfdimensionalen projektiven Raumes P® auf-
fassen, der konsequenterweise die Basis ey A e1,e9 A es,ey A e3,e5 A ez, ez A e; und e; A ey hat, wenn
eo, €1, e und es die Basis von P? darstellt. Diese Uberlegung fithrt uns direkt zu der folgenden Definition
der Kleinschen Abbildung.

Definition 3.1. Die Kleinsche Abbildung v : L — P® ordnet jeder Geraden L € P® den Punkt (lo1 : lps :
log : lag : I31 : l12) in P® zu, wobei (loy : loa : los : lag : I31 : l12) die Pliickerkoordinaten von L sind.

Da alle Geraden € L der Pliickerbedingung geniigen, existiert eine Bijektion zwischen den Geraden
des projektiven Dreiraumes und den Punkten der Quadrik €2, der Nullstellenmenge der Gleichung (3.2).
Wir wollen diese Quadrik in Folge als die Kleinsche Quadrik bezeichnen und mit M? bezeichnen. Die
Koordinatenmatrix der Kleinschen Quadrik beziiglich der Basis von P? ist regulir, denn

det =——#0.

64

O OO O O
oo O O O
WO O O O O
OO O O ow
OO O oOvEO
O O OoONEO O

Eindimensionale Unterrdume von M}

Sei L eine Gerade des P? und aR ein nichtinzidenter Punkt, dann definieren L und aR ein Geradenbiischel,
welches aus allen Geraden besteht, die durch aR hindurchgehen und L im projektiven Sinn schneiden. Sei-
en nun xR und yR zwei verschiedene Punkte auf L, so lauten die Pliickerkoordinaten des Geradenbiischels

(Mx+py)ha=AxAa)+pulyAa) =X +uY,

wenn X bzw. Y die Verbindungsgerade des Punktes xR bzw. yR mit dem Punkt aR bezeichnet. Daraus
folgt nun, dass das Kleinsche Bild eines Geradenbiischels eine Gerade ist, welche in M} enthalten ist, und
dass diese Abbildung projektiv ist. Es sei nur bemerkt, dass man umgekehrt auch zeigen konnte, dass
die zu zwei Punkten der Kleinschen Quadrik korrespondierenden Geraden nur dann einander schneiden,
wenn deren Verbindungsgerade ein Unterraum von M7 ist.

Zweidimensionale Unterriume von M}

Es sei nun eine Ebene, die durch die drei Punkte xR, yR und zR aufgespannt wird, und ein mit dieser
Ebene nichtinzidenter Punkt aR € P3 gegeben. Dann lésst sich das Geradenbiindel, welches aus allen
durch a gehenden Geraden besteht, in Pliickerkoordinaten als

(MXx+upuy+rvz)ha=AxAa)+pulyAa)+v(zAa) =X +uY +vZ

schreiben, wenn X bzw. Y bzw. Z die Verbindungsgerade des Punktes xR bzw. yR bzw. zR mit dem
Punkt aR bezeichnet. Somit bildet die Kleinsche Abbildung ein Geradenbiindel projektiv auf eine Ebene
C M} ab.

Dual zum Geradenbiindel ist ein Geradenfeld, also die Menge aller Geraden, die in einer Ebene liegen.
Durch Anwendung des Dualitétsprinzipes folgt daraus sofort, dass das Kleinsche Bild eines Geraden-
feldes ebenfalls ein zweidimensionaler Unterraum von M} ist. Somit trigt die Kleinsche Quadrik zwei
3-parametrige Scharen von Ebenen, welche einerseits mit Geradenbiindel und andererseits mit Geraden-
feldern korrespondieren. Es folgt unmittelbar, dass sich zwei Ebenen derselben Schar genau in einem
Punkt schneiden und dass der Durchschnitt zweier Ebenen verschiedener Scharen entweder leer oder eine
Gerade ist. Durch analoge Uberlegung wie bei der Study Quadrik lisst sich leicht zeigen, dass M7 keine
dreidimensionalen Unterrdume besitzen kann.

Bemerkung 3.1. Dem Leser ist sicherlich nicht entgangen, dass es Analogien zwischen der Study Quadrik
und der Kleinschen Quadrik gibt, nur mit dem wesentlichen Unterschied, dass das Linienkontinuum
abgeschlossen ist und zu einer liickenlosen Abbildung der Geraden € P? auf die Punkte der M} fiihrt. Im
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Gegensatz dazu steht die Study Darstellung der Raumkongruenzen bei der aus S7 ein dreidimensionaler
Unterraum herausgeschnitten werden muss. Aber so wiirde es auch in der Liniengeometrie sein, wenn die
uneigentlichen Geraden noch nicht ’erfunden’ wiren. Denn dann miifite man aus der Kleinschen Quadrik
auch die Ebene ly; = lps = lp3 = 0 entfernen. Somit stellen die von Study eingefiihrten Pseudosomen das
Analogon zu den uneigentlichen Geraden dar und haben somit eine Existenzberechtigung.

3.1.3 Lineare Komplexe

Zuerst wollen wir uns eine Bedingung erarbeiten, die die Nullgeradenmenge A einer Nullpolaritiit »
charakterisiert. Dazu seien zuvor nochmals kurz die Eigenschaften einer Nullpolaritdt wiederholt. Eine
Nullpolaritét ist eine selbstadjungierte projektive Korrelation, wobei jeder Punkt selbstkonjugiert ist.
AuBlerdem sollte die Tatsache bekannt sein, dass die Abbildungsmatrix C der Nullpolaritéit schiefsymme-
trisch ist. Eine detaillierte Diskussion dieses Sachverhalts findet sich in [26] sowie in [31].

Satz 3.2. Seien P und Q zwei zueinander konjugierte Punkte beziiglich der Nullpolaritit k mit P # @,
dann gilt PV Q = (P V Q)k, was bedeutet, dass PV @Q eine Nullgerade ist, und umgekehrt gilt, dass man
eine Nullgerade dadurch charakterisieren kann, dass auf ihr lauter Paare konjugierter Punkte liegen.

Beweis:

Da es sich bei k£ um eine Nullpolaritit handelt gilt, P € Px und @ € @Qk. AuBlerdem sind P und
Q) zueinander konjugiert, woraus P € @« und @) € Pk folgt, und fiir jede Korrelation gilt, dass die
Verbindungsgerade zweier Punkte P und @ in die Schnittgerade der Ebenen Px und Qk iibergeht.
Daraus folgt nun

(PVQ)sk=PrNQr=PVAQ.

Betrachten wir nun umgekehrt eine Nullgerade L = Lk und darauf zwei beliebige, voneinander verschie-
dene Punkte P und ). Dann folgt daraus L C Pk und L C @k, womit schon gezeigt ist, dass P und @
konjugiert sind. d

Nun wollen wir mit Hilfe dieses Satzes eine analytische Bedingung herleiten, dass die Gerade L, auf
der die beiden Punkte xR und yR liegen, eine Nullgerade ist. Nach Satz 3.2 miissen die beiden Punkte
konjugiert, sein, was nun heifit, dass der Punkt yR in der Nullebene von xR beziiglich « liegen muss und
umgekehrt, was analytisch folgendes bedeutet:

x'-Cy= Zcijxiyj = Z(Cijl“iyj + ¢jiTyi) = Zcij(l“iyj —z;y;) = 0.
ij i<j i<j

Bezeichnen wir jetzt analog zu (3.1) den Ausdruck z;y; — x;y; mit ;;, so folgt daraus:

Zcijlij = co1lo1+co2loa+cosloz+cazlag+cizlis+cialin = corlor +coaloz+cozlos+ca3laz+csilzi+cializ = 0.
i<j
Bevor wir jetzt dieses Ergebnis im Satz 3.3 formulieren, wollen wir noch die folgenden Vereinbarungen

beziiglich der Notation treffen, mit deren Hilfe sich kommende Sachverhalte iibersichtlicher anschreiben
lassen:

(l01 . l02 . 103 : l23 : l31 : 112) = (l,i)]R mit 1: (l()l,log,log) und i: (l23,l31,112).

Satz 3.3. Gegeben sei eine Nullpolaritit k. durch deren Abbildungsmatiz C mit c;j = —cj; und sei ¢ und
c wie folgt definiert:

€ = (co1, o2, C03), ¢ = (c23,¢31,C12).
Dann ist die Gerade L mit den Plickerkoordinaten (1,1)R genau dann eine Nullgerade der Nullpolaritit
K, wenn die folgende Bedingung erfullt ist:

cl+ecl=0.

Wir haben nun gezeigt, dass die Nullgeraden, dargestellt in Pliickerkoordinaten, durch eine lineare
Gleichung charakterisiert sind. Wir wollen nun allgemein solche Geradenmengen, wie folgt, bezeichnen:
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Definition 3.2. Eine Menge C von Geraden, deren Pliickerkoordinaten eine homogene lineare Gleichung
erfillen, heiffit ein linearer Geradenkomplex oder kurz ein linearer Komplex, wobei die Gleichung immer
in der Form €14 c-1=0 geschrieben werden kann. Falls (c,€) eine Gerade darstellt, also c-€ = 0 gilt,
wollen wir den linearen Komplex als singuldr bezeichnen, ansonsten heifit er reguldr.

Bevor wir den niichsten Satz formulieren, wollen wir uns noch iiberlegen, wann sich die Gerade L,
die durch die Punkte xR und yR aufgespannt wird, und die Gerade G, auf der die Punkte uR und vR
liegen, einander schneiden. Die beiden Geraden schneiden einander genau dann, wenn die genannten vier
Punkte in einer Ebene liegen, was nun analytisch bedeutet, dass

o T1 T2 T3
det Yo Y1 Y2 Y3
Up U1 U2 U3
Vo VI U2 U3

= ... =lo1923 + lo2ga1 + lozgi2 + 23901 + [31902 + l12gos = L'E+1-.g =0

ist. Somit sind schneidende Geraden L und G durch 1.g+1-g = 0, die Schnittbedingung von Sommerville,
gekennzeichnet.

Satz 3.4. FEin singulirer linearer Komplex C besteht aus allen Geraden, die die fize Gerade (c,¢€), die
auch Achse des singuldiren Komplexes genannt wird, schneiden. Jeder regulire lineare Komplex ist die
Menge der Nullgeraden einer Nullpolaritit .

Beweis:

Wenn nun (¢, c) eine Gerade repriisentiert, dann folgt die erste Behauptung direkt aus der zuvor herge-
leiteten Schnittbedingung von Sommerville.

Nun sei C ein regulirer linearer Komplex mit €1+ c-1 = 0, ¢-€ # 0, und mit € = (co1, co2, Co3),
¢ = (c23, €31, c12). Die ¢;; bestimmen nun eine schiefsymmetrische Matrix C = (¢;;), deren Determinante
gleich (cope23 + co2¢31 + co3c12)? = (c-€)? # 0 ist. Somit ist C reguliir und beschreibt eine Nullpolaritét
k, deren Nullgeradenmenge nach Satz 3.3 die Gleichung €-1+ c-1 = 0 erfiillt. O

Satz 3.5. Alle requliren linearen Komplexe C in P? sind projektiv dquivalent.

Beweis:

Der Beweis verlauft nun so, dass wir ein geeignetes projektives Koordinatensystem angeben wollen, sodass
jeder lineare Komplex C durch die Gleichung lps3 + I35 = 0 bestimmt ist und somit alle diese Komplexe
projektiv dquivalent sind.

Dazu betrachten wir nun die mit C verbundene Nullpolaritit x und eine Gerade (G, die keine Nullge-
rade sein soll, und die Punkte boR, b3R € G. Da G keine Nullgerade ist, miissen G und Gk windschief
zueinander sein, denn wiirden sie einander schneiden, dann wére der Schnittpunkt der Nullpunkt, der
durch die beiden Geraden aufgespannten Ebene und somit G und Gk Nullgeraden, was zu einem Wider-
spruch fiihrt. Somit kénnen wir auf Gk die Punkte by R und bsR wihlen, und den Einheitspunkt beliebig
vorgeben. Da aus Satz 3.2 unmittelbar folgt, dass das hyperbolische Netz der Treffgeraden von G und Gk
aus lauter Nullgeraden besteht, sind die Geraden byRAb; R, bgRAbs R, b3sRAb; R und b3RAbsR eben-
falls solche. Die Pliickerkoordinaten dieser vier Geraden miissen somit die Gleichung €1+ c1 = 0 erfiillen,
woraus unmittelbar cg; = cg2 = ¢31 = o3 = 0 folgt. Somit erhalten wir die Bedingung cop3loz + ¢12l12 = 0,
in der wir p = % setzen und somit p-loz + 12 = 0 bekommen. Der Faktor p verschwindet nun, wenn wir
den Einheitspunkt speziell als (p: 1:1: 1) wihlen, was durch Nachrechnen leicht bestiitigt werden kann
und woraus das gewiinschte Ergebnis folgt. O

Um nun die singulidren Lagen von Stewart Gough Plattformen leicht geometrisch charakterisieren zu
konnen, fehlt uns nur noch der folgende Satz.

Satz 3.6. Die Menge der Bahnnormalen einer Schraubung ist gleich der Menge der eigentlichen Geraden
eines requldren linearen Komplexes und umgekehrt.

Beweis:

Dazu wollen wir zuerst die Schraubung ¢ um die z-Achse mit Schraubparameter p und reellen Parameter
t anschreiben:

cost —sint 0 0 T
x—x(t) = |[sint cost O|x+[ 0 |=|y (3.3)
0 0 1 p-t z
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Es sei bemerkt, dass p # 0 ist, da es sich ansonsten um keine Schraubung, sondern um eine reine Drehung
um die z-Achse handelt. Wir wollen nun das Geschwindigkeitsvektorfeld der Schraubung berechnen, indem
wir x(t) bilden:

—sint —cost 0 0 —y
x(t)=| cost —sint O|x+|0) =z | =v. (3.4)
0 0 0 p P

Es sei nur bemerkt, dass das so erhaltene Geschwindigkeitsvektorfeld zeitunabhingig ist. Nun wollen wir
die Pliickerkoordinaten (1,1) einer Bahnnormalen berechnen, die aufgespannt wird durch (1,x) und den
Fernpunkt (0,n), wobei n auf v normal steht. Somit erhalten wir fiir (1,1) = (n,xx n), und weiters muss
gelten, dass die Bahnnormalen auf v orthogonal stehen, woraus die Bedingung v = —ylg1 + zlo2 + plos =
0 folgt, da 1 den Richtungsvektor der Bahnnormalen darstellt. Wir wollen nun noch eine Bedingung
formulieren, die angibt, wann der Punkt x auf der Bahnnormalen (1,1) liegt. Dazu wollen wir zuerst eine
Gerade durch x bestimmen, die parallel zu der Bahnnormalen ist, also als (1,x)V(0,1) = (1, xx1) berechnet
werden kann. Daraus folgt nun die Inzidenzbedingung 1=xx 1, woraus man sich l;5 = —ylo1 + loo
ausdriicken kann. Somit erfiillen alle Bahnnormalen die Gleichung plgs + l12 = 0 und liegen somit in
einem linearen Komplex.

Nun wollen wir noch den Beweis in die umgekehrte Richtung fiihren. Sei nun x die mit dem linearen
Komplex assoziierte Nullpolaritit in P? mit A, als Nullpunkt der Fernebene w. Diejenige Gerade L durch
Ay, deren Nullpolare Lk die absolute Polare von A, ist, heifit die Gewindeachse des Nullgeradengewindes
von k. Nun wihlen wir ein projektives Koordinatensystem so, dass der Ursprung auf der Geraden L
liegt, die zugleich die z-Achse darstellen soll. Wenn wir das Koordinatensystem analog zu Satz 3.5 mit
boR,bsR € L und b;R bsR € Lk wihlen, folgt daraus sofort, dass der Geradenkomplex in diesem
neuen Koordinatensystem die Gleichung plps + l12 = 0 erfiillt. Somit hat die Abbildungsmatrix C der
Nullpolaritit die folgende Gestalt:

00 0 -p
00 -1 0
C= 0 1 0 0
p 0 0 0

Nun gilt fiir die Ebenenkoordinaten der Nullebene Pk des eigentlichen Punktes P = (1 : £ : i : ()
folgendes: Pk = (—(p: —n : £ : p). Die Nullebene Pk geniigt also der kartesischen Gleichung —(p — nz +
&y + pz = 0, womit (—n,&,p), den Normalvektor auf diese Ebene darstellt. Das ist aber laut (3.4) ein
Tangentenvektor von P an die durch P gehende Schraublinie mit dem Schraubparameter p. a

Wir wollen nun noch die zwei in diesem Satz nicht berticksichtigten Grenzfille der Schraubung betrachten,
ndmlich wenn einerseits p = 0 bzw. p = oo ist. Im ersten Fall handelt es sich, wie schon zuvor erwihnt,
um eine reine Drehung um die z-Achse, woraus sofort folgt, dass alle Bahnnormalen diese schneiden und
somit in einem singuliren linearen Komplex mit eigentlicher Achse liegen. Im anderen Fall handelt es sich
um eine reine Schiebung entlang der Schraubachse, wodurch alle Bahnnormalen die Ferngerade der xy-
Ebene schneiden und somit auch einen singuléren linearen Komplex bilden, jedoch jetzt mit uneigentlicher
Komplexachse.

3.2 Singulare Lagen von Stewart Gough Plattformen

Mit Hilfe dieses kinematischen und liniengeometrischen Wissens kénnen wir die singuléren Lagen von
Stewart Gough Plattformen, wie folgt, elegant charakterisieren. Singulére Lagen sind ndmlich dadurch
gekennzeichnet, dass der parallele Manipulator in diesen Positionen infinitesimal beweglich ist. Wenn
nun ein Plattformpunkt bei fixen Beinlingen eine Bewegung ausfiihren kann, dann muss er den Abstand
zu seinem Basisankerpunkt beibehalten. Somit steht jede mogliche Bahntangente auf das dazugehorige
Bein normal, woraus folgt, dass alle sechs Beine dem Bahnnormalenkomplex der Momentanschraubung
angehoren miissen und somit in einem linearen Komplex liegen. In solchen singuldren Lagen existieren
also nm unkontrollierbare Freiheitsgrade, was dazu fiihrt, dass der Manipulator in solchen Lagen nur
6 — n Freiheitsgrade besitzt. Nun konnen wir ohne weiteren Beweis den folgenden entscheidenden Satz
formulieren.

Satz 3.7. Fine Stewart Gough Plattform ist genau dann in einer singuliren Lage, wenn die sechs Beine
einem linearen Geradenkomplex angehdren.
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Wir wollen nun diesen Sachverhalt auch durch eine Gleichung kennzeichnen und greifen aus diesem
Zweck auf die Studyparametrisierung aus Satz 11.1 zuriick. Wenn wir die gleiche Notation fiir die Basi-
sankerpunkte und Plattformankerpunkte, wie im Kapitel 2 veranschlagt, beibehalten, dann 14sst sich das
i-te Bein, das wir ja als Gerade auffassen konnen, in Pliickerkoordinaten, wie folgt, anschreiben:

i, 1) =XiVY; = (1, X1, X2, Xi3) A (YVio, Vi1, Yio,YViz) = (loi,lo2, lo3, l23, l31, l12)

mit — - ivd Y
lot =Yi1 — Xi1Yip0, lag = XipVis — Xi3Vip,
loo =Yi»— X;2Yip0, I = XiaVin — XinYig,
los =Y;35—X;3Y 0, iz = XinYip — XipYin
Ersetzen wir nun Y; ; mit j = 0,..,3 durch
Yio do + di +d3 + d3 0 0 ! !
Vii | _ [2(dods — dido + dods — dsd>)  df +d3 —d3 —dj  2(did> —dods)  2(dids +dods) | | Yis
Vio | = | 2(dods — dids — dodo +dsdy)  2(dids +dods)  di —di +d3 —d}  2(dads —dody) | | Vi |’
Yis 2(dods + dida — dody — dsdo)  2(dids —dodz)  2(deds +dodr)  d§ —df —d3 +d3/ \Yis

so erhalten wir die gewiinschte Darstellung des i-ten Beines, die nun nicht mehr explizit angeschrieben

wird, sondern mit (I;,1;)R notiert wird. Die sechs Geraden (1;, ;)R mit i = 1,..,6 liegen nun in einem
linearen Komplex, wenn sie die Gleichung €-1; + c¢-1; = 0 erfiillen, also deren Kleinschen Bilder in
einer Hyperebene liegen. Dies hat als Konsequenz, dass der Rang der Matrix, in dessen Spalten die
Pliickerkoordinaten (1;,1;) der sechs Beine stehen, kleiner als 6 sein muss. Nun kénnen wir das analytische
Kriterium fiir die singuldren Lagen von Stewart Gough Plattformen, wie folgt, formulieren.

Satz 3.8. Die Stewart Gough Plattform ist dann und nur dann in einer singuldren Lage, wenn die
folgende Bedingung erfillt ist:

Ji=det (1,17 (1, 1)7 (15,13)7 (L,1)7 (15,15)7 (16,1)7) = 0. (3.5)

J = 0 ist eine homogene Gleichung vom Grad 12 in den Unbekannten d;, Jl mit ¢ =0, .., 3, jedoch hitte
es wenig Sinn diese Gleichung explizit anzuschreiben, da sie weit tiber 100 000 Terme besitzt. J kann jedoch
als Hyperfliche des P7 aufgefasst werden, deren Schnitt mit der Study Quadrik eine fiinfdimensionale
Mannifgaltigkeit vom Grad 24 ist und die die Losung unseres Problems darstellt. Um einen besseren
Uberblick iiber die Mannigfaltigkeit der singuliren Lagen zu erhalten, wollen wir diese in verschiedene
Klassen einteilen, was uns auch ermdoglichen wird, systematisch nach singuldren Lagen von Stewart Gough
Plattformen zu suchen. Jedoch sind dafiir im n#chsten Abschnitt noch Vorbereitungsarbeiten zu leisten.

3.2.1 Lineare Mannigfaltigkeiten von linearen Komplexen

Wir wollen uns noch einmal an die Kleinsche Abbildung v erinnern, die ja das Linienkontinuum auf
die Kleinsche Quadrik in P° abbildet. Bislang fehlt uns jedoch eine geometrische Interpretation jener
Punkte des P®, die nicht auf M} liegen. Das Kleinsche Bild der Geraden eines linearen Komplexes C
erfiillen ja die homogene lineare Gleichung €-1+ c¢-1 = 0, was nun bedeutet, dass diese Geraden im
Durchschnitt der durch diese Gleichung festgelegten vierdimensionalen Hyperebene mit der Kleinschen
Quadrik liegen. Diese Gleichung ist auch zu entnehmen, dass der Punkt (¢,€)R mit jedem Punkt der
Hyperebene beziiglich der Polaritéit an M} konjugiert ist, also der Pol der Hyperebene ist. Somit haben
wir eine geometrische Interpretation dieser Punkte geliefert und kénnen nun eine erweiterte Kleinsche
Abbildung 7 definieren.

Definition 3.3. Die erweiterte Kleinsche Abbildung 7 bildet einen linearen Komplex, der durch die
Gleichung €1+ c-1 =0 bestimmt ist, ab auf den Punkt (c,€)R des P®.

Es sei nun bemerkt, dass diese erweiterte Kleinsche Abbildung eine Bijektion zwischen der Menge
der linearen Komplexe des P? und den Punkten des P® darstellt, wobei genau den Punkten auf der
Pliickerquadrik singulire Geradenkomplexe entsprechen.
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Biischel linearer Komplexe

Eine eindimensionale lineare Mannigfaltigkeit von linearen Komplexen heifit ein Biischel von linearen
Komplexen. Das Bild eines solchen Biischels unter der erweiterten Kleinschen Abbildung ist eine Gerade
G in P®. In Folge sind jetzt vier Fille zu unterscheiden, je nachdem ob diese Gerade Teilmenge, Sekante,
Tangente oder Passante von M} ist.

Teilmenge Nun besteht das Biischel aus lauter singuléren linearen Komplexen. Die zugehorigen Ach-
sen liegen in P? in einem Biischel um den Punkt B. Die Geradenmenge, die nun all diesen singuliren
Komplexen angehort, besteht aus allen Geraden der Ebene, die durch die Achsen der linearen Komplexe
aufgespannt wird, und einem Geradenbiindel durch den Punkt B. Das Kleinsche Bild dieser Geradenmen-
ge, das nun im dreidimensionalen Polarraum von G beziiglich M? liegen muss, entspricht zwei Ebenen
von M}, die unterschiedlichen Scharen angehoren und sich entlang einer Geraden schneiden.

Sekante In diesem Fall beinhaltet die Gerade GG genau zwei singulére Komplexe, und man bezeichnet
daher dieses Biischel auch als hyperbolisch. Die Geradenmenge, die nun allen linearen Komplexen des
Biischels angehort, ist somit gleich der Treffgeradenmenge der beiden Achsen der singuliren linearen
Komplexe und heif}t hyperbolisches Netz. Die Achsen sind stets windschief, da ja die Verbindungsgerade
der den Achsen entsprechenden Punkte im Bildraum keine Teilmenge von M} ist. Das Kleinsche Bild
der Treffgeradenmenge der beiden Achsen, das nun wiederum im dreidimensionalen Polarraum von G
beziiglich M} liegen muss, ist nun ein Hyperboloid. Dies muss so sein, denn nehmen wir an, X sei ein
Punkt auf einer Achse des Netzes, dann spannt dieser mit der anderen Achse eine Ebene auf, in der das
Geradenbiischel um X liegt, welches der Netzgeradenmenge angehort. Da nun alle diese Geradenbiischel
auf der einen Achse keine Netzgerade gemeinsam haben konnen, miissen deren Kleinschen Bilder alle
zueinander windschief sein. Dasselbe gilt fiir die Geradenbiischel um Punkte auf der anderen Achse, die
Teilmengen des hyperbolischen Netzes darstellen, womit wir zwei Scharen von windschiefen Geraden € P;
erhalten. Nun haben aber ein beliebiges Geradenbiischel der einen Achse und eines der anderen Achse
stets eine gemeinsame Gerade. Dies bedeutet nun, dass jede Gerade der einen Schar mit jeder Gerade der
anderen Schar genau einen Schnittpunkt besitzt, was nun beweist, dass es sich bei der Mannigfaltigkeit,
die durch den Schnitt des dreidimensionalen Polarraum mit M} entstand ist, wirklich um ein Hyperboloid
handelt.

Passante Die Gerade G tréigt keine singuldren Komplexe, und daher wird das Biischel auch als el-
liptisch bezeichnet. Jedoch existieren zwei konjugiert komplexe Schnittpunkte von G mit M? iiber dem
Korper der komplexen Zahlen C. Diese Punkte entsprechen zwei konjugiert komplexen Geraden K und K
in der komplexen Erweiterung von P23, die aus demselben Grund wie zuvor windschief zueinander liegen
miissen, also hochimaginir sind. Somit besteht die Geradenmenge, die nun allen linearen Komplexen des
elliptischen Biischels angehort und die wir als elliptisches Netz bezeichnen, aus den reellen Treffgeraden
der konjugiert komplexen hochimaginiren Geraden K und K . Um diese abstrakte Aussage etwas an-
schaulicher zu gestalten, wollen wir uns nun iiberlegen, dass durch jeden reellen Punkt X des P? genau
eine Netzgerade des elliptischen Netzes geht. Die Treffgerade T' LBt sich nun als (X V K) N (X V K)
anschreiben. Bilden wir nun das Konjugium, so erhalten wir:

T=(XVEK)N(XVK)=(XVEK)N(XVK)=(XVK)N(XVK)=T = T ist reell.

Wenn wir nun das Kleinsche Bild der Treffgeradenmenge der zwei konjugiert komplexen hochimaginéren
Geraden bestimmen wollen, kénnten wir genauso argumentieren wie im Fall des hyperbolischen Netzes,
nur mit dem Unterschied, dass wir uns jetzt iiber dem Korper der komplexen Zahlen befinden. Wir
erhalten somit einmal eine Schar von komplexen Geraden im Bildraum, die alle paarweise windschief
sind. Die andere Schar besteht nun aus allen Geraden, die zu jenen der ersten Schar konjugiert sind,
da die Netzachsen konjugiert komplex sind. Eine Gerade der ersten Schar und dessen konjugierte aus
der zweiten Schar haben nun genau einen reellen Schnittpunkt, der der gemeinsamen Geraden der den
beiden konjugiert komplexen Geraden entsprechenden Geradenbiischel entspricht. Diese Gerade ist reell,
da sie unter dem Kunjugium in sich iibergeht. Somit beinhalten die beiden Scharen lauter niederimaginére
Geraden, womit es sich um eine ovale Quadrik handelt.
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Tangente Nun enthilt G genau einen singuliren linearen Komplex, und man nennt das Biischel pa-
rabolisch. Das Biischel wird nun aufgespannt durch eben diesen linearen Komplex sowie durch einen
beliebigen reguléiren Komplex € G. Die Achse des singuliren Komplexes gehort nun jedem beliebigen
reguliiren Komplex von G an, da das Kleinsche Bild der Achse, das mit dem Beriihrpunkt von G' mit M}
iibereinstimmt, stets in der Polarhyperebene eines reguliren Komplexes € G beziiglich M? liegt, weil ja
G eine Tangente der Kleinschen Quadrik ist. Somit besteht die gemeinsame Geradenmenge aller linearen
Komplexe des parabolischen Biischels, die nun konsequenterweise als parabolisches Netz bezeichnet wird,
aus allen Nullgeraden der durch einer der reguléren linearen Komplexes € G induzierten Nullpolaritét
k, die die Achse A des singulidren Komplexes, die eine Nullgerade von « ist, schneiden. Wiederum geht
durch jeden Punkt X des P? genau eine Netzgerade des parabolischen Netzes, denn X spannt mit A eine
Ebene auf, deren Nullpunkt N beziiglich & nun ein Punkt auf A sein muss. Die Verbindungsgerade von
X mit IV ist nun eine Nullgerade, da X in der Nullebene von NV liegt und somit X und N konjugiert sind.
Das Kleinsche Bild der parabolischen Netzgeradenmenge ist nun ein quadratischer Kegel, was, wie folgt,
zu begriinden ist. Das parabolische Netz besteht ja aus lauter Geradenbiischel, die eine Gerade und zwar
A gemein haben. Die Kleinschen Bilder dieser Geradenbiischel sind nun lauter Geraden, die durch einen
Punkt gehen, der mit der Geraden A korrespondiert. Da es sich um eine quadratische Mannigfaltigkeit
handeln muss, ist nun das Kleinsche Bild der Netzgeraden ein Kegel.

Biindel linearer Komplexe

Eine zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit von linearen Komplexen heifit ein Biindel von linearen
Komplexen. Das Bild eines solchen Biindels unter der erweiterten Kleinschen Abbildung ist eine Ebene
e in P°. Nun sind wiederum einige Fallunterscheidungen notwendig je nachdem, wie die Ebene zu M}
liegt, jedoch wollen wir nur die fiir unseren Zweck entscheidenden zwei Fille untersuchen. Der Schnitt
aus € mit M7 besteht aus:

2 reellen Geraden E und F. Nun enthilt e N M7 lauter singuliire Komplexe, deren Achsen auf zwei
Geradenbiischel verteilt sind, je nachdem, ob das 7-Bild des singuldren Komplexes auf E oder F liegt.
Diese zwei Geradenbiischel haben genau eine Gerade gemein, nédmlich jene, deren Kleinsches Bild gleich
dem Schnittpunkt von E und F ist. Auflerdem sei noch bemerkt, dass die Geradenbiischel auch stets
in zwei voneinander verschiedenen Ebenen liegen miissen, da ansonsten e eine Teilmenge von M} sein
miisste, was einen Widerspruch zu unserer Voraussetzung darstellen wiirde. Die Geradenmenge, die nun
all diesen singuldren Komplexen angehort, verteilt sich wiederum auf zwei von einander verschiedene
Geradenbiischel. Jedes dieser Biischel hat denselben Biischelscheitel wie ein Geradenbiischel der Achsen,
jedoch liegt es in der Ebene, die durch das andere Achsenbiischel aufgespannt wird.

1 reellen Kegelschnitt. Je drei paarweise verschiedene Punkte dieses Kegelschnittes, die mit sin-
guléren Geradenkomplexen korrespondieren, spannen nun die Ebene € auf. Die Achsen dieser singuliren
Komplexe liegen zueinander paarweise windschief, denn wiirden sich zwei der Achsen schneiden, so miisste
die Verbindungsgerade der Kleinschen Bilder der Achsen eine Teilmenge von M} sein, woraus sofort fol-
gen wiirde, dass der Kegelschnitt zerfallen miisste, was einen Widerspruch zu unserer Annahme darstellt.
Die Geradenmenge, die nun allen singuliren Komplexen von e angehért, ist somit dquivalent mit der
Treffgeradenmenge der zuvor genannten drei paarweise wiedschiefen Achsen der Komplexe. Wie dem Le-
ser bekannt sein miisste, ist dies ein Regulus. Mit diesem Ergebnis wollen wir nun die Vorarbeit fiir den
kommenden Abschnitt abschlieflen.

3.2.2 Systematische Suche nach singuliren Lagen

Nun wollen wir eine Einteilung der singulidren Lagen nach geometrischen Gesichtspunkten vornehmen.
Die Grundiiberlegung lautet nun so, dass die Stewart Gough Plattform singuldr beweglich ist, wenn
das Kleinsche Bild von n + 1 Beinen einen n-dimensionale Unterraum aufspannen, was nun die folgende
Fallunterscheidung nach sich zieht. Zuvor wollen wir jedoch noch eine Vereinbarung beziiglich der Notation
treffen, nimlich, dass wir das Kleinsche Bild der Geraden (1;,1;)R mit L; bezeichnen wollen.
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1.Fall: n=1

Wir wollen alle Lagen des Manipulators ausfindig machen, in denen L; = L; gilt mit ¢ < j und 4,5 €
{1,2,3,4,5,6}, was bedeutet, dass zwei Beine auf einer Geraden liegen. Hier sind (g) = 15 Unterfille zu
beachten, wobei wir die Vereinigungsmenge iiber die zugehorigen 15 Losungsmannigfaltigkeiten mit IV;
bezeichnen wollen. Die fiinfzehn Lésungsmannigfaltigkeiten miissen nicht disjunkt sein, denn es kénnte
auch passieren, dass k Beine in einer Position des Manipulators zusammenfallen. Jedoch miissen dann
die k Basisankerpunkte sowie deren entsprechenden k Plattformankerpunkte kollinear liegen. In diesem
Fall wére der momentane Freiheitsgrad der Plattform gleich 6 — k + 1.

2.Fall: n=2

Wir wollen von vornherein alle Lagen des Manipulators ausschliefen, die bereits im ersten Fall enthalten
sind. Dies bedeutet nun, dass wir alle Lagen finden wollen, in denen L;, L; und Lj; mit ¢ < j < k und
i,5,k € {1,2,3,4,5,6} kollinear liegen, was nun, wie wir uns bereits iiberlegt haben, bedeutet, dass das
i-te, j-te und k-te Bein in einem Geradenbiischel liegen. Es existieren somit (g) = 24 Unterfélle. Es sei
bemerkt, dass die Losungsmannigfaltigkeiten dieser 24 Fille nicht disjunkt sein miissen, denn es kénnte
zum Beispiel der Fall sein, dass es Positionen des Manipulators gibt, in denen vier oder mehr Geraden
in einem Geradenbiischel liegen. Somit entspechen Punkten, die im Durchschnitt zweier oder mehrerer
dieser 24 Losungsmengen liegen, Positionen der Plattform, die momentan einen Freiheitsgrad kleiner als
5 aber grofler als 2 besitzen. Wir wollen jetzt noch die Vereinigungsmenge der 24 Losungsmengen mit No
bezeichnen.

3.Fall: n=3

Dem entsprechen nun alle Lagen, in denen L;, L;, L und L; mit ¢ < j < k < [l und 4,j5,k,l €
{1,2,3,4,5,6} in einer Ebene ¢ liegen. Wobei jene Lagen ausgeschlossen werden sollen, in denen zwei
Geraden zusammenfallen oder drei der vier genannten Geraden in einem Geradenbiischel liegen, also
bereits in den N; U Ny enthalten sind. Hier ist eine weitere Fallunterscheidung nétig, denn wir haben
im bisherigen Verlauf der Arbeit bereits vier Konfigurationen von vier Geraden kennengelernt, deren
Kleinschen Bilder in einer Ebene liegen.

Geradenfeld Die Ebene e gehort der Schar der Ebenen von M7 an, die mit Geradenfeldern korre-
spondieren. In diesem Fall existieren (Z) = 15 Unterfille, und wir wollen die Vereinigungsmenge der 15
Losungsmengen mit N3, bezeichnen.

Geradenbiindel Nun gehért e der anderen Schar von Ebenen an, die M} trigt, was nun bedeutet,
dass die vier Beine in einem Geradenbiindel liegen. Wie zuvor existieren wiederum 15 Unterfille, wobei
wir die Vereinigungsmenge der zugehorigen Losungsmengen mit N3, bezeichnen wollen.

Regulus In diesem Fall schneidet ¢ die Kleinsche Quadrik in einem Kegelschnitt, was nun bedeutet,
dass die vier Geraden in einem Regulus liegen. Wiederum existieren 15 Unterfélle, wobei wir diesmal die
Vereinigungsmenge der zugehorigen Losungsmengen mit N3, bezeichnen wollen.

Sonderfall Jetzt schneidet € aus M? zwei reelle Gerade heraus, womit die vier Beine im Raum, wie folgt,
liegen miissen. Zwei Beine schneiden einander und ebenso die restlichen zwei. Auflerdem miissen die zwei
dadurch aufgespannten Ebenen verschieden voneinander sein, und die zwei so entstandenen Schnittpunkte
miissen auf der Schnittgerade der beiden Ebenen liegen. In diesem Fall existieren 3-15 = 45 Unterfille,
da es fiir je 4 Geraden wiederum drei Moglichkeiten gibt. Konsequenterweise wollen wir die Vereinigung
der 45 Losungsmengen mit N3q bezeichnen.

Bemerkung 3.2. Die Mengen, deren jeweilige Vereinigung N3; mit i € {a, b, ¢, d} ergeben, miissen wieder-
um nicht disjunkt sein, jedoch kann man sich leicht iiberlegen, dass folgende Aussagen gelten:

N3. N N3, ={}, N3N N3, ={}.

Daraus folgt auch sofort, dass der Durchschnitt iiber allen Nj3; die leere Menge ist und dass der einzige
Durchschnitt iiber drei Mengen, der ungleich @ sein kann, der iiber N3,, N3, und N34 ist. Losungen aus
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diesem Durchschnitt korrespondieren dann mit Lagen des Manipulators, in der dieser einen momentanen
Freiheitsgrad von 3 hat.

4.Fall: n—4

Dem entsprechen nun alle Lagen, in denen L;,Lj,Ly,L; und L, mit i < j < k < I < m und
i,7,k,0,m € {1,2,3,4,5,6} einen dreidimensionalen Raum aufspannen. Wobei von vornherein jene Lagen
ausgeschlossen werden sollen, die bereits in den Féllen 1, 2 und 3 beinhaltet sind. Hier sind wiederum 4
uns schon bekannte Fille zu unterscheiden:

Hyperbolisches Netz In diesem Fall spannen die 5 Geraden einen dreidimensionalen Unterraum auf,
der aus der Kleinschen Quadrik ein Hyperboloid herausschneidet. Es sind hier wiederum (f) = 6 Unterfille
zu unterscheiden, wobei wir die Vereinigungsmenge der sechs entsprechenden Losungsmannigfaltigkeiten

mit Ny, bezeichnen wollen.

Elliptisches Netz Nun schneidet der durch die 5 Geraden aufgespannte Unterraum die Kleinsche
Quadrik nach einer ovalen Quadrik. Es existieren wiederum (¥) = 6 Unterfille, wobei wir die Vereini-
gungsmenge der sechs zugehorigen Losungsmengen mit Ny bezeichnen wollen.

Parabolisches Netz Hier schneidet der dreidimensionale Unterraum, in denen L;, L;, Ly, L; und L,
liegen, M7 nach einem quadratischen Kegel. Man unterscheidet nun wieder (?) = 6 Unterfille, wobei wir
die Vereinigungsmenge der zugehorigen Losungsmannigfaltigkeiten mit N4, anschreiben wollen.

Sonderfall In diesem Fall gibt es nun zwei mogliche Konfigurationen. Entweder gehoren drei der fiinf
Geraden einem Ebenenfeld an und die verbleibenden zwei schneiden einander in einem Punkt dieser
Ebene oder nur zwei Geraden liegen in einem Ebenenfeld und die anderen drei besitzen einen gemein-
samen Schnittpunkt in dieser. Dadurch ergeben sich (¢)-[(5) + (3)] = 120 Unterfille, wobei wir die
Vereinigungsmenge der diesen Féllen entsprechenden Losungsmengen mit N4q bezeichnen wollen.
Bemerkung 3.3. Der Durchschnitt tiber die Losungsmannigfaltigkeiten, deren Vereinigung die Menge Ny;
mit i = a, b, c ergeben hat, muss nicht die leere Menge sein. Denn Punkte dieses Durchschnitts wiirden
Lagen des Manipulators entsprechen, in denen alle Beine einem Netz angehéren, und die Plattform somit
zwel momentan unkontrollierbare Freiheitsgrade besitzen wiirde. Jedoch kénnen wir mit Gewissheit sagen,
dass der Durchschnitt {iber die 120 Losungsmengen, deren Vereinigung gleich N44 ist, die leere Menge
ist. Auflerdem gilt stets, dass die Mengen Ny 4, Nayp, Na und Ny g4 paarweise disjunkt sind, was sich
leicht, wie folgt, iiberlegt werden kann. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass
Li,Ly,L3,L4,Ls € Ny; und Ly, Lo, L3, Ly, Le € Nyj gilt mit ¢ # j. Da wir zu Beginn ausgeschlossen
haben, dass keine 4 Punkte in einer Ebene liegen, miissen je vier Punkte bereits den Raum aufspannen,
in dem alle fiinf Punkte liegen. Da die beiden Mengen 4 gleiche Punkte besitzen, spannen sie denselben
Raum auf, was ¢ = j zur Folge hat und somit einen Widerspruch zu unserer Voraussetzung darstellt,
womit die Aussage bewiesen ist.

5.Fall: n=5

Diesem Fall entsprechen Lagen des Manipulators, in denen Ly, Ly, L3, Ly, L5 und Lg in einer Hyperebene
liegen, wobei wir von vornherein wieder jene Lagen ausschlieBen wollen, die bereits in den Fillen 1, 2,
3 und 4 beinhaltet sind. Dies bedeutet nun, dass das Kleinsche Bild von je 5 Beinen eine Hyperebene
aufspannen muss. Hier sind nur mehr die folgenden zwei Félle zu unterscheiden.

Regulirer Komplex In diesem Fall liegt der Pol der durch die sechs Punkte aufgespannten Hyperebene
beziiglich M? nicht auf der Kleinschen Quadrik. Wir wollen die dazugehérige Losungsmenge mit N,
bezeichnen.

Singulidrer Komplex In diesem Fall liegt der Pol der durch die sechs Punkte aufgespannten Hyper-
ebene beziiglich M7 auf der Kleinschen Quadrik. Wir wollen die dazugehérige Losungsmenge mit Nsy,
notieren.

Bemerkung 3.4. Trivialerweise sind die Mengen N5, und Nz, disjunkt.



KAPITEL 3. SINGULARE KONFIGURATIONEN 46

Alle moglichen Fille wurden somit abgehandelt, jedoch kénnte man innerhalb der einzelnen Mengen N;
noch eine Unterscheidung beziiglich des momentanen Freiheitsgradse treffen, wobei gilt, dass eine Losung
aus V; mindestens ¢ kontrollierbare Freiheitsgrade besitzen muss. Es sei bemerkt, dass man bei der Be-
rechnung der singuliren Lagen in der Praxis noch Bedingungen hinzufiigen miisste, die den Arbeitsraum
des Manipulators charakterisieren. Dieser wird ndmlich beschrinkt durch die mechanischen Limits der
Kugel- oder Kardangelenke, durch die Liange der Beine und dadurch, dass die Stébe wihrend einer Be-
wegung sich gegenseitig behindern kénnen. Auflerdem sind Positionen der Plattform zu vermeiden, die
nahe solchen singulidren Lagen sind, weil sie dann an Stabilitdt verlieren, was sogar dazu fiithren kann,
dass die Plattform in eine andere Position umspringt. Dieses Phinomen wollen wir in Folge etwas n&her
betrachten.

3.2.3 Umspringen der Plattform in eine andere Position

Wir wollen nun von der Schraubung o in (3.3) ausgehen und zeigen, dass fiir ein fix gewiihltes t der
folgende Satz gilt:

Satz 3.9. Alle Geraden, die normal auf x(t) — x stehen mit x € R®, und durch den Punkt m(x) =
+(x +x(t)) hindurchgehen, gehéren einem linearen Komplex an.

Beweis:

Wir wollen diesen Sachverhalt beweisen, indem wir zeigen, dass die Abbildung vom Punkt my(x) auf
die Normalebene e beziiglich x(t) — x durch m;(x) eine Nullpolaritdt ist. Wenn wir mit homogenen
Koordinaten rechnen, dann erhalten wir

2 1

1| z(cost+1)—ysint | |¢
mt(x)_§ y(cost +1) +xsint |~ | n
2z + p-t ¢

Wenn wir nun aus dieser Gleichung x,y und z ausdriicken iiber &, 7 und ¢ und in x(¢) — x einsetzen, so
erhalten wir

0 0
cost—1
_ | e | = | W
x(t) —x= | 8k, | = u
sint 2
p-t Uz

In der Ebenengleichung fiir e: £-uy + n-us + (-u3 + 1o = 0 miissen wir nur noch den konstanten Faktor ug
bestimmen, indem wir die Koordinaten von m(x) einsetzen. Wenn wir dies tun, erhalten wir: ug = —(pt.
Somit kénnen wir jetzt die Abbildungsmatrix angeben, die den Punkt m;(x) auf die Ebene & abbildet:

Ug 0 0 0 —p-t 1

uwi| |0 0 ¢ 0 ¢ it _cost—1

] | 0 —c 0 O n m T sint

u3 pt 0 0 0 ¢
Da nun die Abbildungsmatrix schiefsymmetrisch ist, handelt es sich um eine Nullpolaritiit, wodurch die
obige Behauptung schon bewiesen ist. d

Dieses Ergebnis hat nun folgende Konsequenz. Angenommen, wir haben die Geometrie der Stewart Gough
Plattform sowie alle sechs Beinldngen vorgegeben, dann existieren im allgemeinen 40 Positionen, in denen
die Plattform zusammengebaut werden kann. Nun kann es sein, dass zwei Losungen der Vorwirtskine-
matik relativ dhnlich sind, wie dies zum Beispiel in den ersten zwei Positionen in Abbildung 2.3 der Fall
ist. Natiirlich existiert jetzt eine Schraubung o, die die Plattform von der einen Position in die andere
iiberfiihrt, womit wir Satz 3.9 anwenden kénnen. Daraus folgt nun, dass, je kleiner der Abstand zwischen
den entsprechenden Plattformankerpunkten der zwei Lagen ist, desto ndher befindet sich der Manipula-
tor, in diesen zwei Positionen, einer singulidren Lage. Nun ist es auch klar, dass, wenn die Stewart Gough
Plattform sich in der Nihe einer singuléren Lage befindet, es in der Praxis zum Umspringen der Plattform
in eine andere Lage kommen kann, ohne dass die Beinldngen verdndert werden.
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Dies alles soll zeigen, wie schwierig es ist, den tatséchlichen Arbeitsbereich einer allgemeinen Stewart
Gough Plattform ausfindig zu machen, und daher wundert es nicht, dass gerade dieser Themenkomplex
ein Teil der aktuellen Forschung ist. Wir wollen deshalb nicht mehr nidher auf die lokalen singuldren
Lagen eines Manipulators eingehen, sondern uns nun mit den architektonisch singulidren Stewart Gough
Plattformen, die bereits 6fters im zweiten Kapitel erwihnt wurden, auseinandersetzen.

3.3 Architektonisch singulidre Stewart Gough Plattformen und
deren Selbstbewegungen

Definition 3.4. Fine Stewart Gough Plattform nennt man genau dann architektonisch singuldr, wenn sie
in jeder beliebigen Konfiguration singuldr ist.

Das heifit nun, dass J aus Satz 3.8 unabhiingig von den Unbekannten d;, c?, mit ¢ = 0, .., 3 verschwinden
muss und man daher nur Bedingungen an die Geometrie des Manipulators stellen kann, womit sich
auch die Bezeichnung architektonisch singulér erklart. Wir wollen wiederum den Trivialfall, dass alle
Basisankerpunkte oder Plattformankerpunkte auf einer Geraden liegen und somit die Beine stets einem
singuliren Komplex angehoren, von allen folgenden Uberlegungen ausschlieBen.

Wir wollen nun bei der Betrachtung dieser speziellen Plattformen zwei Fille unterscheiden, ndmlich, ob
alle Basisankerpunkte und Plattformankerpunkte in einer Ebene liegen oder nicht. Wir wollen zuerst den
letzteren Fall behandeln.

3.3.1 Architektonisch singulire Manipulatoren mit nicht ebener Basis und
Plattform

Aufgrund unserer liniengeometrischen Betrachtungsweise kénnen wir, ohne jegliche Berechnung, sofort
sechs Fille angeben. Eine Stewart Gough Plattform ist architektonisch singuldr, wenn nach allfilliger
Umnummerierung oder Vertauschen von Basis und Plattform einer der folgenden Fille eintritt.

1.Fall Essei Y; =Y, = Y3, und Xy, X5, X3 seien kollinear. Somit gehéren diese drei Geraden stets
einem Geradenbiischel an, wodurch der Manipulator in jeder Lage singulér ist. Angenommen, wir geben
jetzt die Lingen des ersten und des zweiten Beines beliebig vor, dann kann sich Y; = Y5 nur mehr auf
einer Kreisbahn bewegen. Da ja Y; =Y, = Y3 gilt, kann die Lénge des dritten Beines somit nicht mehr
beliebig gewéhlt werden. Daher schriankt dieses Bein die Beweglichkeit der Stewart Gough Plattform
nicht ein und koénnte somit weggelassen werden. Wir kénnen deshalb nur den fiinfbeinigen Manipulator
betrachten, der entsteht, wenn wir das dritte Bein entfernen. Somit kénnen wir die Selbstbewegung durch
das Polynom 3 beschreiben, was uns in diesem Fall, wie erwartet, auf eine Gleichung vom Grad 20 fiihrt.

Es existiert jedoch noch jener denkbare Unterfall, dass Y; = Yo = Y3 = Y4 gilt und Xy, X5, X3 und
X4 kollinear sind. Dann konnen das dritte und das vierte Bein weggelassen werden, womit die Plattform
in jeder Lage nur vier kontrollierbare Freiheitsgrade besitzt. Die Selbstbewegung ist nun zweiparametrig
und wird im Raum der Studyparameter durch das Polynom S»56 vom Grad 8 reprisentiert.

2.Fall Es seien Y; = Yo = Y3 = Y. In diesem Fall gehoren die vier zugehérigen Beine stets einem
Geradenbiindel an, was ja ein Kriterium fiir singulédre Lagen ist, wie wir uns im vorigen Abschnitt tiber-
legt haben. Nun konnen wir analog wie zuvor argumentieren. Wenn wir jetzt die Langen der ersten drei
Beine vorgeben, so existieren genau zwei Positionen fiir Y; = Yy = Y3. Nun kann wiederum die Lénge
des vierten Beines nicht beliebig gewédhlt werden, und wir kénnen wie zuvor nur den fiinfbeinigen Mani-
pulator betrachten, der entsteht, wenn man das vierte Bein weglisst. Nach dem Kapitel 'Bemerkungen
zum Algorithmus’ erhalten wir fiir Sa35 und S235 Polynome vom Grad 6, von denen sich wiederum der
Faktor d% + d? + d3 + d3 abspalten ldsst. Eliminieren wir nun ds aus den verbleibenden Ausdriicken,
indem wir die Resultanten mit Si bilden, erhalten wir zwei Gleichungen vom Grad 16, deren grofiter
gemeinsamer Teiler uns bereits das gesuchte Polynom vom Grad 8 liefert. Dieses Ergebnis korrespondiert
mit der maximalen Losungsanzahl der Vorwértskinematik fiir Stewart Gough Plattformen, bei denen drei
Plattformankerpunkte zusammenfallen, die von Faugere und Lazard in [6] mit 16 angegeben wurde.
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3.Fall Es seien Xy, X5, X3, X4 und Yy, Y2, Ys, Y, jeweils kollinear, und die Punktreihen sind &hnlich
zueinander. Nun liegen die vier zugehorigen Geraden stets in einem Regulus, womit die Plattform ar-
chitektonisch singulér ist. Wenn man nun die Linge der ersten drei Beine beliebig vorgibt, so ist damit
schon der Regulus eindeutig bestimmt. Damit ist es klar, dass die Lange des vierten Beines nicht belie-
big gewihlt werden kann. Dadurch kann das vierte Bein wiederum weggelassen werden, da es nicht die
Bewegung des Manipulators beeinflusst. Die Selbstbewegung wird nun durch das Polynom #4 vom Grad
16 repriisentiert, was direkt aus einem FErgebnis im Kapitel 'Sonderfille des Algorithmus, Teil IT, Fall 1’
folgt.

Hier besteht wiederum der denkbare Unterfall, dass auch das fiinfte Bein dem Regulus angehért und es
sich somit um einen architektonisch singuldren Manipulator mit ebener Plattform und Basis handelt. Wir
wollen jedoch diesen Fall aus gegebenem Anlass gleich an dieser Stelle betrachten. Da wir nun wiederum
zwei Beine, und zwar das vierte und das fiinfte, weglassen konnen, hat diese Plattform wiederum eine
zweiparametrige Selbstbewegung, die im Raum der Studyparameter durch das Polynom Ss36 vom Grad
8 reprisentiert wird.

4.Fall Es seien X; = Xo = X3, Yy = Y5, und die Punkte X, X5, X3, Xy, X5 liegen kollinear. Da
keine Bedingungen an die Ankerpunkte des sechsten Beines gestellt wurden, miissen die ersten fiinf Beine
in einem dreidimensionalen Unterraum von P® liegen. Dies ist auch der Fall, denn der Schnittpunkt
X; = Xy = Xjg, der ersten drei Beine liegt stets in der Ebene, die durch das vierte und fiinfte Bein
aufgespannt wird, was ein Kriterium fiir singulire Lagen ist wie wir uns im vorigen Abschnitt 3.2.2
iiberlegt haben. Wir kénnen uns nun wiederum iiberlegen, dass die Lénge des fiinften Beines nicht beliebig
gewihlt werden kann, wenn man dies schon fiir die ersten vier Beinlingen gemacht hat. Zuerst wollen wir
die ersten drei Beinldngen vorgeben, woraus folgt, dass es zwei mdgliche Positionen von X; = Xy = X3
gibt. Wir nehmen nun ohne Beschréinkung der Allgemeinheit eine dieser Lagen an. Nun liegt der Punkt
Y, = Y; auf einer Kugel um X; = X5 = X3. Wenn wir jetzt noch den Basisankerpunkt und die Lénge des
vierten Beines beliebig vorgeben, dann kann Y4 = Y5 nur mehr auf einer Kreisbahn liegen. Damit nun das
fiinfte Bein keine Einschrinkung dieser Mannigfaltigkeit bedingt, muss nun der fiinfte Basisankerpunkt,
wie gefordert, auf der Verbindungsgeraden von X; = X, = X3 und X4 liegen, und zusédtzlich muss
das Bein nun, damit der Manipulator zusammengebaut werden kann, eine ganz bestimmte Lange haben.
Somit ist wiederum klar, dass wir auch das fiinfte Bein weglassen und nur den dadurch entstehenden
Manipulator berticksichtigen kénnen, der nun ident ist mit jenem aus dem zweiten Fall. Daraus folgt
sofort, dass man durch analoge Rechnung wie im angesprochenen Fall nun das Polynom H5 vom Grad 8
erhélt.

5.Fall Es seien X; = Xy = X3 und Y4 = Y5 = Yg. Nun ist die Begriindung trivial, warum es sich
hier um einen architektonisch singuldren Manipulator handelt, denn die sechs Beine schneiden stets die
Verbindungsgerade von X; = Xy, = X3 und Y4 = Y5 = Y§, woraus folgt, dass sie in einem singuléren
Komplex liegen. Nun kann man sich in analoger Weise wie im vorigen Fall wiederum {iiberlegen, dass
die Lange des sechsten Beines nicht frei gew#hlt werden kann. Der Gedankengang verlduft bis zu dem
Punkt, wo wir das fiinfte Bein ins Spiel bringen, gleich. Nun kénnen der Basisankerpunkt und die Linge
des fiinften Punktes beliebig gewihlt werden, woraus folgt, dass es nur noch zwei mogliche Lagen fiir
Y, = Y5 = Y gibt. Damit wiederum die Stewart Gough Plattform tiberhaupt in einer dieser zwei Po-
sitionen zusammengebaut werden kann, muss die Linge des sechsten Stabes, dessen Basisankerpunkt ja
beliebig gew#hlt werden kann, ganz speziell gewéhlt werden. Somit kénnen wir wiederum nur den Manipu-
lator ohne das sechste Bein betrachten und uns dessen Selbstbewegung, die ja mit der der urspriinglichen
Stewart Gough Plattform ident ist, berechnen. Nach dem Kapitel 'Bemerkungen zum Algorithmus’ er-
halten wir fiir Ss34, So35, S245 und S345 Polynome vom Grad 6 und fiir Sg ein Polynom vom Grad 4, von
denen sich jeweils der Faktor d2 + d? + d3 + d2 abspalten lisst. Berechnen wir nun, wie im Algorithmus
in Kapitel 2 beschrieben, Hg, so erhalten wir ein Polynom vom Grad 4, das nun die Selbstbewegung
représentiert. Dieses Ergebnis korrespondiert wiederum mit der Losungsanzahl der Vorwértskinematik
fiir Stewart Gough Plattformen, bei denen drei Basisankerpunkte und zwei Plattformankerpunkte zu-
sammenfallen, die von Faugere und Lazard in [6] mit 8 angegeben wurde.

6.Fall Nun seien X, X5, X3 und X3, X5, X4 jeweils kollinear, und zusétzlich gelte X3 = X4, Y; =
Y> und Y5 = Yg. Wir wollen uns iiberlegen, dass die sechs Beine stets in einem reguliren linearen
Komplex liegen, also die Kleinschen Bilder der Beine einen vierdimensionalen Raum aufspannen. Dazu
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betrachten wir das Geradenbiindel durch X3 = X4, dessen ¥-Bild eine Ebene & € Mf darstellt. Die
zwei Geradenbiischel, die vom ersten und zweiten Bein beziehungsweise vom dritten und vierten Bein
aufgespannt werden, entsprechen im Bildraum zwei Geraden E und F'. Da nun die zwei Geradenbiischel
mit dem Biindel um X5 = Xg jeweils eine Gerade gemein haben, miissen E und F' die Ebene & schneiden
woraus folgt, dass sie in einem vierdimensionalen Raum liegen.

Nun kann man sich nicht auf so elementare Weise ,wie in den vorherigen Fillen, iiberlegen, dass die
Varietéit des Ideals, das aufgespannt wird durch die Gleichungen ® und A? mit i = 1,..,6, eine eindi-
mensionale Mannigfaltigkeit ist. Wir wollen nun, wie folgt, argumentieren. Da nun der Manipulator in
jeder Lage singuldr ist, bedeutet dies nun, dass er in jeder Position mindestens einen unkontrollierbaren
Freiheitsgrad besitzt und somit eine theoretische Selbstbewegung existieren muss. Im Raum der Stu-
dyparameter bedeutet dies, dass die Varietit der sieben Hyperquadriken ® und A’ mit i = 1,...,6 nicht
mehr eine diskrete Punktmenge ist, sondern mindestens eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. Gestiitzt
auf diese Uberlegung und dem Ergebnis von Husty und Karger, die dieses Gleichungssystem in [11] fiir
redundant befunden haben, wollen wir uns die einparametrige Selbstbewegung der Plattform, wie folgt,
berechnen. Diese stimmt tiberein mit der Selbstbewegung des fiinfbeinigen Manipulators, der entsteht
wenn man das sechste Bein weglisst. Nach dem Kapitel ‘Bemerkungen zum Algorithmus’ erhalten wir
fiir Sp34 ein Polynom vom Grad 6, von dem sich dj + d} + d3 + d3 abspalten lisst. Berechnet man nun
weiters Hg, wie im angegebenen Algorithmus beschrieben, so erhiilt man ein Polynom vom Grad 12, von
dem sich der Faktor (d? + d?)?, der jedoch nicht als Losung in Frage kommt, abspalten lisst. Dieses
Resultat steht auch im Einklag mit der von Faugere und Lazard in [6] mit 16 angegebenen maximalen
Losungsanzahl fiir die Vorwirtskinematik von Stewart Gough Plattformen, bei denen das erste und das
zweite Bein sowie das fiinfte und das sechste Bein jeweils einen gemeinsamen Plattformankerpunkt und
das dritte und das vierte Bein einen gemeinsamen Basisankerpunkt besitzen.

Die Aufzéhlung aller architektonisch singuléren Stewart Gough Plattformen mit nicht ebener Basis und
Plattform ist jedoch mit diesen sechs Féllen noch nicht komplett, denn laut Husty und Karger [11] existiert
genau noch eine Konfiguration, die nicht so leicht greifbar ist. Sie haben diesen in Folge angefiihrten Fall

durch eine aufwendige und miihsame Analyse der Gleichung J gefunden, und schreiben in dem zitierten
Artikel das folgende:

”In this contribution we present the complete list of all non-planar architecture singular siz-legged platforms...”

7.Fall Esseien Y1,Y2,Ys,Yy, Y5 kollinear und X, Xo, X3, Xy, X5 liegen in einer Ebene. Dann liegen
die fiinf Beine immer in einem parabolischen Netz, wenn bei der folgenden Wahl des Koordinatensystems

X1 = (0,0,0) X2 = (XQJ,0,0) Xi73 =0 fiir 1= 3,4,5

Y, =(0,0,0) Yjo=Yj3=0 fir j=2345

die zwei Bedingungen

Xs1 = XonYs1(X3oXu1Ys1Ya1 +Ya1Xa0Y31 X5 1 — XuoX31Y51Y51 + Y21 X40X31Y51
+Y21X41Y31 X350 — Vo1 X30X41Y51 — Yo 1 X531 Va1 X — Vi1 X411 Y31 X30)-F !
Xso = Xo1X32X40Y51(Ys1 —Yay) (Yaq —Ys,)-F~! mit
F o= Yi1X32X01Y21Ys1 — Vi1 X39X01V51Ya1 — Va1Ya1 X1 Va1 X3 + V2 Y21 X4 0 X3

+Y4,1X3,2X2,1Y52,1 F Yo 1 X300 Xy 1 Y5 1Ya 1 — Y31 Xy 0 X0 1Yo 1Ya 1 — Y01 X4 0X3,1Y5:1Y3,1
—X2,1Y},271Y3,1X4,2 = Y51 Xy X31Y51 Va1 +Ya 1Yo 1 Xy 0Y31 X310 + V31 X4 0X0:1Y5:1Ya
—X3,2Y})271Y2,1X471 = Y31 X30X01Yo 1 Y51 + Y01 X30X41Y51Y51 +Xo 1Yo Y51 X405,

erfiillt sind. Wir kénnen nun leicht iiberpriifen, ob es sich tatséichlich um einen architektonisch singuléren
Manipulator handelt, indem wir diese Ausdriicke fiir X5 ; und X5 2 in J einsetzen. Es zeigt sich, dass die
Gleichung tatséichlich erfiillt ist. Da die ersten fiinf Beine stets die Trigergerade von Y,Ys, Y3, Y, und
Y5 schneiden, miissen sie daher nun stets einem parabolischen Netz angehoren.

Wir wollen nun eine geometrische Interpretation fiir diesen Fall angeben. Wir kénnen Y5, = ¢ als
Parameter der Triagergeraden der fiinf Plattformankerpunkte ansehen. Die zwei Bedingungen ordnen nun
jedem Parameterwert einen eindeutigen Punkt X(¢) = (F : F-X51 : F-X5 : 0) = (Xo(t) : X1 (¢) : Xa(t) :
0) zu. X(#) ist nun aber die Parameterdarstellung eines Kegelschnitts, woraus nun zusammenfassend gilt,
dass jeder eigentliche Punkt der Trigergeraden eindeutig auf einen Punkt dieses Kegelschnitts abgebildet
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wird. Da die Abbildung, die durch die zwei Bedingungen vermittelt wird, auch stetig ist, gehtren nun
alle Geraden (1 : Y541 :0:0)V (Xo(t) : X1(t) : X2(t) : 0) einer Regelfliche an. Aus dem im niichsten
Abschnitt bewiesenen Satz 3.11 folgt, dass A® = Z?:l Ai-A mit \; € R gilt, was nun bedeutet, dass man
alle Geraden der Regelfliche als Beine dem Manipulator hinzufiigen kann, ohne die Selbstbewegung zu
storen. Lost man F' = 0 nach Y 5, so erhilt man die Punkte der Trégergeraden, die auf die Fernpunkte
des Kegelschnitts, falls sie existieren, abgebildet werden. In der Praxis kommen diese Punkte nicht als
Plattformankerpunkte des fiinften Beines in Frage.

Somit kénnen wir fiir die Berechnung der Selbstbewegung die Gleichung A® weglassen, was nun dem
Entfernen des fiinften Beines der Stewart Gough Plattform gleichkommt. Wenn wir nun, wie im Algo-
rithmus beschrieben, s berechnen, erhalten wir ein Polynom vom Grad 20, von dem sich der Faktor
(d% + d?)? abspalten lisst.

Wir wollen nun zeigen, dass die von Husty und Karger in [11] angefiihrte Liste nicht komplett ist, indem
wir einen weiteren Fall angeben. Dieser wirft natiirlich die Frage auf, ob bei der Analyse der Gleichung
J von Husty und Karger noch mehr Fille tibersehen worden sind, was leicht méglich ist, da diese, wie
schon zuvor einmal erwihnt, weit tiber 100000 Terme besitzt. Es wird daher vielleicht noch einmal nétig
sein, J zu analysieren oder andere Zugénge fiir die Losung dieses Problems zu finden, um Gewissheit zu
erhalten, dass es sich bei dem folgenden Fall um den einzigen handelt, der {ibersehen worden ist.

8.Fall Es seien X;,X5,X3,X, und Y,Y5, Y3, Y, jeweils kollinear und auflerdem sei X; = X5 und
Y; = Y4. Dann liegt der Schnittpunkt der ersten zwei Beine stets in der Ebene, die durch das dritte
und vierte Bein aufgespannt wird, und umgekehrt. Wenn die beiden Ebenen ident sind, also wenn die
Tréigergeraden der Basis- und Plattformpunkte einander schneiden, dann liegen diese vier Beine in einem
Geradenfeld. Sind jedoch die beiden Ebenen voneinander verschieden, so liegen X; = Xy und Y3 =Yy
auf der Schnittgeraden dieser, was ein Kriterium fiir singuldre Lagen ist, wie wir uns im vorigen Abschnitt
iiberlegt haben. Aus dem im nichsten Abschnitt bewiesenen Satz 3.11 folgt, dass A* = E?Zl Ai-A? mit
Ai € R gilt, was nun bedeutet, dass man fiir die Berechnung der Selbstbewegung wiederum das vierte Bein
weglassen kann. Somit reprisentiert 4 die einparametrige Selbstbewegung des architektonisch singuldren
Manipulators. Wenn wir nun, wie im Algorithmus beschrieben, H2° berechnen, erhalten wir ein Polynom
vom Grad 20, und somit vollfiihrt dieser Manipulator genauso wie der im Fall 1 eine Selbstbewegung von
maximalen Grad.

Hier besteht wiederum der denkbare Unterfall, dass das fiinfte Bein stets dem Geradenbiischel an-
gehort, das durch das erste und zweite Bein bzw. durch das dritte und vierte Bein aufgespannt wird, und
es sich somit um einen architektonisch singuldren Manipulator mit ebener Plattform und Basis handelt.
Wir wollen jedoch diesen Fall aus gegebenem Anlass gleich an dieser Stelle betrachten. Da wir nun wie-
derum zwei Beine, und zwar das vierte und das fiinfte, weglassen koénnen, hat diese Plattform wiederum
eine zweiparametrige Selbstbewegung, die im Raum der Studyparameter durch das Polynom S236 vom
Grad 8 reprisentiert wird.

Bemerkung 3.5. Wir wollen fiir die restliche Diplomarbeit davon ausgehen, dass der zuletzt angefiihrte Fall
die Liste aller architektonisch singuliren Manipulatoren mit nicht ebener Plattform und Basis wirklich
komplettiert.

3.3.2 Architektonisch singulire Manipulatoren mit ebener Basis und Platt-
form

Natiirlich ist die Stewart Gough Plattform auch in den vorigen 8 Félle architektonisch singulér, wenn alle
Plattformankerpunkte und Basisankerpunkte in einer Ebene liegen. Wir wollen noch eine weitere Stewart
Gough Plattform mit ebener Plattform und Basis nennen, die trivialerweise architektonisch singulér ist.

e Angenommen X, X, X3, Xy, X5 und Y,Ys, Y3, Yy, Ys liegen jeweils kollinear. Dann ist es klar,
dass die ersten fiinf Beine stets einem hyperbolischen Netz angehoren, da sie stets die Trigergeraden
ihrer Basis- bzw. Plattformankerpunkte schneiden. Durch die Vorgabe der ersten vier Beinlingen ist
die Lage der Trigergeraden der Plattformankerpunkt gegeniiber jener der Basisankerpunkte bis auf eine
Drehung um diese bereits bestimmt. Somit kann die Lénge des fiinften Beines nicht mehr beliebig gewéhlt
werden, da ansonsten der Manipulator nicht zusammengebaut werden kann. Deshalb kénnen wir fiir die
Berechnung der Selbstbewegung wiederum den fiinfbeinigen Manipulator, der durch die Wegnahme des
fiinften Beines entsteht, betrachten. Das Ergebnis fiir die Selbstbewegung haben wir schon indirekt in
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dem Kapitel "Sonderfille des Algorithmus, Teil I, Fall 1a’ angegeben. Es handelt sich bei Hs um ein
Polynom vom Grad 8, das nun unsere Selbstbewegung reprisentiert.

Bemerkung 3.6.

Husty und Karger liefern in [11] fiir diesen Fall sowie fiir die Fille 1, 2, 5 und 7 dieselben Grade fiir die
Mannigfaltigkeiten im Raum der Studyparameter, die die jeweiligen Selbstbewegungen reprisentieren,
ohne jedoch eine allgemeine Vorgangsweise fiir deren Berechnung, wie es in dieser Arbeit geschehen
ist, anzugeben. In den restlichen Fillen wird in [11] iiberhaupt keine Aussage iiber den Grad dieser
Mannigfaltigkeiten getitigt. Dies alles zeigt auch, wie gut sich der in dieser Diplomarbeit beschriebene
Algorithmus fiir die Berechnung der Selbstbewegungen eignet.

Es existieren jedoch neben diesem trivialen Fall noch eine Reihe von architektonisch singuldren Stewart
Gough Plattformen mit ebener Plattform und Basis. Jedoch kénnen diese Plattformen nur noch architek-
tonisch singulér sein, indem alle sechs Geraden einem linearen Komplex angehéren, ohne dass bereits fiinf
Geraden in einem Netz liegen, woraus folgt, dass diese Manipulatoren nur mehr einen unkontrollierbaren
Freiheitsgrad und somit eine einparametrige Selbstbewegung besitzen kénnen. Denn wiirde es noch einen
weiteren solchen Fall geben, der in unserer Aufzihlung nicht erfasst wurde, so wiirde daraus folgen, dass
man die Liste in 3.3.1 um einen neunten Fall erweitern kénnte. Wir gehen jedoch davon aus, dass diese
Aufzihlung vollstéindig ist. Mick und Roschel gaben in [23] und [28] ein geometrisches Kriterium fiir
ebene architektonisch singulére Stewart Gough Plattformen an, das hier aus Griinden der Vollstindigkeit
genannt werden sollte:

Satz 3.10. Fine Stewart Gough Plattform mit ebener Plattform und Basis ist genau dann und nur dann
architektonisch singulir, wenn die Punktepaare {X;,Y;} vierfach konjugiert sind beziiglich einer dreidi-
mensionalen Mannigaltigkeit von Korrelationen.

Wir wollen den von Mick und Roschel in [23] und [28] gegebenen Beweis hier nicht nachvollziehen, da
er dem dieser Diplomarbeit angedachten Rahmen sprengen wiirde. Es sei nur bemerkt, dass der Beweis
auf dem Faktum basiert, dass regulire lineare Komplexe unter nicht singuliren Kollineationen wiederum
auf regulédre lineare Komplexe abgebildet werden. Dieses Ergebnis folgt direkt aus dem im Laufe dieser
Arbeit bewiesenen Satz 3.5.

Satz 3.11. Die Aussage aus Satz 3.10 ist dquivalent mit der folgenden. Eine Stewart Gough Plattform
mit ebener Plattform und Basis ist genau dann und nur dann architektonisch singuldr, wenn im Raum
der Studyparameter die nachstehende Bedingung erfillt ist:

5
AS = Z)\i-Ai mit  A' laut (2.3) und X\ € R.
i=1

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir jetzt auch die einparametrige Selbstbewegung von jenen architek-
tonisch singuléiren Manipulatoren berechnen, die Satz 3.10 geniigen und die wir bislang in der Arbeit
noch nicht explizit angefiihrt haben. Da das Gleichungssystem der A’ mit ¢ = 1,..,6 redundant ist, die
Gleichungen sind sogar linear abhéngig, kénnen wir wiederum nur den entsprechenden fiinfbeinigen Ma-
nipulator betrachten und dessen Selbstbewegung untersuchen. Wie bereits bekannt ist, wird diese im
allgemeinen durch eine Kurve vom Grad 20 im Raum der Studyparameter reprisentiert. Es sei zu allen
bisherigen Fillen noch bemerkt, dass die Kurven im P7, die die Selbstbewegungen darstellen, nur endlich
viele reelle Losungen besitzen kénnen und deshalb oft nur eine theoretische Selbstbewegung existiert.

Beweis:

Wir wollen zuerst einmal das von Mick und Réschel in Satz 3.10 gegebene Kriterium analytisch fassen.
Dazu schreiben wir nun allgemein eine Korrelation an, die die Plattformankerpunkte (1: X;; : X;2) auf
Geraden (i : ;1 @ u;2) in der Plattform abbildet:

U0 oo Qo1 Qo2 1
Ui | = @G0 @11 Q12 Xi,l
U2 asp G211 G22 Xip

Da ja die Plattformankerpunkte (1:Y;; : Yio) auf der Geraden (u;0 : u;1 : u;2) liegen miissen, ergeben
sich die folgenden sechs Bedingungen fiir die neuen Eintrige in der Koordinatenmatrix:

U0 + ’U,i,lyri,l + ’LLZ',QY;',Q =0 fir = 1,...,6.
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Im allgemeinen sind diese sechs linearen Gleichungen in den a,,, linear unabhingig, womit durch diese
sechs Bedingungen auch sechs Eintrige der Matrix bestimmt sind. Da wir mit homogenen Koordinaten
rechnen, sind von den verbleibenden drei Eintrdgen nur mehr zwei wesentlich, woraus folgt, dass die
Punktepaare {X;,Y;} stets dreifach konjugiert sind beziiglich einer zweidimensionalen Mannigaltigkeit
von Korrelationen. Nun ist es aber klar, was das analytische Kriterium fiir architektonisch singulire Ste-
wart Gough Plattformen mit ebener Plattform und Basis sein muss, ndmlich, dass die sechs Bedingungen
linear abhéngig sind. W&hlen wir die Koordinatensysteme in Plattform und Basis mit

X1:(100) X2:(12X2,120) und Y1:(100) Y2:(12Y2,1C0)
so konnen wir die analytische Bedingung auch, wie folgt, formulieren:

0 0 0 0 0 0 0 0
Xon 0 Yo; Xp1Yo, 0 0 0 0
X311 Xz Ya1 X3ziYzi X3pVzp Yzo X3:V3o X35Y¥35
Xag Xup Yiq XyiVyn XyoVii Yio Xy Yip XyoVio
Xs1 Xspo Ys1 XsaYsi XspYsi Yso Xs5iYso X50Ys0
Xe1 Xeo Yo1 Xe1Yen XepoYsn Yso Xe1Yso XepoYeo

rang < 6. (3.6)

G T O S G gy

Diese Matrix wird die Schliisselrolle in unserer Argumentation spielen, jedoch sei der Leser fiir den
endgiiltigen Beweis auf das niichste Kapitel vertrostet, in dem wir das gewiinschte Ergebnis nebenbei
erhalten werden.



Kapitel 4

Redundante Stewart Gough
Plattformen

4.1 Einleitende Gedanken

Um die singuldren Lagen zu vermeiden, die einen unkontrollierbaren Freiheitsgrad der Plattform nach
sich ziehen, kann man zu der urspriinglichen Stewart Gough Plattform ein siebentes Bein hinzufiigen. Im
Allgemeinen hat die so entstandene Plattform bei beliebiger Wahl der sieben Beinléingen keine Losung fiir
die Vorwirtskinematik. Somit muss die Linge des siebenten Beines bestimmten Bedingungen geniigen,
damit die Plattform iiberhaupt zusammengebaut werden kann und eine Losung fiir die Vorwértskinematik
existiert. Natiirlich ist in der Praxis die Steuerung eines siebenbeinigen Manipulators schwieriger, da die
Beinlénge eines Beines immer von den Léngen der anderen sechs abhéngig ist. Das Prinzip kann man sich
so vorstellen, dass man das Schubgelenk des siebenten Beines locker lisst und die Plattform wie iiblich
iiber die Verinderung der Beinldngen der ersten sechs Beine steuert. Kommt man nun jedoch in die Nihe
einer Position, in der sich die ersten sechs Beine in einer singuldren Lage mit einem unkontrollierbaren
Freiheitsgrad befinden, so iibertaucht man diese gefahrliche Stelle, indem man nun die Plattform zum
Beispiel iiber die Liangenverinderung des 1.,2.,3.,4.,5. und 7. Beines steuert und das Schubgelenk des
sechsten Beines lockert. Dies hat natiirlich nur dann einen Sinn, wenn die ersten fiinf Beine nicht in einem
Netz liegen, ansonsten sind einfach sechs andere Beine zu wihlen. Um die richtigen sechs Beine fiir die
Steuerung des Manipulators auszuwéhlen, wire es notwendig, die in Kapitel 3 angesprochenen Klassen
von singuldren Lagen zu kennen.

Jedoch kann es passieren, dass man den Basisankerpunkt und den Plattformankerpunkt des siebenten
Beines so ungliicklich w#hlt, dass, wenn immer die ersten sechs Beine in einem linearen Komplex liegen,
auch automatisch das siebente Bein diesem angehort. Dies ist natiirlich genau dann der Fall, wenn die
Vorwiértskinematik des siebenbeinigen Manipulators stets mit der des urspriinglichen Manipulators iiber-
einstimmt. Das bedeutet nun umgelegt auf den Raum der Studyparameter, dass A7 im Ideal der anderen
sechs Quadriken A’ mit i = 1,..,6 liegen muss, woraus

6
AT=D" NN (4.1)
i=1

folgt. Da die A7 wiederum eine Quadrik sein muss, kann A; nur aus R sein oder man kénnte auch anders
argumentieren und sagen, dass A; nicht von den dj, d; abhéngig sein kann, da die Vorwértskinematik des
siebenbeinigen Manipulators stets mit der der urspriinglichen Stewart Gough Plattform tibereinstimmen
soll. Wir wollen uns in Folge mit Hilfe dieser Gleichung die nicht brauchbaren Ankerpunkte des siebenten
Beines berechnen.

4.2 Berechnung

Wir wollen fiir die weiter Arbeit den Basisankerpunkt des siebenten Beines beziiglich des Rastkoordi-
natensystems mit X7 = (X7,1, X7 2, X7,3) bezeichnen, den zugehorigen Plattformankerpunkt beziiglich
desselben Systems mit Y7 = (Y71,Y7,2,Y73), und die Liange des siebenten Beines mit R; ansetzen.

33
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Wir konnen nun durch Koeffizientenvergleich aus der Gleichung (4.1) und unter Beriicksichtigung von
(2.3) die folgenden 17 Gleichungen gewinnen:

Fd0d1 .

Fdon :

Fd0d3 .

Fdl do *

Fdl ds .

Fd2d3 :

Fdoiz

Fdoig

Fdl d2

r

dids

Fd253

6
P Z N—1=0
i1
6
: Z XNi(C; —2X;1Yi1 —2X,2Yi0 —2X;3Y3) —C7 +2X71Y7 1 +2X75Y7 0 +2X73Y7 5
i=1

6
: Z Ai(Ci = 2X;1Y51 4+ 2X Y50 +2X;3Y53) — Cr +2X71Y7 1 — 2X75Y7 0 — 2X73Y7 3
i=1

6

: Z XNi(Ci +2X;1Yi1 —2X,2Yi2+2X,3Y5) —C7r —2X7,1Y7 1 +2X75Y70 —2X73Y7 5

i=1

6
: Z MNi(Ci +2X;1Y51 +2X,0Y,0 —2X,3Y;3) — C7 — 2X71Y71 — 2X7Y7 0 +2X73Y7 5

i=1

6
D> Xi(XioVis — Xi3Yia) + X73Y7, — X72V7 3
i=1

6
Z MNi(XisYi1 — Xi1Yis) — X73Y7 1 + X71Y7 3
i=1

6
> Xi(XinVip — XipYin) + X72Y71 — X71V7,
i=1

6
Z MNi( XYoo+ X;0Yi1) — X72Y71 — X71Y79
i=1

6
> Xi(XigYin + Xi1Yis) — X73Y71 — X71V7 3
i=1

6
Z Ai(Xi2Yis + Xi3Yio) — X73Y7 0 — X79V7 3
i1

6
dods P D Ni(Xin —Yin) — Xig +Yig
i=1
6
: Z ANi(Xio—Yio) = Xio+ Y0
i=1
6
DD Ni(Xis —Yig) — Xisz+Vig
i=1
6
: Z ANi(Xis+Yis)—Xi3—Yis
i=1

6
P Xil(Xip 4 Yia) — Xinp —Vin
i=1

6
: ZAi(Xi,l +Yi1) - X1 —Yia
i=1

(4.7)

(4.8)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

mit C; = X7, + X7+ X723 +V72 + Y7 +Y? — R} Somit haben wir 17 Gleichungen in den 13 Unbekannten
Aty X6, X7.1, ., Y73, Ry, woraus folgt, dass es im allgemeinen Fall keine Losung fiir das Problem gibt.
Daher konnen wir sagen, dass fiir allgemeine Stewart Gough Plattformen keine solchen gefdhrlichen
Ankerpunkte fiir das siebente Bein existieren. Anders verhilt es sich jedoch bei jenen Manipulatoren, bei
denen die Plattform sowie die Basis eben sind und die wir daher in Folge niher untersuchen wollen.
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4.2.1 Manipulatoren mit ebener Plattform und Basis

Fiir die genauere Analyse dieses Falles wollen wir nun die folgende Notation veranschlagen:

Sl = Fd0d2 + Fd1d37 Dl = Fdon - Fdldga 54 d + Fdodl D4 = ng(/i\g - Fdof/i\l’
Sy =Tagdy + Tdodss D2 =Tagay —Tapag, S5 = Fdld; +la  Ds=Ty5 —Tuis
53 = Fd1d2 + Fd0d3’ D3 = Fd1d2 - Fd0d3’ 56 = I_‘(11&\2 + Fdoa\g’ D6 = qu/i\z - Fdo(/i\S'

Da ja alle Plattformankerpunkte beziehungsweise Basisankerpunkte je in einer Ebene liegen, kénnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit X; 3 =Y; 3 =0 mit ¢ = 1,..,6 voraussetzen. Aus den Gleichungen
S1,S52,D1 und D> erkennen wir, dass diese bereits durch die spezielle Wahl der Koordinatensysteme
erfiillt sind. Fiir die Gleichungen Sg und Dg erhalten wir nun

Se=—2X73=0 und D¢ = =2Y73 =0,
woraus X7 3 = Y73 = 0 folgt. Somit haben wir nur noch 11 Gleichungen in 9 Unbekannten zu lésen.
Auflerdem gilt die Beziehung

Pgg =Tz +Tgz — Tz,

womit wir die Gleichung Ly nicht mehr beriicksichtigen miissen. Da wir ja die Basisankerpunkte und die
Plattformankerpunkte des siebenten Beines so bestimmen wollen, dass die Vorwértskinematik des sie-
benbeinigen Manipulators stets mit der des urspriinglichen Manipulators {ibereinstimmt, diirfen wir nur
Bedingungen an die Geometrie des Manipulators stellen. Im néchsten Schritt eliminieren wir daher die
Beinléngen, die ja nur mehr in den Gleichungen gz, T2 und Ly vorkommen, wie folgt. Wir berechnen
uns die Unbekannte Rz aus I'gz und setzen den erhaltenen Ausdruck fiir R7 in die verbleibenden zwei Glei-
chungen ein. Diese sind somit nicht mehr von den R; abhiingig, und wir erhalten schlussendlich ein System
aus 9 Gleichungen (Ss, .., S5, S3, .., S5, I‘d«é,I‘d%,I‘d%) in den 10 Unbekannten Ay, .., A¢, X7,1, X7,2, Y71, Y7 2.
Wenn wir jetzt noch das Gang- bzw. das Rastkoordinatensystem so wihlen, dass

X1 = (0, 0, 0), X2 = (Xz,l, 0, 0) und Y1 = (0, 0, 0), Y2 = (XQJ, 0, 0)
gilt, dann konnen wir das Gleichungssystem, wie folgt, anschreiben:
Iz = N1 1 1 1 1 1 1
Se = |0 Xon X3 Xua Xs5,1 Xe6,1 A\ X1
Ss — |0 0 X320 Xy Xs2 Xe,2 )\1 X7
D, = |0 Yo Y31 Yiq Y51 Y51 )\2 Y
Loz — |0 XonYon XsiYsn XynYan XsiYsn XeiYen /\3 = | Xv1Yry (4.19)
S3 — |0 0 X3oYs1 XyoVii XsoYVs1 Xep2Ye1 /\4 Xrp2Yr
D; — |0 0 EP Yio EP Ys,0 /\5 Y7
D; — |0 0 X31Y32 Xy1Yio X51Ys52 X61Ye2 6 X71Y7o
e — \0 0 X32Y32 XyoVio X52Y52 X62Ys2 X72Y70

An dieser Stelle wollen wir jetzt den Beweis von Satz 3.11 vollenden. Wenn wir nun nicht von der Gleichung
(4.1), sondern von A® = Z?:1 Ai- A" ausgegangen und analog wie zuvor beschrieben vorgegangen wiéren,
dann hitten wir konsequenterweise das folgende Gleichungssystem erhalten:

Iz = /1 1 1 1 1 1

Sy — |0 Xy X31 X Xs1 Xe6,1

Ss — |0 0 X3 Xy Xs2 A Xe,2

D, — |0 Yo Y31 Yiq Y51 A2 Y51

Loz = [0 XonYon XsaY¥sn XynYin X5uYsn Az X6,1Y6,1 (4.20)
Ss — |0 0 X3zoYs 1 XyoYii Xs52Y5: A4 X6,2Y56,1

D; — |0 0 Y30 Yio Y50 s Y52

D; — |0 0 X31Ys2 Xg1Yio Xs51Ys2 X6,1Y6,2

Fe — \0 0 X32Y32 XypoYio X52Ys2 X6,2Y6,2

Angenommen der Rang der Koeffizientenmatrix ist maximal, also gleich fiinf, dann ist das Gleichungsy-
stem nur dann losbar, wenn der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ebenfalls fiinf ist. Wenn nun
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aber der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als fiinf ist, dann gilt bereits 2?21 Ai-A? = 0, womit nach
entsprechender Umnummerierung auch die Bedingung aus Satz 3.11 erfiillt ist. Somit kann man sagen,
dass die Bedingung aus Satz 3.11 genau dann und nur dann erfiillt ist, wenn der Rang der erweiterten
Koeffizientenmatrix kleiner als sechs ist. Dies entspricht aber genau der analytischen Bedingung, dass
die Punktepaare {X;, Y} vierfach konjugiert sind beziiglich einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit an
Korrelationen, weil die erweiterte Koeffizientenmatrix mit der transponierten Matrix aus (3.6) iiberein-
stimmt,. a

Konstruktion architektonisch singuldrer Manipulatoren mit ebener Plattform und Basis

Mit Hilfe des Gleichungssystems (4.20) ist es uns jetzt auch leicht moglich, architektonisch singulire
Stewart Gough Plattformen mit ebener Plattform und Basis, wie folgt, zu konstruieren. Wir kdnnen von
einem fiinfbeinigen Manipulator ausgehen und die Ankerpunkte des sechsten Beines so bestimmen, dass
die Vorwértskinematik des fiinfbeinigen Manipulators mit der des sechsbeinigen iibereinstimmt. Somit
haben wir im Gleichungssystem (4.20) neun Unbekannte (A1, .., A5, X¢,1, .., Y5,2). Wenn nun keine fiinf
linear unabhiingigen Gleichungen existieren, dann bedeutet dies, dass die A’ mit i = 1,..5 bereits linear
abhéngig sind und somit der Manipulator unabhéngig von der Wahl des sechsten Beines architektonisch
singulir ist. Dies kann nur dann passieren, wenn man die Ankerpunkte der ersten fiinf Beine so wihlt,
dass sie die Bedingungen, eines dafiir in Frage kommenden, explziet angefiihten Falls aus Abschnitt
3.3 erfiillen. Deshalb kénnen wir voraussetzen, dass fiinf linear unabhéngige Gleichungen existieren, aus
denen wir uns A\; mit ¢ = 1,..,5 berechnen kénnen. Diese setzen wir anschlieflend in die verbleibenden
vier Gleichungen ein und erhalten das folgende System:

11 A12 b1
a1 a2 Y51 ba

’ = 4.21
a1 ass <Y672> bs (421)
41 (42 bs

wobei die a;; und b; mit ¢ = 1,2,3,4 und j = 1,2 Funktionen in den Unbekannten X4 ; und Xg o sind.
Im Allgemeinen sind diese vier Gleichungen linear unabh#ingig. Nun hingen aber die a;; von Xg 1 und
Xe,2 ab, woraus folgt, dass wir jene Basisankerpunkte von vornherein als Losung ausschlieflen miissen,
die die sechs Gleichungen

det<au1 au2>:0 mit  uw<v wve{l,2,3,4}

Ayl Ay2

erfiillen. Denn fiir jeden Ankerpunkt dieser Menge, die wir in Folge mit WV bezeichnen wollen, kann der
entsprechende Plattformankerpunkt nicht berechnet werden. Da wir ja die vier Gleichungen als linear
unabhéingig angenommen hatten, kénnen wir somit aus den ersten zwei Gleichungen Y5 ; und Yo in
Abhéngigkeit von Xg; und Xg2 berechnen. Setzen wir nun die soeben erhaltenen Ausdriicke in die
verbleibenden zwei Gleichungen ein, so erhalten wir zwei kubische Polynome in den Unbekannten Xg
und X . Diese zwei Gleichungen korrespondieren mit zwei ebenen Kubiken in der Basisebene. Die Losung
unseres Problems stellen somit die gemeinsamen Punkte dieser zwei Kubiken dar, von denen bekanntlich
neun iiber C existieren. Da natiirlich auch der Manipulator architektonisch singulér ist, wenn das sechste
Bein mit einem der anderen fiinf zusammenfillt, gehen beide Kubiken durch die Basisankerpunkte der
fiinf Beine. Somit kann es maximal nur noch vier reelle Schnittpunkte der beiden Kubiken geben, die
als Losung unseres Problems in Frage kommen. Bevor wir die entsprechenden Plattformankerpunkte
durch Riickeinsetzen berechnen, ist noch zu iiberpriifen, ob erhaltene Losungen in WV enthalten sind und
somit ausgeschlossen werden miissen. Wir wollen uns in Folge tiberlegen, dass von den vier verbleibenden
Losungen stets drei in W liegen. Mielczarek, Husty und Hiller schreiben in [24] sinngemif} das folgende:
?Wenn die Koeffiientenmatrix aus (4.19) einen kleineren Rang als 6 hat, dann sind die A’ mit i = 1,..,6
linear abhingig und das bedeutet, dass die Plattform eine Selbstbewegung hat. In diesem Fall ist es
moglich, dass es eine diskrete Anzahl von Losungen gibt oder eine einparametrige Mannigfaltigkeit.”
Nach Satz 3.10 und Satz 3.11 folgt jedoch, dass der Manipulator nicht nur eine Selbstbewegung hat,
sondern es sich dabei um eine architektonisch singulire Plattform handeln muss. Somit kénnen wir auf
ein Ergebnis von Roschel und Mick [28] zuriickgreifen, das wie folgt lautet:”...In generel there exist exactly
siz pairs of four fold conjugate points X;,Y; mit i = 1,..6.” Die Autoren begriinden diese Aussage auf die
folgende Art: Seien k1, ko, K3, kg vier linear unabhingige Korrelationen von der Basis auf die Plattform
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oder umgekehrt. Dann liegen die dreifach konjugierten Punkte beziiglich k1, k2, k3 und k1, Ko, kg je auf
einer Kubik. Es existieren tiber C neun Schnittpunkte, wobei stets drei dieser gemeinsamen Punkte die
singldren Punkte der quadratischen Verwandtschaft, der beziiglich k; und ko konjugierten Punkte, sind.
Es besteht noch die Moglichkeit, dass die quadratische Verwandtschaft zu einer Kollineation ausartet.
Wir wollen uns fiir diesen Fall auch die Machtigkeit der Losungsmenge, wie folgt, iiberlegen. Die Punkte
X=(Xo:X;:Xo)und Y = (Y5 : V7 : V3) sind ganau dann konjugiert beziiglich k,, wenn

Za?kXiYk =0 mit «a=1273
ik

gilt. Nun existiert genau dann eine Losung fiir Y = (Y5 : V7 : Y3), wenn die

sz
det | i X | =0
sz

ist. Diese Bedingung fiihrt nun auf eine kubische Gleichung fiir X;. Wenn wir nun die zwei Gleichungen

( za’zOX )YO ( a’le )Yl ( a’z2X )YF? =0 und
( zazOX )YO ( ale )Y1 ( a’z2X )YF? 0

betrachten, dann erhalten wir nach der Cramerschen Regel die Losungen fiir Yy, Y7 und Y5 als die folgenden
Unterdeterminanten:

Yo = (XZ;a; 260 §2X) (Eiazl2Xi)(E]a]1X)
i = (ZzazOXl)(Z] §2X) (Eiazl2Xi)(E]a]0X)

oo = (X azloXi)(Z] §1X ) = ( ia’zllXi)(E] ?0X )-
Falls sich ein gemeinsamer Linearfaktor aus Yy, Y7 und Y5 herauskiirzen lisst, erhilt man eine Kollineation
und es bleibt
Yvi = Z kij X]’.
J

Ein Beispiel dafiir wire die Polaritit an zwei Kegelschnitten, die einander in zwei Punkten beriihren. Die
dreifach konjugierten Punkte beziiglich k1, k2 und k3 liegen nun nicht auf einer Kubik sondern auf einem
Kegelschnitt, da

Za?kXi(Z kijX;) =0 quadratisch in X ist.

Diesen Kegelschnitt miissen wir jetzt noch mit der Kubik schneiden, auf der zum Beispiel die dreifach
konjugierten Punkte beziiglich ko, k3 und k4 liegen. Wir erhalten somit 2-3 = 6 Losungen.

Aus den gesammelten Ergebnissen folgt nun fiir die oben vorgefiihrte Konstruktion von architektonisch
singuldren Manipulatoren, dass von den vier verbleibenden Lésungen stets drei in W liegen miissen und
somit die Behauptung in [24], dass es nidmlich eine diskrete Anzahl von Losungen geben kann, falsch ist.

Es konnte auch der Fall eintreten, dass das Gleichungssystem aus (4.21) redundant ist. Angenommen das
System reduziert sich auf die ersten drei Gleichungen in (4.21), dann kénnen wir uns wiederum Y5 1 und
Ys,2 in Abhéngigkeit von X ; und X2 berechnen und in die verbleibende Gleichung einsetzten. Somit
konnen wir eine einparametrige Menge von Beinen zu dem fiinfbeinigen Manipulator addieren, ohne
die Vowirtskinematik zu verdndern. Die moglichen Basisankerpunkte liegen nun nicht auf einer Kubik
sondern hochstens auf einem Kegelschnitt. Aufgrund von Satz 3.11 kénnen wir nun wiederum auf das
Ergebnis von Mick und Roschel zuriickgreifen und uns den Sachverhalt, wie folgt, tiberlegen. Wir gehen
wieder von vier linear unabhéngigen Korrelationen k1, ko, k3, k4 aus. Wir betrachten nun die dreifach
konjugierten Punkte beziiglich k1, k2, k3 und K1, ks, kg, die ja jeweils auf einer Kubik liegen miissen. Nun
konnen aber die Kubiken nicht ident sein, da ansonsten k3 und k4 linear abhingig wéren. Somit kann es
im bestmoglichen Fall passieren, dass die zwei Kubiken je in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfallen,
und die zwei Kegelschnitte ident sind, wobei die Geraden voneinander verschieden sein miissen.

Wir wollen nun als Beispiel dazu von einem fiinfbeinigen Manipulator ausgehen, dessen Basis und
Plattform affin dquivalent sind, denn dies sind die einzigen Manipulatoren, fiir die wir mit Hilfe des
gegebenen Algorithmus die Selbstbewegung nicht berechnen kénnen.
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Beispiel. Die fiinf Basisankerpunkte sind nun mit den sechs Plattformankerpunkten, wie folgt, gekoppelt:

Yi71 _ (a1 a2 Xm . .
<Yi72> = <0 a3> (Xm) mit ¢=1,..,5. (4.22)
Wenn wir nun, wie beschrieben, die Matrix aus (4.20) berechnen, sehen wir, dass diese im allgemeinen
Fall den Rang 5 hat. Wir wihlen nun die fiinf linear unabhingigen Gleichungen Sy, S5, D3, Fd?) und T’z
aus und berechnen uns Ay, .., A\5. Setzen wir nun die erhaltenen Ausdriicke in die Gleichungen D4 und Dj

ein, so erhalten wir
Yo,1 =a1 X6, + a2 X2 und Y50 = a3 X2,

woraus folgt, dass die Zuordnung zwischen Basisankerpunkt des moglichen sechsten Beines und dessen
Plattformankerpunkt auch der Affinitét unterliegt. Setzt man nun alle erhaltenen Informationen in die
verbleibenden zwei Gleichungen ein, so erhélt man nur noch zwei quadratische Gleichungen in den Un-
bekannten X¢; und Xg 2, mit der folgenden Gestalt:

Fd% : a1a3Q =0 S3 : G,1CL20,3Q =0

wobei @ unabhiingig von den a; mit i = 1,2, 3 ist. Der Kegelschnitt, der durch Q reprisentiert wird,
muss auch durch die Basisankerpunkte der {ibrigen fiinf Beine hindurchgehen und somit ist dieser schon
eindeutig bestimmt. Somit kénnen wir zusammenfassend feststellen, dass ein ebener Manipulator, dessen
Basis und Plattform durch eine regulire Affinitét aufeinander bezogen sind, genau dann und nur dann
architektonisch singulér ist, wenn die sechs Basisankerpunkte auf einem Kegelschnitt liegen. Wenn nun die
Affinitat singuldr ist, dann liegen bereits alle fiinf Plattformankerunkte auf einer Geraden, und man kann
trivialerweise jedes Bein, dessen Plattformankerpunkt auch auf dieser liegt, hinzufiigen. Dieses Ergebnis
liefern auch Kong und Gosselin in der Arbeit [18], in der auch ein Algorithmus fiir die Berechnung der
Selbstbewegung im reguliren Fall angegeben wird, auf den ich an dieser Stelle verweisen mdchte.

Riickkehr zum urspriinglichen Problem:

Nachdem wir nun die Erzeugung architektonisch singulidrer Manipulatoren abgeschlossen haben, wollen
wir uns nun an die Losung des Gleichungssystems (4.19) machen. Wir wollen nun jenen Fall betrachten,
in dem die Koeffizientenmatrix maximalen Rang hat, denn wenn dies nicht der Fall ist, dann handelt es
sich laut Satz 3.10 um eine architektonisch singulére Stewart Gough Plattform und diese wurden bereits
abgehandelt. Somit existieren jetzt sechs linear unabhingige Gleichungen, die wir nach Ay, .., A\¢ auflésen.
Die so erhaltenen Ausdriicke setzen wir in die verbleibenden drei Gleichungen ein, woraus das folgende
Gleichungssystem resultiert;

a1 a2 Y1 b1
as a2 <Yé72> =1|b, (4.23)
31 G32 ’ bs

wobei die a;; und b; mit 4 = 1,2,3,4 und j = 1,2 wiederum Funktionen in den Unbekannten Xg; und
Xe,2 sind. Daher miissen wir wieder jene Basisankerpunkte von vornherein als Losung ausschlieflen, die
allen drei quadratischen Gleichungen

det <a“1 a“2> =0 mit wu<wv u,ve{l23} (4.24)

Gyl Gy2

geniigen. Denn fiir jeden Ankerpunkt dieser Menge, die wir in Folge wieder mit WV bezeichnen wollen, kann
der entsprechende Plattformankerpunkt nicht berechnet werden. Im allgemeinen sind die drei erhaltenen
Gleichungen linear unabhéingig, und man kann sich wiederum aus zweien Y5, und Y5 in Abhéngigkeit
von Xg,1 und X 2 berechnen und in die verbleibende Gleichung einsetzen. Man erhilt ein Polynom vom
Grad 3, das wieder eine Kubik in der Basisebene repréisentiert. Nun kommt jeder Punkt der Kubik mit
Ausnahme der Punkte, die auch in W liegen, als Basisankerpunkt des siebenten Beines in Frage. Da die
Abbildung, die den Basisankerpunkten die zugehérigen Plattformankerpunkte zuordnet, laut (4.23) linear
ist, miissen daher diese ebenfalls auf einer Kubik zum Liegen kommen. Wir wollen in Folge ein Beispiel
fiir diesen Fall angeben.
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Beispiel. Wihlt man die Koordinaten der Montagepunkte in Basis und Plattform, wie folgt,

Xi11=0 Xo1 =2 Xz =-1 X4 =3 Xs1=1 X1 =2

X1,2 - 0 X2’2 - 0 X3,2 - 0 X4’2 - 3 X5’2 - 4 X6,2 - ].
Yii=0 Yo1 =3 Y3, =-3 Yi1 =2 Ys1=5 Y51 =6
Yipo=0 Yo20=0 Y30=17 Yio=3 Ys0=4 Yeo=-1

)

und geht man dann, wie beschrieben vor, so erhilt man die Kubik in Abbildung 3.1.2, deren Punkte als
mogliche Basisankerpunkte des siebenten Beines in Frage kommen. In dieser Graphik sind auflerdem die
drei Punkte Vi, V5, V3 € W eingezeichnet, die eine Ausnahme darstellen, weil sie allen drei Gleichungen
aus (4.24), die hier als Kegelschnitte dargestellt sind, gentigen.

Abbildung 4.1: Ort der moglichen Basisankerpunkte des siebenten Beines

Es konnte jedoch wiederum der Fall eintreten, dass man beim Einseten von Y5 ; und Y52 in die verblei-
bende Gleichung auf Identitdten kommt. Somit ist das Gleichungssystem redundant und jeder Punkt der
Basis, der nicht in W enthalten ist, kommt als Ankerpunkt des siebenten Beines in Frage. Wir erhalten
also eine zweidimensionale Losungsmannigfaltigkeit. Wir wollen zum Abschluss noch jene Manipulatoren
betrachten, deren Basis und Plattform affin dquivalent sind, denn es wird sich zeigen, dass jedes Element
dieser Klasse von Stewart Gough Plattformen ein Beispiel fiir den zuletzt angefiihrten Fall darstellt.
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Beispiel. Angenommen, die sechs Basisankerpunkte sind nun mit den sechs Plattformankerpunkten durch
die Affinitét in (4.22) gekoppelt, dann sind die sechs Gleichungen S3, D3, S4, S5,T' 7 und I'gz linear un-
0

abhingig. Berechnet man sich aus diesen nun die \; mit ¢ = 1, .., 6 und setzt man die erhaltenen Ausdriicke
in die Gleichungen D, und Dj ein, so erhélt man

Yri=a1 X7 +axXqo und Y7o = a3Xy s,

woraus folgt, dass die Zuordnung zwischen dem Basisankerpunkt des moglichen siebenten Beines und des-
sen Plattformankerpunkt auch der Affinitét unterliegt. Wenn wir nun in die verbleibende Gleichung ein-
setzen, sehen wir, dass diese erfiillt ist. Auflerdem ist W stets die leere Menge, womit wir nun der Stewart
Gough Plattform eine zweiparametrige Menge von Beinen hinzufiigen kénnen, ohne dessen Vorwértski-
nematik zu verdndern.
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