Zur geometrischen Erzeugung linearer
Geradenabbildungen
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daf§ die surjektiven linea-
ren Geradenabbildungen aus der Mannigfaltigkeit £ der Geraden des
projektiven Dreiraumes P2 in den P? bis auf eine Ausnahme durch
die Zusammensetzung einer Netzprojektion, einer stereographischen
Projektion und einer anschlieBenden Polaritit im P3 realisiert wer-
den konnen. Ferner werden die geometrische Realisierung der linearen
Geradenabbildungen £ — P? diskutiert und die Zusammenhinge zwi-
schen den linearen Geradenabbildungen in P? und in P? untersucht.
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1 Einleitung

Lineare Geradenabbildungen wurden erstmalig von L. ECKHART in [7, 8] und
F. Rehbock in [18, 19] untersucht. Eine Geradenabbildung wurde dann als
linear bezeichnet, wenn ihre Abbildungsgleichungen linear in den PLUCKER-
Koordinaten sind. Beide Autoren beschéftigen sich eingehend mit der Abbil-
dung von Geraden des drei-dimensionalen projektiven Raumes P? auf Punkte
einer projektiven Ebene P2. Neben der synthetischen Behandlung der linearen
Abbildungsverfahren werden auch die Verbindungen der linearen Geradenab-
bildungen zur Kinematik aufgezeigt.

Auch die kinematische Abbildung von BLASCHKE [2] und GRUNWALD [10],
welche die Geraden des drei-dimensionalen quasi-elliptschen Raumes auf Punk-
tepaare einer euklidischen Ebene abbildet, ist eine lineare Geradenabbildung.



Die zum Studium des Geradenkontinuums des drei-dimensionalen ellipti-
schen Raumes E3 vorteilhafte sphirische kinematische Abbildung von W.
K. CLIFFORD [5] - siehe aber auch [3, 15, 17] - ist ebenfalls zu den linearen
Geradenabbildungen zu zéhlen.

Grundlage der folgenden Uberlegungen ist zum einen die nach F. KLEIN
benannte Abbildung v : £ — M, welche den Geraden des P? die Punkte
der PLUCKER-Quadrik My C P° zuweist [9, 17, 21] und zum anderen die
Auffassung einer linearen Abbildung A : P — P" (n < m) als Produkt
einer Projektion (singuldren Kollineation) und einer anschlieSenden kollinea-
ren Verlagerung des Bildraumes.

H. BRAUNER hat in [4] die folgende auch hier verwendete Definition linearer
Geradenabbildungen gegeben:

Definition 1.1

Eine Abbildung pn : L — P aus der Mannigfaltigkeit £ der Geraden des
drei-dimensionalen projektiven Raumes P3 heifit lineare Geradenabbildung,
wenn sie Zusammensetzung der Kleinschen Abbildung v und einer linearen

Abbildung \ : P> — P9 st

In [4] wurden die linearen Geradenabbildungen in projektive Ebenen (d = 2)
klassifiziert. Die einzelnen Typen linearer Geradenabbildungen p : £ — P?
werden hinsichtlich der Lage des Projektionszentrums zur PLUCKER-Quadrik
M unterschieden.

Die Arbeit [11] schliet an [4] an und entwickelt Angaben linearer Geradenab-
bildungen, bei denen die Bilder der Geraden allein durch lineare Konstruk-
tionen ermittelt werden kénnen, was ganz dem Wesen linearer Geradenabbil-
dungen entspricht. Einen analytischen Zugang zum Studium der linearen Ge-
radenabbildungen wéhlt LUBBERT in [14]. Eine ausfiihrliche Darstellung li-
nearer Geradenabbildungen, deren synthetische und analytische Behandlung
sowie ihre Anwendbarkeit auf die Kinematik der CAYLEY-KLEIN-R&ume fin-
det man in [9, 17].

In der vorliegenden Arbeit soll erstmals eine Realisierung der linearen Ge-
radenabbildungen von £ in den P? ausschlieBlich innerhalb des P? vorge-
nommen werden. Es erweist sich als zielfiihrend, die Projektion aus dem
Kleinschen Bild in Konstruktionen in der Geradenmannigfaltigkeit des P? zu
iibersetzen.

Ein Teil dieser Realisierung, die Zusammensetzung einer Netzprojektion und



die anschliefende stereographische Projektion, wurden in [6, 13] zur Kon-
struktion rationaler Parametrisierungen von Kurven und Fléchenstiicken in
Quadriken beniitzt. Man sprach dort diese zusammengesetzte Abbildung als
verallgemeinerte stereographische Projektion an.

2 Grundlagen aus der Liniengeometrie

Im folgenden beschreiben wir Punkte X des drei-dimensionalen komplex er-
weiterten projektiven Raumes P? durch homogene Koordinaten (zg : xp :
7y : x3). Den Geraden G des P? weisen wir ihre homogenen PLUCKER-
Koordinaten (g1 : g2 : g3 : ga : g5 : g¢) zu, siehe hierzu etwa [9, 12, 17, 21].
Fiir die PLUCKER-Koordinaten (g; : ... : gg) einer Geraden G' C P? gilt dann
die PLUCKER-Identitét

My @ 9194 + 295 + 9396 = 0, (1)

welche gleichzeitig auch die Gleichung der PLUCKER-Quadrik ist. Die Abbil-
dung v : £ — M, die vermdge G +— (g; : ... : gg) jeder Geraden G C P3
(oder G € L) ihre PLUCKER-Koordinaten zuweist, heifit Kleinsche Abbildung.
Die Kleinschen Bilder schneidender Geraden liegen polar beziiglich M.

Mit Hilfe der Kleinschen Abbildung kénnen die ein-, zwei- oder drei-dimen-
sionalen Geradenmannigfaltigkeiten des P? einer iibersichtlichen Behandlung
zugefithrt werden, siche hierzu etwa [17] oder [21].

Man nennt die drei-dimensionale Mannigfaltigkeit der Geraden des P?, deren
PLUCKER-Koordinaten eine lineare Gleichung erfiillen, einen linearen Kom-
plex. Das Kleinsche Bild des linearen Geradenkomplexes ist ein hyperebener
Schnitt von M. Die Geraden, die eine feste Gerade treffen, bilden einen so-
genannten singuldren linearen Komplez; sein Kleinsches Bild ist der Schnitt
von My mit einer ihrer Tangentialhyperbenen.

Der Durchschnitt zweier regulédrer linearer Komplexe heifit lineare Geraden-
kongruenz oder Netz. Die PLUCKER-Koordinaten der Geraden eines Netzes
erfiillen zwei lineare Gleichungen. Das Kleinsche Bild der Netzgeraden ist
der Schnitt eines drei-dimensionalen projektiven Unterraumes von P® mit
My, also eine Quadrik in M.

Man unterscheidet drei Typen von Netzen, je nachdem, ob das Kleinsche
Bild eine ovale oder ringartige Quadrik oder ein quadratischer Kegel ist. Er-
stere heiflen elliptisches beziehungsweise hyperbolisches Netz, letzteres heif3t



Abbildung 1: Von links nach rechts: elliptisches, hyperbolisches und parabo-
lisches Netz.

parabolisches Netz. Das elliptische Netz kann auch als die Menge der Treff-
geraden eines Paares konjugiert komplexer windschiefer Geraden A; und A,
erzeugt werden. Man nennt A; die Achsen des Netzes. Im hyperbolischen Fall
sind diese reell. Das parabolische Netz besteht aus allen Geradenbiischeln,
deren Scheitel auf der einzigen Achse A liegen und deren Ebenen durch A
gehen und den Biischelscheiteln in projektiver Weise zugeordnet sind. Nur
im parabolischen Fall gehort die Achse zum Netz.

Da nun durch jeden Punkt des P3, der keiner Netzachse angehort, genau ei-
ne Netzgerade geht, konnen Netze zur Abbildung des Punktraumes auf eine
Ebene verwendet werden, siche [1, 7, 8]. Da wir spéter davon Gebrauch ma-
chen wollen, geben wir die Abbildungsgleichungen fiir die einzelnen Typen
von Netzprojektionen an.

Wir nehmen an, ein elliptisches Netz N sei durch seine Achsen A; = (1:4:
0:1:4:0)und Ao = (1: —i:0:1: —i:0) gegeben. Die Projektion v
erfolge in die Ebene P? : x5 = 0. Ein Punkt P € P3 mit den homogenen
Koordinaten (pg : p1 : p2 : p3) wird dann auf den Punkt

Py = (p(z) +P§ : pop1 + P2ps3 : pop2 — pips : 0) (2)

abgebildet. Fiir den hyperbolischen Fall kénnen wir A1 =(0:0:1:0:0:0)
und A, = (0:0:0:0:0: 1) annehmen. Hier sei P? : zy = z; die Bildebene
von v, weshalb ein Punkt P = (pg : p1 : p2 : p3) auf den Punkt

Pv = (p2ps : paps : —p1p3 © —pop2) (3)
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abgebildet wird. Im parabolischen Fall wihlen wir als Achse A = (0 : 0 :
0:1:0:0) und, da damit das parabolische Netz noch nicht vollstindig be-
stimmt ist, auch noch die Projektivitét, die den Punkten von A die Biische-
lebenen zuordnet. Dazu wihlen wir die Nullpolaritit = : P3 — P, die A
festhalt und 7 : (po : p1 : p2 @ p3) — (P2 1 —p3 : —p1 : po) leistet. Thre
Einschréinkung auf A liefert genau die gewiinschte Abbildung. Als Bildebene
der Projektion v wihlen wir wie im elliptischen Fall die Ebene P? : 23 = 0
und erhalten als Bild des Punktes P = (pg : p1 : ps : p3) den Punkt

Pv = (P?) :—pop1 : —p1p3 + pope : 0). (4)

3 Die linearen Geradenabbildungen in den P?

3.1 Typen linearer Geradenabbildungen in den P3

Sei P ein projektiver Raum der Dimension m und P C P™ ein projektiver
Unterraum von P der Dimension n. In P™ sei ein k-dimensionaler projekti-
ver Unterraum Z ausgezeichnet. Er wird Ausnahmeraum oder Zentrum der
linearen Abbildung p: P\ Z — P" in den Bildraum P™ genannt.

Die Ermittlung des Bildpunktes X € P" eines Punktes X € P™ \ Z sieht
nun folgende Konstruktion vor: Man verbindet X mit Z zum Fuaserraum Fx
von X und ermittelt den Schnitt Xpu = Fx NP". Soll Xy ein Punkt von P"
sein, so mufl dimP” = n = m — k — 1 gelten, es miissen also Zentrum und
Bildraum komplementér sein.

Um zu linearen Geradenabbildungen p : £ — P? im Sinne von Definition
1.1 zu gelangen, muf das Zentrum Z eine Gerade des P° und der Bildraum
ein drei-dimensionaler Unterraum P3 von P? sein.

Hinsichtlich der Lage von Z zur PLUCKER-Quadrik unterscheiden wir nun
die folgenden vier Typen linearer Geradenabbildungen in den P3:

1. der elliptische Typ: Z schneidet My in einem Paar konjugiert komplexer
Punkte,

2. der hyperbolische Typ: Z schneidet M, in einem Paar reeller Punkte,
3. der parabolische Typ: Z beriihrt My und

4. der singuliire Typ: Z liegt in M.
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Der elliptische, der hyperbolische und der parabolische Typ gestatten eine
Konstruktion innerhalb der Geradenmannigfaltigkeit £ des P3. Der singulire
Typ konnte bislang nicht durch Konstruktion im P?3 realisiert werden.

3.2 Geometrische Erzeugung der linearen Geradenab-
bildungen

Zur geometrischen Erzeugung linearer Geradenabbildungen werden die Be-
griffe aus dem Kleinschen Bild in die Geradenmannigfaltigkeit des P {ibertra-
gen. Dabei entspricht dem geradlinigen Zentrum Z C P° ein Biischel linearer
Komplexe im P3, also ein Netz ./\/'A Die Kleinschen Bilder der Netzgeraden
sind die Punkte des Polarraumes Z von Z beziiglich M.

Das Ermitteln der Faserebene Fy ist gleichbedeutend mit dem Aufsuchen der
ringartigen Faserquadrik einer Geraden bei einer Projektion mit dem Netz N .
Eine an die Netzprojektion angeschlossene stereographische Projektion auf
eine Quadrik U und eine Polaritdt ergeben dann insgesamt eine Abbildung
der Geraden des P? auf die Punkte des IP3.

Zur Ubertragung der Konstruktion des linearen Bildes eines Punktes auf
die Konstruktion des linearen Bildes einer Geraden, behandeln wir die vier
Typen linearer Geradenabbildungen £ — P3 getrennt:

3.2.1 Der elliptische Typ

Als Zentrum Z der linearen Abbildung \ : £ — P? withlen wir die Gerade
Z=(ty:t1:0:ty:t;:0) (5)

des P°. Jede andere Gerade des P°, die M in einem Paar konjugiert kom-
plexer Punkte schneidet, fiihrt zu einer projektiv dquivalenten linearen Ab-
bildung. Ein zu Z komplementéirer Unterraum von P° moge als Bildraum
dienen. Es stellt keinerlei Einschrankung der Allgemeinheit dar, den Polar-
raum

~

Z: i +as=x9+75=0 (6)
von Z beziiglich M.} als Bildraum der linearen Abbildung A zu wihlen. Damit
wird der Kleinsche Bildpunkt einer Geraden G = (g : ... : gg) unter A auf

GA= (91— 94 92— g5 : 295 * 296) (7)
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Abbildung 2: Zerlegung der elliptischen linearen Geradenabbildung.

abgebildet.
Der Bildraum Z schneidet My nach der ovalen Quadrik
U: 23+ 25 — w326 = 0. (8)

Die Punkte von U sind die Kleinschen Bilder der Geraden eines elliptischen
Netzes N mit den Achsen {A;, A2} = (ZNM3)y ' mit Ay =(1:0:0:1:
O)und Ao, =(1:—i:0:1:—i:0).

Wir konstruieren nun das lineare Bild einer Geraden G = (g1 : ... : gg) im
P3, indem wir sie zunichst mittels N' gemif (2) in die Ebene P? : 23 = 0
projizieren. Thr Netzriss ist der Kegelschnitt

Gv: gewi — (92 — g5)wory + (91 — ga)ToTo + g3(2? +23) =23 =0.  (9)

Die stereographische Projektion o : P? — U\ S mit Zentrum S = (0:0:0:
1) bildet den Kegelschnitt (9) auf einen Kegelschnitt Gro in der Ebene

960 — (92 — g5)71 + (g1 — g4)T2 + gsz3 = 0 (10)

ab, da sich von der Schnittkurve des Projektionskegels I' := S V Gv und
U die zwei Erzeugenden TsU N U in der Tangentialebene TsU von U in §
abspalten. Im Vergleich von (10) mit der Polarform

U3 + 2u1T] + 2Usxo + ugxrz = 0 (11)
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von (8) findet man den Pol
Grom = (296 : g5 — g2 : g1 — Ga * 293) (12)

der Tréagerebene von Gro. Vergleichen wir die Abbildungsgleichungen (7)
von G +— G mit jenen in (12) von G — Grom, so stellen wir fest, dafl die
Abbildungen A und vorw bis auf eine Kollineation iibereinstimmen. Es gilt
also:

Satz 3.1

Die linearen Geradenabbildungen £ — P3 vom elliptischen Typ kénnen im
P3 durch die Zusammensetzung einer Netzprojektion mit einem elliptischen
Netz, einer stereographischen Projektion auf eine ovale Quadrik U und der
Polaritit an U realisiert werden.

Die Quadrik U mit der Gleichung (8) kann man im Sinne der darstellenden
Geometrie auch als Umrifl der PLUCKER-Quadrik M, (1) auffassen.

3.2.2 Eine Hoprr-Abbildung als lineare Geradenabbildung

Wir betrachten die stereographische Projektion o : P? — S?\ N mit dem
Zentrum N = (1:0:0: 1) aus der Ebene P? : 23 = 0 in die euklidische
Einheitssphire S?. Unter Verwendung von homogenen Koordinaten (xg : 7 :
Ty : w3) fiir Punkte in P? erhalten wir die Abbildungsgleichungen

o (zo:x1 ) = (23 + 2% + 25 : 2moxy 1 2w0To 1 X5 + 25 — T2). (13)

Schlieft man nun P? konform ab, indem man das uneigentliche Element oo
ihrer Punktmenge hinzufiigt, und erklirt man dariiber hinaus No—! = oo,
so ist eine bijektive Abbildung zwischen P? und S? hergestellt, die Geraden
und Kreise in P? in Kreise auf S? iiberfiihrt.

Ist ferner v die Projektion (2) mittels elliptschem Netz in die Ebene P2, so
ist die Abbildung ¢ = vo, die einen Punkt P = (py : p1 : po : p3) € P? auf
den Punkt

ps+ i+ p3+p3
2(pop1 + p2ps3)
Pé— 14
¢ 2(pop2 — p1p3) (14)
—pg+pi+p3+ 03



abbildet, eine HOPF-Abbildung. Niitzt man die HoOpPF-Abbildung (14) um
die Punkte einer Geraden G = (¢ : ... : g¢) abzubilden, so findet man diese
Bildpunkte auf S? in der Ebene

2o(93 + gs) + 21(92 — g5) + 22(91 — g1) + 23(g6 — g3) =0 (15)
wieder. Der Vergleich mit der Polarform
—xolUg + T1U1 + Tous + x3u3 =0 (16)
von S? liefert mit
(93 +96:95—92: 91— ga: g3 — o) (17)

den Pol dieser Ebene beziiglich S?. Damit ist ganz offensichtlich ein Zusam-
menhang zwischen der HOPF-Abbildung und dem elliptischen Typ linearer
Geradenabbildungen hergestellt. Es gilt also:

Satz 3.2
Die HOPF-Abbildung ¢ (14) ist eine lineare Geradenabbildung L — P3*.

Die Zusammensetzung der HOPF-Abbildung ¢ (14) und des Polarsystems an
der euklidischen Einheitssphdre S ist eine lineare Geradenabbildung £ — P3.

3.2.3 Der hyperbolische Typ

Als Zentrum Z der linearen Abbildung \ : P° — P3 wihlen wir nun die
Gerade

Z=(0:0:%:0:0:t). (18)

Die Wahl jeder anderen Sekante der PLUCKER-Quadrik liefert eine projektiv
fquivalente lineare Geradenabbildung. Der zu Z komplementére Bildraum
soll auch in diesem Fall der Polarraum Z von Z beziiglich My sein. Er ist
durch die Gleichungen

~

Z:xg,:xﬁ:O (19)

bestimmt. Das Kleinsche Bild einer Geraden G mit den PLUCKER-Koordinaten
(g1: ... : g¢) wird dann unter der so bestimmten linearen Abbildung A : P® —

P3 auf den Punkt
G\ = (g1, 92, 94, 95) (20)
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Abbildung 3: Zerlegung der hyperbolischen linearen Geradenabbildung.

10



abgebildet.

Der Bildraum Z schneidet M nach der ringartigen Quadrik
U: xy24 + 2925 = 0. (21)

Die Punkte von U sind die Kleinschen Bilder der Geraden eines hyperboli-
schen Netzes N mit den Achsen {A;, Ay} = (Z N M)y mit Ay =(0:0:
1:0:0:0)und A, =(0:0:0:0:0:1).

Wir schreiten zur Konstruktion des linearen Bildes von G in P2. Die Gerade
G =1(g1:...:ge) wird nun vermoge der Projektion (3) mit dem Netz A in
die Ebene P? : xy = x; auf den Kegelschnitt

Gv: 9455% + g5T102 + Gox1 X3 — G123 = X9 — 21 =0 (22)

abgebildet. Die stereographische Projektion o : P? — U\ S mit dem Zentrum
S=(1:0:0:0) fithrt den Kegelschnitt Gv (22) in den Kegelschnitt Gvo
auf U iiber, da sich auch in diesem Falle von der Schnittkurve des Projekti-
onskegels I' := SV Gr und der Quadrik U die zwei in der Tangentialebene
TsU gelegenen Erzeugenden abspalten. Die Tragerebene des Kegelschnitts
Gvo hat die Gleichung

lixg + lyxy + lsze + lyxs = 0. (23)
Der Vergleich mit der Polarform von U
U1y + Ugxy + U3Ty + Usxz = 0 (24)
lehrt uns, daf§ die Polaritdt = an U der Ebene (23) den Punkt

Grom =(gs:G1: 62 g5) (25)

zuordnet. Auch hier stellen wir sofort fest, daf die Bilder (20) und (25)
nicht nur linear in den PLUCKER-Koordinaten sind, sondern auch nach ge-
eignetem Permutieren der Koordinaten aus einander hervorgehen, was einer
Kollineation des Bildraumes entspricht. Wie im Falle der elliptischen linearen
Geradenabbildungen haben wir also:

Satz 3.3

Die linearen Geradenabbildungen £ — P3 vom hyperbolischen Typ kinnen
im P3 durch die Zusammensetzung einer Netzprojektion mit einem hyperbo-
lischen Netz, einer stereographischen Projektion auf eine ringartige Quadrik
U und der Polaritat an U realisiert werden.
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Wie im vorangegangenen Falle kann auch hier die Quadrik U als Umrif} der
PLUCKER-Quadrik My bei der linearen Abbildung A\ beziehungsweise bei
vor aufgefat werden.

Die Zusammensetzung der Netzprojektion und der anschlieBenden stereo-
graphischen Projektion ergeben im hyperbolischen wie im elliptischen Fall
eine verallgemeinerte stereographische Projektion, wie sie in [6] und [13] zur
Anwendung kam.

3.2.4 Der parabolische Typ

Als Zentrum Z der Projektion A : P® — P3 ist nun eine Tangente von M.}
zu wéhlen. Es sei daher

Z=0:1ty:0:t :19:0). (26)

Der Polarraum Z von Z beziiglich M ist dann durch

~

Z:xi=x9+x5=0 (27)

bestimmt und nicht als Bildraum der Projektion aus Z geeignet, da Z und
Z den Punkt (0:0:0:1:0:0) gemein haben, also nicht komplementér
sind. Wir wéhlen daher

Z:xy=a5=0 (28)

als Bildraum. Die Abbildung A\ : P°\ Z — P2 kann somit durch die in den
PLUCKER-Koordinaten (g; : ... : gg) einer Geraden G linearen Abbildungs-
gleichungen

Gv = (91,92 — 95 : 93 o) (29)
beschrieben werden.
Der Polarraum Z von Z schneidet My nach dem quadratischen Kegel
U: x316 — 25 =0, (30)

dessen Punkte die Kleinschen Bilder der Geraden eines parabolischen Netzes
N sind. Die Achse A ist das v~ !-Bild der Spitze von U beziehungsweise das
7~ 1-Bild des Beriihrpunktes von Z mit M.

Wie in den beiden vorangegangenen Fillen ermitteln wir nun das lineare
Bild einer Geraden G im P3. Wir bestimmen den Netzri8 Gv der Geraden
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Abbildung 4: Zerlegung der parabolischen linearen Geradenabbildung.

G

G = (g1 :...: gs) mit Hilfe von (4) in die Ebene x5 = 0 und erhalten den
Kegelschnitt

Gr : g6x(2) + (g5 — g2)xom1 + grx0Ts + ggxf =0. (31)

Sodann erfolgt die stereographische Projektion o : P? — U \ S mit dem
Zentrum S = (0 : 0 : 0 : 1). Dabei wird der Kegelschnitt Gv auf den
Kegelschnitt Gro auf dem quadratischen Kegel U abgebildet, da sich von
der Schnittkurve des Projektionskegels I' := S V Gv mit U auch hier die
Erzeugenden in TsU abspalten.

Die Trégerebene des Kegelschnittes Gro ist durch

960 + (g5 — g2)T1 + G102 + g3x3 =0 (32)

gegeben. Da die Quadrik U mit der Gleichung (30) singulér ist, gilt dies auch
fiir ihr Polarsystem. Es bestimmt keine Korrelation P** — P3. Um aber zu
einer bijektiven Abbildung der Ebenen (32) auf die Punkte des P? zu gelan-
gen, konnen wir irgendeine Polaritdt oder Nullpolaritdt § anwenden. Diese
ist dann sicher linear in den homogenen Koordinaten von (32) und damit
auch in den PLUCKER-Koordinaten von GG. Damit haben wir insgesamt:

13



Satz 3.4

Die linearen Geradenabbildungen £ — P® vom parabolischen Typ kénnen im
P3 durch die Zusammensetzung einer Netzprojektion mit einem parabolischen
Netz, einer stereographischen Projektion auf einen quadratischen Kegel und
einer Polaritdt oder Nullpolaritdt realisiert werden.

Die Quadrik U kann auch hier als der Umrifi von MJ angesehen werden.
Auch bei der Konstruktion einer linearen Geradenabbildung vom parabo-
lischen Typ kann man die Projektion mittels parabolischem Netz und die
anschlieende stereographische Projektion zur verallgemeinerten stereogra-
phischen Projektion zusammenfassen.

Die Erzeugung der elliptischen, hyperbolischen und parabolischen linearen
Geradenabbildung kann somit einheitlich gesehen werden. Es gilt deshalb:

Satz 3.5

Die verallgemeinerte stereographische Projektion vermittelt eine lineare Ge-
radenabbildung £ — P3*. Die Zusammensetzung mit einer Korrelation liefert
insgesamt eine lineare Geradenabbildung L — P3, die den Geraden des P3
Punkte des P? zuordnet.

3.2.5 Der singulire Typ

Der letzte noch zu diskutierende Typ linearer Geradenabbildungen £ — P3
ist der singuliire. Hierbei kann als Zentrum die ganz in M gelegene Gerade

Z=0:0:0:0:t:1t) (33)

gewihlt werden. Jede andere in My enthaltene Gerade kann durch eine au-
tomorphe Kollineation von My auf diese abgebildet werden und liefert somit
eine projektiv fquivalente lineare Abbildung A : P°\ Z — P3.

Der Polarraum von Z ist nun durch die Gleichungen
Z: xy=x3=0 (34)

bestimmt und taugt aus demselben Grund wie im Falle der parabolischen
linearen Geradenabbildung nicht als Bildraum. Die Umriquadrik U = My N
Z besteht nun aus dem in Z koaxialen Ebenenpaar

T =To=23=0 & x9=123=x4=0. (35)
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Wir wahlen daher
P?: 25 =26=0 (36)

als Bildraum der linearen Abbildung X\ : P°\ Z — P3. Die Abbildungsglei-
chungen lauten dann

GA=1(91:92:93:94:0:0). (37)

Die Ubertragung dieses Typs linearer Abbildungen in den P? benétigt folgen-
de Feststellung: Das Ebenenpaar (35) ist das Kleinsche Bild eines Biindels
und eines Feldes von Geraden des P3. Eine geometrische Realisierung des
singuliéiren Typs linearer Geradenabbildungen in den P3 steht noch aus.

Ein Blick auf die Gleichungen (7,20,29) und (37) zeigt, dafl diese linearen
Geradenabbildungen surjektiv sind. Es gilt viel allgemeiner der folgende Satz:

Satz 3.6

Die surjektiven linearen Geradenabbildungen pu : £ — P3 vom elliptischen,
parabolischen und hyperbolischen Typ konnen stets als Zusammensetzung ei-
ner Netzprojektion, einer stereographischen Projektion und einer anschlie-
Penden Polaritit im P? realisiert werden.

Beweis: Zum Nachweis der Zerlegbarkeit der linearen Geradenabbildungen
geniigt es zu zeigen, daf zu allen Punkten des P? in jedem Falle mindestens
ein Urbild (eine Urbildgerade) gefunden werden kann. Zu diesem Zweck sind
die oben angegebenen Konstruktionen lediglich umzukehren.

1. Der hyperbolische und der elliptische Fall: Liegt eine hyperbolische oder
eine elliptische lineare Geradenabbildung vor, so existiert stets eine re-
guldre Quadrik U als Umrifl von M. Bei einer Abbildung hyperbo-
lischen Typs handelt es sich um eine ringartige, andernfalls um eine
ovale Quadrik.

Das Polarsystem an U ist in beiden Féllen reell und bildet die Punkte
X € P? bijektiv auf die Ebenen des ¢ C P? ab. Die Ebenen ¢ schneiden
die Quadrik U nach einem Kegelschnitt oder beriihren diese, weshalb
hier zwei Fille zu unterscheiden sind:

(a) Die Ebene £ schneidet U: Schneidet die Ebene ¢ die Quadrik U
nach einem Kegelschnitt kx, so geht dieser durch stereographi-
sche Projektion o~! aus einem geeigneten Zentrum S € U in
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eine Ebene P? # TsU aus bekannten Griinden in einen Kegel-
schnitt kxo~! iiber. Die Bildkegelschnitte aller in U enthaltenen
Kegelschnitte haben die beiden Punkte { Py, P2} := TsU NU N P?
(die Schnittpunkte der in der Tangentialebene des Projektionszen-
trums gelegenen Erzeugenden von U mit P?) gemein. Das Punk-
tepaar { Py, Py} fallt bei Vorgabe einer elliptischen linearen Gera-
denabbildung konjugiert komplex, bei einer hyperbolischen reell
aus.

Der Kegelschnitt kyo™! ist nun leicht als Netzriss einer Gera-
den zu deuten. Man wéihle hierzu die Achsen A; eines elliptischen
oder hyperbolischen Netzes N, entsprechend dem Typ der linea-
ren Geradenabbildung, je eine dieser Achsen durch die Punkte P;.
Durch den Kegelschnitt kxo~! und das Paar windschiefer Gera-
den (A, Ay), das mit den Kegelschnitten k,o0~! das Punktepaar
(Py, P,) teilt, ist die Faserquadrik Fx zu einem Urbild des Punktes
X eindeutig bestimmt. Als Urbild des Punktes X kommt somit
jede Gerade des ergénzenden Regulus (das ist jener, dem A; nicht
angehoren) auf Fx in Frage.

(b) Die Ebene & beriihrt U: Beriihrt die Ebene ¢ die Quadrik U, so
ist X ein Punkt von U. Ferner sind dann auch ky und kxo~!
Punkte. Letzterer ist Netzrifl der aus ihm an die Achsen A; und
As legbaren Treffgerade, womit in diesem Fall das Urbild von X
sogar eindeutig als Gerade des Netzes N rekonstruiert werden
kann.

2. Der parabolische Fall: Zur parabolischen linearen Geradenabbildung
gehort ein quadratischer Kegel U mit Spitze V' als Umrifl von M.,
Das Polarsystem des quadratischen Kegels vermittelt keine bijektive
Abbildung der Punkte des P3 auf die Ebenen des P3. Hier ist eine
beliebige Polaritdt oder Nullpolaritidt 6 anzuwenden, um dem Punkt
X € P? die Ebene XJ = ¢ zuzuordnen. Die Ebene ¢ schneidet U nach
einem Kegelschnitt ky, welcher nach stereographischer Projektion o
aus einem Punkt S € U in eine Ebene P? # TsU in einen Kegelschnitt
kxo~! iibergeht.

Die Kegelschnitte kxo~! bilden auch hier eine drei-parametrige Schar,
denn sie haben alle ein Linienelement gemeinsam: Die gemeinsame Tan-
gente t ist die Spurgerade von TsU in P2, der gemeinsame Beriihrpunkt
P ist der Spurpunkt jener Erzeugenden von U, die durch S geht.

Wiéhlt man nun die Achse A eines parabolischen Netzes durch P und
die Projektivitat lings A so, dafl die gemeinsame Tangente ¢ aller Ke-
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gelschnitte kyxo~! eine Netzgerade ist, dann sind die Faserquadriken

Fx der Netzprojektion durch den Kegelschnitt kxo™?!, die Erzeugende
A und die Beriihrprojektivitit lings A eindeutig bestimmt. Die Ur-
bildgeraden des Puntes X sind dann alle Erzeugenden des ergénzenden
Regulus (dieser enthélt die Gerade A nicht) auf Fx.

Da im parabolischen Fall eine beliebige Polaritét oder Nullpolaritét zur
Anwendung kommt, ist die Fallunterscheidung zwischen Punkten auf
U und solchen nicht auf U bei der Rekonstruktion des Urbildes nicht
mehr notig. Im allgemeinen werden die Punkte von U nicht auf ihre
Tangentialebenen abgebildet werden. -

Der singulédre Fall hat zwar kein Recht an dieser Stelle behandelt zu werden,
dennoch liegt seine Surjektivitdt auf der Hand. Man betrachte hierzu die
Abbildungsgleichungen (37).

Weiters sei noch bemerkt, dafi die bei der Rekonstruktion der Urbildgeraden
verwendete Korrelation 0 bestimmten Punkten X eine Ebene ¢ durch die
Kegelspitze V' zuordnet. (Die Menge all dieser Punkte erfiillt eine Ebene.) Die
Ebene £ schneidet U in einem nichtnotwendig reellen Paar von Erzeugenden,
die vermoge o~ ! auf Geraden in P? abgebildet werden. Diese stimmen dann
mit Urbildern unter der Netzprojektion iiberein.

In allen drei Typen nicht singuléirer linearer Geradenabbildungen £ — P3
treten die reellen Innenpunkte der Quadrik U als die linearen Bilder nicht
reeller Geraden auf.

4 Beziehungen zu bekannten
linearen Geradenabbildungen

4.1 Lineare Geradenabbildungen
in eine projektive Ebene

Wir stellen uns in diesem Abschnitt die Frage: In den zwei-dimensionalen
Zentren Z,, welcher linearer Geradenabbildungen p : £ — P? konnen wir die
ein-dimensionalen Zentren Z, welcher Typen linearer Geradenabbildungen
A: L — P3 wieder finden?

Wir folgen der in [4] vorgenommenen Einteilung der lineren Geradenabbil-
dungen p: £ — P2
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. Z, N My =: k ist ein reeller Kegelschnitt: Der Kegelschnitt k ist Klein-
sches Bild eines Regulus einer ringartigen Quadrik. Folglich kénnen
in Z, Geraden Z, als Zentren linearer Geradenabbildungen £ — P?
gewahlt werden, die k entweder in einem reellen Punktepaar schnei-
den, beriihren oder in einem Paar konjugiert komplexer Punkte schnei-
den. Es sind daher die Zentren linearer Geradenabbildungen vom el-
liptischen, parabolischen und hyperbolischen Typ in Z, wéhlbar. Eine
Gerade Z, C M, die als Zentrum einer singuléren linearen Geradenab-
bildung dienen kann, existiert in Z, naturgemé&f nicht.

. Z, N M} =: k ist ein nullteiliger Kegelschnitt: Der Kegelschnitt k ist
Kleinsches Bild eines Regulus einer ovalen Quadrik des P? und trigt
keinen reellen Punkt. Deshalb kann in der Ebene Z, keine Gerade Z)
gefunden werden, die & und damit M nach einem reellen Punktepaar
schneidet oder k und damit auch M3 in einem reellen Punkt beriihrt. Es
kénnen in Z, nur Geraden Z, gewahlt werden, die als Zentren linearer
Geradenabbildungen des elliptischen Typs dienen. Auch in diesem Fall
existiert keine Gerade Z, C Z,, die auch My angehort.

. Z, N M} =: {e1,es} ist ein reelles Geradenpaar: In Z,, existieren Ge-
raden Zy, die M3 nur im Punkt e; N ey =: S schneiden, diese kénnen
als Zentren linearer Geradenabbildungen des parabolischen Typs ver-
wendet werden. Dartiber hinaus existieren auch Geraden Z, C 7, die
My in einem reellen Punktepaar {P;, P»} scheiden. Man wihle hier-
zu P, € ¢, \ S und Z, = S; V S, welche dann als Zentren linearer
Geradenabbildungen vom hyperbolischen Typ dienen kénnen. Dariiber
hinaus kann auch jede der Geraden e; als Zentrum einer singulédren
linearen Geradenabbildung dienen.

. Z,N My = {e,e} ist ein Paar konjugiert komplexer Geraden: Der
Schnittpunkt S = e N € ist sicher reell, weshalb man in diesem Fall
Geraden Z, C Z, wihlen kann, die mit M3 nur den reellen Punkt S
gemein haben oder M3 nach einem Paar konjugiert komplexer Punkte
schneiden. Erstere fithren zu linearen Geradenabbildung des paraboli-
schen, letztere zu solchen des elliptischen Typs.

. Z,N My = e ist eine reelle Gerade: In diesen Ebenen existieren neben
der Gerade e nur solche, die M, in genau einem Punkt schneiden. Wihlt
man e als Zentrum einer linearen Abbildung, dann handelt es sich um
eine singulédre lineare Geradenabbildung, jede andere gehort zu einer
Abbildung vom parabolischen Typ.
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6. Z, C My ist eine Ebene der ersten Art : (Z, ist Kleinsches Bild eines
Geradenbiindels in P2.) Da Z, ganz in M3 liegt, liegen alle ihrer Gera-
den ganz in M. Hier konnen nur Zentren des singuliiren Typs linearer
Geradenabbildungen gewéhlt werden.

7. Z, C My ist eine Ebene der zweiten Art: (Z,, ist Kleinsches Bild eines
Geradenfeldes in P3.) Dieser Fall unterscheidet sich vom vorangegan-
genen nicht.

Wir bezeichnen der Einfachheit die sieben Braunerschen Typen linearer Ge-
radenabbildungen p : £ — P? mit den Symbolen (1), ..., (7) und die Typen
linearer Geradenabbildungen A : £ — P3 mit den Symbolen (e), (h), (p) und
(s) und konnen zusammenfassend folgendes Ergebnis aussprechen:

Satz 4.1

In den zweidimensionalen Zentren Z,, linearer Geradenabbildungen pn: L —
P? der Typen (1) bis (7) kénnen die folgenden ein-dimensionalen Zentren
Zy linearer Geradenabbildungen der Typen (e), (h), (p) und (s) gefunden
werden:

1. in (1) fiir die Typen (e), (h) und (p);
in (2) nur fir den Typ (),

in (3) fir die Typen (h), (p) und (s);
in (4) fir die Typen (e) und (p);

in (5) fir die Typen (p), (s);

in (6) nur fiir den Typ (s) und

NS v e e

in (7) nur fir den Typ (s).

4.2 Die kinematische Abbildung
von BLASCHKE und GRUNWALD

Die kinematische Abbildung von W. BLASCHKE [2] und J. GRUNWALD [10]
ordnet den Geraden G eines drei-dimensionalen quasi-elliptischen Raumes
ein Punktepaar (G!,G") einer euklidischen Ebene P? : z3 = 0 zu. Dazu
wird G mit den Ebenen €™ : z3 = 29 und e~ : x3 = —xy geschnitten.
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Abbildung 5: Kinematische Abbildung von BLASCHKE und GRUNWALD.

Die Orthogonalprojektionen der Schnittpunkte G* und G~ in die Ebene P?
werden dann um den Spurpunkt von G in P? um +90° gedreht und gelangen

so in die Position G" und G', welche man linken und rechten Bildpunkt von
G nennt, siche Abbildung 5.

Die Abbildungen ¢! : G +— G! und ¢" : G — G" werden linke und rechte
Abbildung genannt, durch

G¢' = (93:=92—9a:g1—g5) und G@" =(g3:92—9ga:—g1 —g5) (38)
beschrieben und sind offensichtlich lineare Geradenabbildungen £ — P2
Fassen wir sie als lineare Abbildungen aus der PLUCKER-Quadrik M,y auf,

so sind die Ausnahmeriume Z” und Z' zwei Ebenen mit dem gemeinsamen
Punkt (0:0:0:0:0: 1), der Kleinsches Bild der Ferngeraden von P? ist.

Betrachtet man die linke und die rechte Abbildung getrennt von einander,
so sind sie vom 6. beziehungsweise 7. Braunerschen Typ, siehe [4]. Man kann
sie daher nur durch die Zusammensetzung des singuldren Typs linearer Ge-
radenabbildungen £ — P und einer anschlieBenden Projektion erhalten.

4.3 Die sphirisch kinematische Abbildung

Die von W. K. CLIFFORD in [5] eingefithrte sphdrisch kinematische Ab-
bildung ist eine lineare Geradenabbildung, die den orientierten Geraden G
des drei-dimensionalen elliptischen Raumes E? ein Paar orientierter Geraden
eines Biindels zuordnet.

Da die Geradenbiindel des projektiven Raumes isomorph zu projektiven Ebe-
nen sind, ist insgesamt eine Abbildung £ — P? x P? aus der Mannigfaltigkeit
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Abbildung 6: Sphérisch kinematisches Bild eines Dreikants.

der orientierten Geraden des drei-dimensionalen elliptischen Raumes in ein
Paar projektiver Ebenen hergestellt.

Man errechnet aus den PLUCKER-Koordinaten (g; : ... : g¢) einer Geraden
G geméif

G=(—091:9—95:95—9s) und G" = (g1+9s: 92+ g5: g3+ g6)(39)
den linken und rechten Bildpunkt von G.

Die getrennte Betrachtung der linken und rechten Abbildung ¢! und ¢" lie-
fert auch hier wieder Aufschlufl iiber ihre Beziehungen zu den linearen Ge-
radenabbildungen £ — P32. Die Ausnahmeriume Z' und Z" sind Ebenen,
die M3 nach nullteiligen Kegelschnitten schneiden. Diese sind die Kleinschen
Bilder der nicht reellen Ausnahmereguli der nullteiligen Quadrik

o+ @i +ay + a3 =0, (40)

welche auch als MaBquadrik des E? dienen kann, siehe [9]. Da die Ausnahme-
ebenen keine reellen Punkte mit M, gemein haben, existieren in diesen auch
nur Geraden, die M nicht reell schneiden. Diese kénnen mithin nur als Zen-
tren der linearen Geradenabbildungen des elliptischen Typs dienen, weshalb
die sphérisch kinematische Abbildung als Zusammensetzung einer linearen
Geradenabbildung £ — P? des elliptischen Typs und einer anschlieBenden
Projektion P? — P? erzeugt werden kann.

So kann etwa das linke Bild G durch die Zusammensetzung aus der mit der
Hoprr-Abbildung (14) verbundenen linearen Geradenabbildung (17) und der
Projektion aus (1:0:0:0) in die Ebene zq = 0 konstruiert werden.
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Ublicherweise wird den PLUCKER-Koordinaten (g; : ... : g¢) der Geraden des
drei-dimensionalen elliptischen Raumes eine spezielle Normierung auferlegt,
sodaB neben (1) auch

Gre+tatategtg=1

gilt. Mit dieser Normierung sind der linke und rechte Bildpunkt (39) Punkte
der euklidischen Einheitssphire S?, weshalb man dann eine Abbildung L —
S? x S? erhélt. Einem Dreikant orientierter Geraden des E3 entspricht ein
Paar kongruenter sphérischer Dreiecke, also eine Drehung, die das linke Bild
in das rechte tiberfiihrt, siche Abbildung 6.

Man spricht daher auch von der sphdrisch kinematischen Abbildung, die ein
recht niitzliches Werkzeug in der Differential- und der Liniengeometrie des
elliptischen Raumes E? ist, siche hierzu etwa [3] und [15].

4.4 Die Abbildung von ECKHART und REHBOCK

Die Geradenabbildungen, wie sie in [7, 8] und [18, 19] fast zur gleichen Zeit
und unabhéngig von einander untersucht worden sind, sind zu einander duale
Sichtweisen ein und desselben Abbildungsverfahrens fiir Geraden des P3.

Abbildung 7: Geradenabbildung nach ECKHART (links) und nach REHBOCK
(rechts).

Die Geradenabbildung nach ECKHART [7, 8] bedarf einer Quadrik ¢ und
eines ausgezeichneten Punktes O ¢ (). Man ermittelt nun das linke und rechte
Bild G und G", indem man die Treffgeraden an die beiden Erzeugenden e;
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und e, der linken beziehungsweise f; und f5 der rechten Schar durch die
Schnittpunkte S; und S; von G mit ) aus O legt, siehe Abbildung 7.

Dual dazu kann man die Schnittpunkte von e; und e, mit einer Ebene P? zum
linken Bild G! einer Geraden G verbinden. Die analoge Konstruktion mit den
rechten Erzeugenden f; und f> ergeben das rechte Bild, siehe Abbildung 7.

In [22] wurde unter Verwendung der nullteiligen Quadrik @ mit der Glei-
chung (40) gezeigt, dafl die linearen Risse auch mit ausschlieflich linearen
Konstruktionen ermittelt werden kénnen. Die Beziehungen der linearen Ge-
radenabbildungen von ECKHRT und REHBOCK und der sphérisch kinema-
tischen Abbildung zum Ubertragungsprinzip von STUDY, wie es in [20] ein-
gefithrt wurde, ist offensichtlich.

5 Geometrische Realisierung der linearen
Geradenabbildungen in die projektive Ebe-
ne

Die linearen Geradenabbildungen in den projektiven Raum P? konnten, mit
Ausnahme des singuldren Typs, durch die Zusammensetzung einer Netzpro-
jektion, einer stereographischen Projektion auf eine geeignete Quadrik und
die Polaritédt an dieser realisiert werden.

An dieser Stelle sei bemerkt, daf§ die Netzprojektion alleine bereits eine li-
neare Geradenabbildung ist. Thr Bildraum ist der projektive Raum der Ke-
gelschnitte einer Ebene, die durch zwei feste Punkte gehen.

Auch die linearen Geradenabbildungen in die projektive Ebene P? kénnen
direkt in P* durch Hintereinanderausfiihren einer Netzprojektion v : £ — P?
und einer anschlieBenden linearen Abbildung der Bildkegelschnitte auf die
Punkte oder Geraden von IP? realisiert werden.

Dabei kénnen aus den vier Typen linearer Geradenabbildungen \ : £ — P3
die folgenden vier Typen gewonnen werden:

5.1 Der elliptische Typ

Die Realisierung des elliptischen Typs linearer Geradenabbildungen in den
P? sicht als ersten Schritt die Projektion mittels elliptischem Netz gemif
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(2) vor. Jede nicht mit den Netzachsen zusammenfallende Gerade G mit den
PLUCKER-Koordinaten (g1 : ... : gg) wird geméB (2) auf den Kegelschnitt
(9) abgebildet. Die Pole dieser Kegelschnitte beziiglich der Geraden U : xg =
0 C P? sind dann

Guvr =(293: 92— G5 : g1 — g1)- (41)

Hierin steht 7 : P?* — P2 fiir die Polbildung beziiglich u. Vergleicht man nun
(7) und (41), so stellt man fest, das GA und Gvr bis auf eine Kollineation
iibereinstimmen. Damit ist die Komposition der Abbildungen v und 7 bis
auf Kollineation eine lineare Geradenabbildung £ — P? und es gilt:

Satz 5.1

Die lineare Geradenabbildung L — P? (41) ist Zusammensetzung einer li-
nearen Geradenabbildung vom elliptischen Typ (7) und einer anschlieffenden
linearen Abbildung P?> — P2. Sie wird als Zusammensetzung einer Netzpro-
jektion und anschliefender Polbildung des Netzrisses beziiglich einer festen
Geraden u C P? geometrisch realisiert.

5.2 Der hyperbolische Typ

Im Falle einer linearen Geradenabbildung vom hyperbolischen Typ wird ei-
ne Gerade G mit Hilfe eines elliptischen Netzes geméf (3) auf den Kegel-
schnitt (22) in P? abgebildet, soferne G nicht mit einer der Netzachsen zusam-
menfillt. Wir bestimmen auch hier die Pole beziiglich einer festen Geraden.
Es sei u: xg = 1 — ¢ = 0 und wir erhalten

Gvr = (g1:92: 95), (42)

wobei auch hier das Symbol 7 die Polbildung beziiglich u bezeichne. Der
Vergleich von (20) und (42) lehrt, dafl auch hier die Zusammensetzung der
Netzprojektion v und der Polbildung 7 mit der linearen Geradenabbildung
(20) und der anschliefenden Projektion in P? bis auf eine Kollineation iiber-
einstimmen. Auch hier gilt:

Satz 5.2

Die lineare Geradenabbildung L — P? (42) ist Zusammensetzung einer linea-
ren Geradenabbildung vom hyperbolischen Typ (20) und einer anschlieffenden
linearen Abbildung P? — P2. Sie wird als Zusammensetzung einer Netzpro-
jektion und anschlieffender Polbildung des Netzrisses beziiglich einer festen
Geraden u C P? geometrisch realisiert.
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5.3 Der parabolische Typ

Nun werden die Geraden G des P? unter Zuhilfenahme eines parabolischen
Netzes gemif (4) auf die Kegelschnitte (31) in P? abgebildet. Ordnet man
jedem dieser Kegelschnitte seine Polare beziiglich eines festen Punktes U =
(1:0:0) € P? zu, so erhilt man mit

Gur* = (296 : g5 — g2 : ¢1) (43)

ecine lineare Geradenabbildung £ — P?*. Interpretiert man die homogenen
Geradenkoordinaten (43) als Punktkoordinaten in einer projektiven Ebene,
was der Anwendung einer Korrelation in P?* gleichkommt, so liegt insgesamt
eine lineare Geradenabbildung £ — P2 vor. Auch die geometrische Realisie-
rung dieser linearen Geradenabbildung ist somit gelungen. Es gilt daher:

Satz 5.3

Die lineare Geradenabbildung L — P? (43) ist Zusammensetzung einer linea-
ren Geradenabbildung vom parabolischen Typ (29) und einer anschlieffenden
Korrelation P?* — P2%. Sie wird als Zusammensetzung einer Netzprojektion
mit der Polarenbildung des Netzrisses beziiglich eines festen Punktes U C P?
und einer anschlieffenden Korrelation geometrisch realisiert.

6 Zentrenwahl

Wir stellen uns nun die Frage, ob durch die ein-dimensionalen Zentren der li-
nearen Geradenabbildungen £ — P? zwei-dimensionale projektive Unterriume
von P gewihlt werden konnen, sodaf diese die Zentren der linearen Gera-
denabbildungen sind, wie sie in [4] klassifiziert wurden.

6.1 Der elliptische Typ

Von den sieben Typen linearer Geradenabbildungen A\ : £ — P? kénnen
aus dem elliptischen Typ linearer Geradenabbildungen p : £ — P3? drei
gewonnen werden. Durch den ein-dimensionalen Ausnahmeraum Z, kénnen
projektive Ebenen Z,, so gewihlt werden, daB sie M nach einem reellen oder
nullteiligen Kegelschnitt schneiden. Ferner existieren durch Z, auch Ebenen
Z,, die My nach einem Paar konjugiert komplexer Geraden schneiden. Da-
mit sind die Braunerschen Typen (1), (2) und (4) durch Zusammensetzung
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einer linearen Geradenabbildung X : £ — P3 und einer linearen Abbildung
7 : P3 — P? (Projektion + Kollineation) erzeugbar.

6.2 Der hyperbolische Typ

Schneidet 7, die PLUCKER-Quadrik in einem Paar reeller Punkte, so konnen
Ebenen Z, durch Z, gefunden werden, die My nach einem reellen Kegel-
schnitt oder einem reellen Geradenpaar schneiden. Folglich ist es méglich die
Braunerschen Typen (1) und (3) linearer Geradenabbildungen p : £ — P?
als Zusammensetzung einer linearen Geradenabbildung X : £ — P3 vom
hyperbolischen Typ und einer linearen Abbildung 7 : P — P? (Projektion
+ Kollineation) zu erzeugen.

6.3 Der parabolische Typ

Liegt mit Z, eine Tangente von My vor, so kénnen durch diese Ebenen Z,,
gewihlt werden, die My nach einem reellen Kegelschnitt, einem reellen Ge-
radenpaar oder genau einer reellen Geraden schneiden. Diese Ebenen dienen
als Zentren linearer Geradenabbildungen £ — P? der Braunerschen Typen
(1), (3) oder (5). Daher kann man diese Typen als Zusammensetzung einer
linearen Geradenabbildung X : £ — P3 von parabolischen Typ mit einer
linearen Abbildung 7 : P3 — P? (Projektion + Kollineation) erzeugen.

6.4 Der singulidre Typ

Im letzten Fall, der singuliren linearen Geradenabbildung \ : £ — P3
gilt Zy C M. In diesem Fall ist es moglich, zwei-dimensionale projektive
Unterrdume Z, durch Z) so zu wihlen, daB§ Z, N My entweder ein reelles
Geradenpaar, genau eine reelle Gerade oder eine Ebene der ersten oder zwei-
ten Art von Mj ist. Demgemif kénnen die Braunerschen Typen (3), (5), (6)
und (7) auch als Komposition einer singuldren linearen Geradenabbildung
A: L — P? und einer linearen Abbildung 7 : P? — P? (Projektion +
Kollineation) gewonnen werden.

Damit 148t sich zusammenfassend folgender Satz formulieren:

Satz 6.1
Aus den vier Typen linearer Geradenabbildungen \ : L — P3 ergeben sich
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nach anschliefender Projektion = : P? — P? folgende linearen Geradenab-
bildungen der Braunerschen Typen:

1. Aus dem elliptischen Typ (e) erhdlt man die Typen (1), (2), und (4).
2. Aus dem hyperbolischen Typ (h) erhdlt man die Typen (1) und (3).

3. Aus dem parabolischen Typ (p) erhdilt man die Typen (1), (3) und (5).
4. Aus dem singuliren Typ (s) erhdilt man die Typen (3), (5), (6) und (7).

7 Abschlieflende Betrachtungen

In [4] sind die linearen Geradenabbildungen in projektive Ebenen klassifi-
ziert worden. Es gibt je nach Lage des zwei-dimensionalen Zentrums Z,, zur
PLUCKER-Quadrik sieben verschiedene Typen linearer Geradenabbildungen
in eine projektive Ebene P2. Bei den in der vorliegenden Arbeit betrachte-
ten surjektiven linearen Geradenabbildungen in den P? waren vier Typen zu
unterscheiden.

Neben den linearen Abbildungen mit ein- und zwei-dimenisonalem Zentrum
aus dem P° in einen drei- beziehungsweise zwei-dimensionalen projektiven
Raum sind aber noch jene mit einem null-dimensionalen (punktférmigen)
Zentrum erwahnenswert. Hierbei wiren dann zwei Typen linearer Gera-
denabbildungen zu unterscheiden, je nachdem, ob Z € Mj oder Z ¢ M,
gilt.

Liegt Z € M.}, so handelt sich bei der Projektion £ — P4 um eine stereo-
graphische Projektion. Verwendet man eine geeignete Koordinatisierung der
Geraden, so ist diese stereographische Projektion aus M, eine lineare Abbil-
dung in einen P*. Eine rein geometrische Realisierung dieser Abbildung steht
noch aus. Eine einfache Konstruktion des linearen Bildes einer Geraden unter
Zuhilfenahme komplexer Zahlen hingegen ist moglich. Die stereographische
Projektion aus £ in P* wurde bereits in [16] zum Zweck der Interpolation
von Funktionen auf Geraden verwendet.

Der Fall eines drei-dimensionalen Zentrums fiithrt zu einer sogenannten Ko-
tierung und es ist fragwiirdig, was eine solche zum Studium oder zur Visua-
lisierung von Geradenmannigfaltigkeiten beitragen kénnte.

Die linearen Geradenabbildungen £ — P3 koénnen zur Visualisierung von
Geradenmannigfaltigkeiten geniitzt werden. Dabei sei insbesondere an Ge-
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radenkongruenzen und die darin enthaltenen Regelflichen gedacht. Da die
Kleinsche Abbildung nicht nur bilinear sondern auch eine C'*°-Abbildung ist
und die linearen Geradenabbildungen diese Eigenschaften nicht zerstoren,
konnen differentialgeometrische Sachverhalte wiedergegeben werden.
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