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Uber isotrope Geradenkongruenzen
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Abstract In der vorliegenden Note werden integralfreie und rationale Paramatrisgjen isotroper Ge-
radenkongruenzen konstruiert. Dabei erweist sich diéggth kinematische Abbildung der Geraden
des euklidischen Dreiraumes zur Konstruktion von Parametrisierungeiitaleh. Bekannte Resultate
gestatten so eine neue Betrachtung, aber auch neue Resaliaenkangegeben werden.
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1 Einleitung und Motivation

Geradenkongruenzen oder kurz Kongruenzen sind zwei-pdrigi@ Familien von Geraden.
Das Studium der Kongruenzen ist durch deraoffges Auftreten in der Kinematik [15, 20, 27],
aber auch durch deren Vorkommen in der Optik [3, 20] gerectigt.

Was aber zeichnet die isotropen Geradenkongruenzen argkgefiber aus? Zum einen ist ihr
Zusammenhang mit den Minimaitthen des drei-dimensionalen euklidischen Raumes bemer-
kenswert: Die Einlillende der Symmetrieebenen der Geraden einer isotropegridenz ist ei-

ne Minimalfiache [1, 9, 21, 23]. Andererseitémknen unter gewissen Voraussetzungen isotrope
Geradenkongruenzen als liniengeometrische Analoga zMdemalflachen des euklidischen
und des elliptischen Dreiraumes gesehen werden [16, 18D&9]Begriff der inhaltsminimie-
renden Kongruenzen ist auch Gegenstand neuerer Untersyarin{#] und drfte dies aufgrund
vieler offener Fragen auch weiter noch bleiben.

Ein weiterer Reiz der isotropen Geradenkongruenzen isndeeebindung zu den holomor-
phen Funktionen [2, 12, 19, 18]. Beim Studium der vier-dinn@mslen Geradenmannigfaltig-
keit drei-dimensionaler &me und speziell beim Studium von Geradenkongruenzeejssw
sich neben der Kleinschen Abbildung der Geraden auf Pumkée @er-dimensionalen Bthe
[5, 20, 27] auch kinematische Abbildungen [1, 12, 13, 17, &B8]riitzlich. Die ungeheure
Vielfalt der Behandlungsmethoden und Ergebnisse reclgéerdie Untersuchungen der Gera-
denkongruenzen abermals.

Im Folgenden werden die Grundlagen der Liniengeometridiciskher Riume so weit darge-
stellt, wie dies zur differentialgeometrischen Behandldeg Geradenkongruenzeiarfunsere
Absichten erforderlich ist, siehe Abschnitt 2. Neben dersBdlung der Geraden in déblichen
Weise - bestimmt durch Punkt und Richtungsvektor - wird dimitesimale sphrisch kinema-
tische Abbildung in Abschnitt 3 vorgestellt. Mit Hilfe diess Abbildung gelingt es, isotrope
Geradenkongruenzen integralfrei und sogar rational zarpetrisieren, wie dies in Abschnitt
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4 ausgeifihrt wird. Ein weiterer Vorteil dieses Modells ist die Undipigigkeit von der an sich
willk trlichen Leitfche. Im Anschluf’ daran widmet sich Abschnitt 5 bekannteinguen Er-
gebnissen, die sich bei den hier angewandten Methodenasrg@bschnitt 6 versucht mit ein
paar einfachen Beispielen die Ausfungen abzurunden.

2 Differentialgeometrische Behandlung der
Geradenkongruenzen des euklidischen
Dreiraumes

2.1 Fundamentalformen

Wir nehmen im Folgenden an, eine Gerddees euklidischen Dreiraum&s sei durch einen
ihrer Punkten und einen normierten Richtungsvekipic R3, ||g|| = 1 bestimmt. Die Gerade
G gestattet dann als Punktmenge die Parametrisietuaga + u3g, wobeiu?® € R gilt.

Zur Beschreibung der Geraden einer zwei-parametrigen lakiivon Geraden nehmen wir
nun an, dal die Aufpunkiein einerLeitflachea = a(u',u?) : D C R? — R3 variieren. Wir
nehmen ferner an, daf3= g(u',v*) : D — S? ein Stick der euklidischen Einheitsspte 52
beschreibty heil3tRichtungsfeldind g( D) heil3tsphéarisches Bildvon K. Damit gestatten die
Geraden der KongruenZ die Darstellung

Gu', v u?) = a(u', v?®) + ug(u', u?). (1)

Wir setzten voraus, dafdund g als hinreichend oft stetig differenzierbar sind.

Die differentialgeometrische Behandlung von Geradenkagiyzen sitzt sichublicherweise
auf folgende, auf KKMMER [10] zuriickgehende qudratische Differentialformen:

I = (dg,dg) = g;j du'dv’ und 11 = —(da,dg) = ~;; du'du?, )
wobei(-, -) fur das kanonische Skalarprodukt steht. Die Fbish symmetrisch und im wesent-

lichen die Metrik des sprischen Bildes vori .

Die zweite Grundform ist im allgemeinen nicht symmetriscid wvird haufig auchStriktions-
formgenannt [6, 8]: Betrachtet man etwa die Kongruenzge€adg, v2) und alle Regelichen
(ein-parametrige Geradenfamilien), die angeloren,G enthalten und irRichtungdu! : du?

fortschreiten, siehe Abbildung 1, so liefert der Quotient

uh =~ 3)

die u*-Koordinate desStriktionspunkteauf . Diese Fachen haben nicht nur den Striktions-
punkt gemein, sondern stimmeinlgs der Erzeugendénvon erster Ordnungberein [6, 20].
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Abbildung 1: Eine Kongruenzregeifthe in Richtungiu' : du?.

Bemerkung.

Neben den Fundamentalformen (2) finden auch noch andereatisatie Differentialformen
bei der Behandlung der Geradenkongruenzen Verwendung, waeBeispiel die Drallform
III = det(da,g,dg) [8]. Sie liefert den Drall oder Verteilungsparameter alReggelfichen
durch G in Richtungdu® : du®. In [24] wird die Formdet(da, dR, g) als dritte Grundform
eingefihrt. Hierin istR die Mitteneintilllende der Kongruen®. Damit erzielte Resultate sind
in [25] angefihrt. In [8] werden alle zweiten Fundamentalformen einera@enkongruenz unter
Zuhilfenahme einer WINGARTEN-Abbildung fur Kongruenzen ermittelt. O

LaRt man nunifr eine feste Geradé C K die Richtungiu! : du? variieren, so wandert der im
allgemeinen eindeutig bestimmte Striktionspunkt@ufur die sogenannteidauptrichtungen
dul; : du?, nimmt (3) ein Extremum an und der Striktionspunkt erreiéheesrenzlage.

Die Hauptrichtungen ergeben sich somit als die Eigenvektder symmetrischehx 2-Matrix
p =g, wobeiy = (v + ~T)/2 die symmetrisierte Koeffizientenmatrix der Striktionsfor
ist. Die u3-Koordinaten der beiden (stets reell&renzpunkte?; sind die Eigenwerte von.

Den Mittelpunkt der Streck&’; F; nennt man deMittelpunkt der Kongruenzgeradén

2.2 Mit einer Kongruenz verbundene FRAchen

Mit Geradenkongruenzen sind in ddtcher Weise verschiedenddhen verbunden. So heil3t die
von den Mittelpunkten gebildete &the M/ Mittenflache Sie soll im folgenden als Leiithe
der Kongruenzs dienen.

Unter derSymmetrieebereiner Kongruenzgeraden versteht man die SymmetrieebeStrdeke
zwischen den Grenzpunktdry und E,. Die Symmetrieebene steht daher im Mittelpunkt von
G senkrecht aufs. Die zwei-parametrige Mannigfaltigkeit von Symmetrieede der Geraden
einer Kongruenz it folglich im allgemeinen eine Biche ein. Diese heiRditteneinhillende
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Abbildung 2: Brennfhichen einer Geradenkongruenz.

Fal3t man die Darstellung (1) der Geraden einer Kongruerderge ihrer Punkte auf, so liegt
eine AbbildungD x R — R? vor. Die Menge der singéren Punkte dieser Abbildung heif3t
Brennficheund kann durch

F = det(GJ, G,Q, G,g) =0 (4)

gekennzeichnet werden. Hierin steﬂhabkurzend fir 5> I heil3tFokalpolynom Fr ein be-
stimmtes Paatu',u?) € D ist F ein inu? quadrat|sches Polynom, dd& feine regudre Pa-
rametrisierung vom nicht identisch verschwinden kann. Es besitzt daher zweegete reelle
Losungen, eine reelle Dopp@&diung oder ein Paar konjugiert komplex&rsungen. Demnach
existieren auf jeder Kongruenzgeradéerzwei getrennte reellBrennpunkteein reeller Brenn-
punkt oder ein Paar konjugiert komplexer Brennpunkte.

Die Brennpunkte aller Geraden @ bilden die Brennfiche, die von den Geraden der Kon-
gruenz beiihrt wird. Diese kann den obigen Ausirungen zufolge aus einem reellen oder
konjugiert komplexen FElchenpaar bestehen. Man spricht auch von den béitierieln der
Brennflache. Die beiden Bintel kbnnen zusammenfallen. Auch die Ausartung eines oder bei-
der Mantel zu Kurven oder gar einem Punkt isbghich. Abbildung 2 zeigt ein paar Geraden
einer Kongruenz, ein 8tk der Leitfhche und Teile der beidendwtel der Brenn#iche.

2.3 Spezielle Kongruenzen

Spezielle Geradenkongruenzeinken anhand der Striktionsform erkannt werden. So bastehe
Kongruenzen mit in gan® symmetrischer Striktionsform, also bei= 17, aus den Normalen
einer ein-parametrigen Schar véf-Flachen. Man spricht diese Kongruenzendtgmalen-
kongruenzeman. Die ein-parametrige &thenschar ist eine Schar vBarallelflachen[6, 20].

Ist die symmetrisierte Striktionsform,; du'dv’ im ganzen Definitionsbereich proportional
zur ersten Fundamentalform, so gibt es keine Hauptriclemidg?, : du% und die Kongruenz
heil3tisotrop.

Wahlt man in (1) als Leitche die Mittenfiche, dann é&nnen isotrope Geradenkongruenzen
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durch

Y1 =722 =0 und 2+ =0 (5)

gekennzeichnet werden.

3 Die spharisch kinematische Abbildung

Die Darstellung (1) beitzt eine Leitfhche der Kongruenz. Als Leiéithe ist jede Eche ge-
eignet, die die Geraden der Kongruenz in genau einem Puhkiegiet. Das ist lokal stets
moglich. Da aber die Wahl der Leifithe keinen Einflul3 auf die Geraden der Kongruenz und
damit auf die Kongruenz insgesamt hat, soll im Folgendea Biaxstellung der Kongruenz, die
unablangig von der Leittiche ist, vorgenommen werden.

Wir folgen einem Konzept von1DY [26], welches auf vieliltige Weise geiitzt werden kann
[1, 13, 20, 27].

Abbildung 3: Geraden einer Kongruenz und ihredmch kinematischen Bilder.

Wir ordnen jeder Geradefi = a + u®g des euklidischeiR?® normierte Plicker-Koordinaten
(9,9) zu. Darin istg := a x g, wobeia ein beliebiger Punkt aufy ist. Der Vektorg heil3t
Momentenvektor vo@'. Er ist ganz offensichtlich unaBingig von der Wahl des Aufpunktes
denn mita’ = a+tg (t € R) gilt a’ x g = a x g = 7. Wegen(g,7) = det(g,a,g) = 0 ist der
Richtungsvektoy stets orthogonal zum Momentenvektor

Damit haben wir uns von der an sich wilidich gewahlten Leitfiche befreit. Da nun Richtungs-
und Momentenvektor einer Geradéhorthogonal sind ung ein Punkt der euklidischen Ein-
heitssphire S? ist, kann das Padfy, g) als einPaar bestehend aus einem Punkt &fund
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seinem Geschwindigeitsveki@mngesehen werden. Die Abbildung G — (g,g) wird daher
auchinfinitesimale spérisch kinematische Abbildurggenannt [13].

Abbildung 3 zeigt ein paar Geraden einer Kongruénaind deren spfirisch kinematische
Bilder.

Bemerkung.

Durchaus gelduchlich ist auch die Eitithrung dualer Einheitsvektoren [1, 18, 20, 26, 27]. Man
erklart dabeij = g+¢g, wobeic? = 0 gilt. Die euklidische Liniengeometrie wird damit zur Geo-
metrie derdual erweiterteroderdualen Einheitsspire S?(D) in D?, dem drei-dimensionalen
Modul iber dem kommutativen Ring dBualzahlen Bewegungen dek? entsprechen den dua-
len splarischen Bewegungen und Geradenkongruenzen bestimmtéidiznensionalen Teil-
mannigfaltigkeiten vors? (D). O

4 Rationale Parametrisierungen

Die rationalen Parametrisierungen von Kongruenzen sisidig kaum ein Anliegen gewesen.
Da aber konkrete Probleme auch konkrete und praktikablelBeibcing erfordern, soll dieser
Aspekt keineswegs aul3er acht gelassen werden. Im Hinhlieskaaige Anwendungentknen
rationale Parameterdarstellungen isotroper und niclroger Geradenkongruenzen angegeben
und in rationale Bzier-Darstellungen [7] umgewandelt werden [16].

Die von bestimmten Geradenkongruenzen induzierte inéinitale spArisch kinematische Ab-
bildung war Gegenstand der Untersuchungen in [13]. Insizkme wurde gezeigt, dal’ isotrope
Geradenkongruenzenfinitesimal konformébbildungen induzieren. Nimmt man also an, das
spharische Bildg von K sei isotherm parametrisiert, dann gilirfden Momentenvektor jeder
Kongruenzgeradefy

g=Mg1+Nga. (6)

Hierin ist g; = % (j = 1,2) die Tangentialbasis vos? in g und \! und \* Real- und
Imagirarteil einer holomorphen Funktion

At o) = (! a2) + X3! ), 7)

die auf D c R? definiert ist und von der komplexen Variablen= ! + iu? ablangt. Fir \*
gelten die Cauchy-Riemannschen Gleichungen

)\711 = Aé und )\} = —)\?1. (8)

Nun gilt:

Satz 4.1
Jede isotrope Geradenkongruenz gestattet eine Paraneetnng) der Gestalt

Gu',u*u’) = Ngs — Mg + u’y, 9)
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wobeig eine isotherme Parametrisierung v6# ist und )\’ den Gleichungeii8) geriilgen. Um-
gekehrt ist jede Kongruenz eine isotrope, wenn sie eineas®alametrisierung zal3t.

BeweisEs ist nur die Richtigkeit der in (9) angegebenen Darsteltlard_eitflache nachzuwei-
sen. Die Fhche der FuRBpunkte ist durghx g parametrisiert. Aufgrund der isothermen Para-
metrisierung vory gilt zum einen(dg, dg) = ¢*é;;du'du? und zum anderep; x g2 = p*g.

Mit (6) gilt nung x g = ¢ 2(g1 X g2) X (A'g1 + Ng2) = Mgo — Ng,1.

Fur die Umkehrung geigt es, den Momentenvektgraus der Darstellung (9) zu berechnih.

In [9] wurden Geradenkongruenzen ebenfalls mit Hilfe harimcher Funktionen erzeugt. Die
dort angegeben Darstellungeritzen sich auf trigonometrische Funktionen und sind keines
wegs frei von Integralen.

Um zu rationalen Parametrisierungen isotroper Geradegrkenzen zu gelangen ahlen wir
fur das Richtungsvektorfeld der Geradenkongruenz

g =[2u',2u* 1 — (u')* — (u*)?)T/N, (10)

wobei N = 1+ (u')? + (u?)? ist. Jede andere rationale und isotherme Parametrisienmg?
ist ebenso geeignet, hingegen ist (10) vom Grad«2 inndu? und liefert somit Darstellungen
von relativ niedrigem algebraischen Grad.

5 Eigenschaften

Mit (9) und (10) ist die Rationalét der Mittenfache und der Mitteneirittlenden nicht verwun-
derlich. Es gilt sogar:

Satz 5.1
Die Brennfchen einer rationalen isotropen Geradenkongruenz gestastionale Parametri-
sierungen.

BeweisWir berechnen die Mitterdiche der Kongruenz indem wir mit (9) und (10) das Fokal-
polynom (4) bestimmen und erhalten nach dem Satz vora\den Koeffizienten des linearen
Gliedes alsu3-Koordinate der Mittelpunkte der Kongruenzgeraden. Esdgiher fir die Mit-
tenflache

M= Xgay—Ng1+ (N = Meap™ + 20107 )g, (11)

mit ¢ = 2/N. Wahlt man diese nun als Le#fthe der Kongruen&', so vereinfacht sich das
Fokalpolynom (4) zu

F =)’ + 12, (12)
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wobei abkirzendu = A\%¢* + Mo 1 + X 10 steht. Daher sind die Brenafthen durch
By =M +iup2g und B, = B, (13)

gegeben. Da alle in (13) auftretenden Funktionen und Vakt&tionen rational sind, sind es

die Parametrisierungen der beideimlel der Brenn#che auch. O
Bemerkung.

Die beiden Mantel (13) der Brenndiche vonK sind ein Paar konjugiert komplexerdehen,
wie dies fir isotrope Geradenkongruenzen allgemein der Fall ist. O

Nach Ribaucour [21] &nnen aus einer isotropen Geradenkongruéneeitere konstruiert wer-
den. SindM die Mittenflache undy das Richtungsfeld einer isotropen Geradenkongru€nz
und istv € R? ein konstanter Vektor, so sind mit

G'=M+vxg+u’y, (14)

die Geraden einer weiteren isotropen Geradenkongrié€ngarametrisiert. Die erzeugende
Funktion\’ von K’ berechnet sich awsundv durch

AV =2 (0,g1)p7? und A =N — (v, ga)p 2 (15)

Fur K’ aus (17) sind neben der Mitteafihe und der Mitteneirillenden nach Satz 5.1 die
Brennfachen ebenfalls rational parametrisiert.

Wie in [1] gezeigt wurde, handelt es sich bei den Bredwifen isotroper Kongruenzen um Paare
konjugiert komplexer TorseB; und B, = B;. Mit Satz 5.1 gilt:

Satz 5.2
Die Brennféchen rationaler isotroper Geradenkongruenzen sind ear Pationaler konjugiert
komplexer Torsen. lhre Gratlinien sind ein Paar konjugiestmplexer isotroper Kurven.

Bemerkung.

Das Wortisotrop erscheint in dieser Arbeit mit zwei Bedeutungen. Zum einefldre Gera-
denkongruenzen isotrop, wenn es in ihnen keine Hauptmgieta gibt. Andererseits wird eine
Kurve, die konstante Steigurigpder—i hat, auch als isotrop bezeichnet. O

Nach [1] gestatten die Gratlinien undr, die Darstellung
r=M+ipg+i(uy + pa)e 2(g1 —ige) und 7y =T, (16)

Die Mitteneinhillende R von K ist nach [21] eine Minimalfiche. Eine Parametrisierung von
R liegt nach [1] mit

R=M—ps07g14 19 g2 17)
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vor und gestattet nach [18] auch die Darstellung

R=C(g+Ci972%g1 + Cap %90 (18)

Dal} es sich hierbei um eine Minimd@fhe handelt, liegt auf der Hand. Nach Sk kkdnnen
Minimalflachen als Schieldthen eines Paares konjugiert komplexer isotroper Kuemreugt
werden. Hier dienen; undr, als Schiebkurven, denn es gilR = r; + . R ist fur beliebi-
ge Wahlen rationaler Funktioneneine rational parametrisierte Minimaf@ihe. Umsaiberra-
schender gilt daher:

Satz 5.3
Die MitteneintilllendeR einer rational parametrisierten isotropen Geradenkorgma ist poly-
nomial parametrisiert, wenn ein Polynom ist.

BeweisAus (11) und (17) ergibt sichiuf die Mitteneinfillende

1
Aputu? + 5A%’H(l — (u')? + (u®)?) + Aju' + Ahu? — N2

R= (19)

1
)‘,222U1U2 + 5)‘,111<1 + (u')? = (u?)?) - )‘,11U1 - >‘,12U2 + !
Ist A = A(u! + iu?) ein Polynom, dann sind es Real- und Imagteil \' und \? ebenfalls. Das

gilt auch fir deren partielle Ableitungen beliebiger Ordnung. O

Auch fur nicht rational parametrisierte isotrope Geradenkoagzen ist der folgende Satz leicht
Zu beweisen:

Satz 5.4
Die Geradenhindel sind die einzigen isotropen Geradenkongruenzergldiehzeitig Norma-
lenkongruenzen sind.

Fur den Beweis dieses Satzes sei auf die Beispielegichsten Abschnitt verwiesen.

6 Beispiele

In diesem Abschnitt sollen ein paar einfache Beispiele diehBerhalte verdeutlichen. Wir
nehmen an) : D — C sei eine Polynomfunktion

N
AMu) = ZAiui, u=u'+iu® (Ay,...,Ay) € CVT\(0,...,0). (20)

1=0
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Wahlt manA, = —(c+ia/2), A; = ibund Ay = A, undA; = 0 furi > 3, wobei(a, b, c) € R?
gilt, so erlalt man genau die Geraddinidel, wie in Satz 5.4 beschrieben. Ddirilelscheitel,
der in diesem Falle die Rolle der Brerathe, der Mittenfiche und der Mitteneirilenden
Ubernimmt, hat die Koordinatgp-a, —2¢, —b]%.

Bemerkung.
Die Geradenbndel sind die einzigen isotropen Geradenkongruenzeandgnennfachen reell
sind. O

Sind Ay, A; und A, reell und nicht gleichzeitig Null, hingegen ahéy = 0 fir: > 3, so sind
die Brennfichen vonk konjugiert komplexe isotrope Drehkegel mit den Spitzen

Sl = [Z(AO — Ag), AO + Ag, iAl]T und SQ = §1- (21)
Bemerkung.
Die Erzeugenden der hier auftretenden isotropen Drehkegiskn einen Anstieg vonbezie-
hungsweise-i auf. O

In diesem Falle ist die Mitteneisiiende die Ebene mit der Gleichung
(A2 — Ao)l’l + A1$3 = 0, (22)

welche man durchaus zu den Minimathen ahlen kann.

Abbildung 4: Zwei Siicke der Mitteneintillenden der durch\(u) = u* — 3u? definierten
isotropen Geradenkongruenz.

Ist in (20) mindestens eid;, flr: > 3 nicht Null, so erfllt man als Mitteneintillende nicht
triviale Minimalflachen. Es handelt sich hierbei um verallgemeinerte Enflapken [14]. Ab-
bildung 4 zeigt eine solch&if \(u) = u* — 3u?.
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