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(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 3. Mirz 1994 durch das
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1. Vorbemerkungen

Die Zentralaxonometrie ist eine projektive Verallgemeinerung der
klassischen Axonometrie. Ihre Grundlagen wurden von E. Kruppa
entwickelt [6]. Weitere Ergebnisse dazu finden sich im Buch von E.
Stiefel [9], lehrbuchméBige Darstellungen z. B. bei F. Hohenberg
[51und H. Brauner [1].

Nach E. Kruppa [7] ist ein zentralaxonometrisches Bild eines
Objekts genau dann ein Zentralrill, wenn eine gewisse, durch die zen-
tralaxonometrische Grundfigyr bestimmte elliptische Polaritdt die
Antipolaritit an einem-Krels ist2. Kruppas Beweis benotigt Metho-
den der projektiven Geometrie. Von L. Drs [3] stammt ein elementa-
rer, aber lingerer Beweis. In [9] — und zwar erst ab der zweiten Auf-
lage — gibt es erstmals ein dquivalentes analytisches Kriterium, aller-
dings nur fiir den Sonderfall einer Zentralaxonometrie mit einem
uneigentlichen Fluchtpunkt. In der Dissertation von J. Szab ¢ [10] ist
ein Satz fir den allgemeinen Fall enthalten. Eine andere analytische
Kennzeichnung bildet den Inhalt von [12].

In der vorliegenden Arbeit wird fiir den dreidimensionalen Fall
eine elementare Charakterisierung der Zentralrisse unter den Zentral-
axonometrien mit eigentlichem Fluchtpunktdreieck angegeben.
AuBlerdem wird in elementarer Weise gezeigt, dall jede Zentralaxono-
metrie perspektiv affin zu einem Zentralrif ist (vgl. [1], S. 136, FuB3-
note).

! Unterstiitzt durch OTKA 1651 in Debrecen und EG-Stipendium 3767 in Miin-
chen.
2 In [2] ist als Satz 5 die n-dimensionale Fassung dieses Kriteriums angegeben.



4 J. Szabo, H. Stachel, H. Vogel
2. Das neue Kriterium

Als Vorbereitung auf unsere Uberlegungen zeigen wir zunichst
den folgenden elementargeometrischen

Hilfssatz: H sei die Spitze einer dreiseitigen Pyramide mit paarweise
orthogonalen Kanten und der Basis ABC (Abb. 1). Seien ay=HA,
by= HB, ¢, = HC die Lingen der Mantelkanten und ot = < CA B,
p=<ABC, y= < BCA die Innenwinkel im Basisdreieck. Dann
gilt

ag: b} ¢ = cot a: cot B cot . (1)

Beweis: Fiir die Langen a = BC, b = AC, ¢ = AB der Basiskanten gilt

o

at="bi+c;, b’=al+cl, >=al+bl.
Mit dem Kosinussatz fiir das Dreieck 4 B C erhalten wir daraus weiter

2

ap = %(b2+ c¢?—a?) = bccos «,

b;=accos B, cZ=abcosy; )

das Spurdreieck 4 B C ist somit stets spitzwinkelig. Mit dem Sinussatz
folgt schlieBlich nach Division durch abe

cosa  cosfi cosy cosa cosfi cosy

2 2 2
a; Libyzef = . i — = s
N b c sing " sinf " siny
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Satz 1: Es seien O, E, E,, E, U, U, U. die Bilder des Ursprungs, der
Einheitspunkte und der Achsenfernpunkte in einer Zentralaxonome-
trie. Wir bezeichnen die Winkel des als endlich vorausgesetzten
Fluchtpunktdreiecks mit =< U U, U p =< Ul U,
vy = x U, U U, weiters die Streckenlingen auf den Achsenbildern
mit e=OE, f=E. U, g=0OE, h=E, U, i=0OE, j=E. U,
(vgl. Abb. 2).

Die dadurch bestimmte Zentralaxonometrie ist dann und nur dann
ein Zentralrif3, wenn gilt

<§>2; (%)2: (7’>2 =tan ¢ :tan ff:tan y. 3)

Beweis: Die Bedingung (3) ist notwendig :

Betrachten wir die ein kartesisches Koordinatensystem bestim-
menden Urbilder O, E, E, E, U .., U .., U... im Raum und deren
Zentralrisse O, E, E, E,, U, U, U. Es sei Z das Zentrum der Projek-
tion. Die zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden durch Z
schneiden die Bildebene im Dreieck U, U, U. der Fluchtpunkte. Auf
die Pyramide ZU, U, U, wenden wir nun den obigen Hilfsatz an, set-
zen ay=ZU, by=ZU, ¢, = ZU, und erhalten

als bl: ¢l =cota: cot B cot y.

Wir sehen diese Kantenldnge unverkiirzt, wenn wir die Mantelebenen
dieser Pyramide in die Bildebene drehen (Abb. 3). (Z) bzw. ((Z)) seien
Drehlagen von Z bei Drehung um die Spurgeraden U, U. bzw. U, U,.
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Abb. 3

Diese Drehlagen von Z sind auch fiir das Einmessen der Zen-
tralrisse der Einheitspunkte nach klassischer darstellend-geometri-
scher Methode verwendbar: Um etwa E, zu bestimmen, verschieben
wir die Gerade U,(Z) parallel durch O. Auf dieser Parallelen wih-
len wir einen Punkt R im Abstand1 von O; dabei setzen wir
zuniichst einfachheitshalber voraus, daB die Bildebene durch den
Koordinatenursprung O geht. Dann ist E, Schnittpunkt der Gera-
den OU, und R(Z). Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ORE, und
U, (Z) E, folgt unter Beniitzung der in Satz 1 eingefiihrten Bezeich-
nung
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e E O OR 1 g 1

i
STEU " U@ a hob T a
gleichgiiltig, ob E, zwischen O U, liegt oder nicht. Nun folgt (3) unmit-
telbar aus (4) und (1). Bei einer Parallelverschiebung der Bildebene
dndern sich ay, by und ¢, proportional.

G

Die Bedingung (3) ist auch hinreichend:

Das Fluchtpunktdreieck mul} spitzwinkelig sein, denn nach (3)
haben die Tangenswerte aller drei Innenwinkel dasselbe Vorzeichen.
Wir kénnen daher iiber U, U, U. eine Pyramide mit paarweise orthogo-
nalen Mantelkanten aufbauen. Wir zeigen, daly die gegebene Zentral-
axonometrie iibereinstimmt mit einem Zentralril§ zum Zentrum Z in
der Pyramidenspitze. Hinreichend dafiir ist, daB die nach dem obigen
Konstruktionsverfahren bestimmten Lingen r= OR, s = 0S und
{ = OT gleich sind (Abb. 4).

Abb, 4
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Wie oben folgt aus den dhnlichen Dreiecken (Z) U, E,und RO E,
sowie aus dem Paar (Z) U, E,und SO E,
r e s g

@~ b T i

Daraus ergibt sich mit der Bedingung (3) und mit (1)

Die gegebene zentralaxonometrische Grundfigur stimmt also mit
einem ZentralriB eines kartesischen Koordinatensystems iiberein.

3. Uber das Aquivalent

In der Arbeit [12] wurde bewiesen, daf in der Bezeichnungsweise
von Satz 1 die Zentralrisse unter den Zentralaxonometrien mit endli-
chen Fluchtpunkten durch folgende drei Bedingungen zu kennzeich-
nen sind:

(A) «, B, v sind spitze Winkel,
% i h\? . P
(B) 7 sin? acos 2 ff + E sin? fcos 2 = — 7 sin? vy,
eh\*  sinacosf
(<) (fg) ~ sinfcosa’
Wir zeigen, daB (A), (B), (C) zusammengenommen zu (3) dquivalent
sind.

I. Sind (B) und (C) giiltig, so setzen wir (C) in der Form
h\* _ (f\'sin acos
g] \e/ cosasinf

in (B) ein und erhalten

2 5
— (Lz) sin? y = (i) —n [sin ¢ cos @ cos 23 +

e] cos o
+sin § cos ff cos 2] =

=%(l) T ’st((x+ B) =

e) cos
f\sin @
=+ — sin y cos
) Sos iz ¥y €os ¥),

also
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(%)2; (7’)2 = tan ¢ : tan y.

Aus (C) folgt direkt:

(?)2; (%)2 =tan « :tan f.

Damit 146t sich wie oben die Bedingung (A) aus den Bedingungen (B)
und (C) herleiten; sie ist damit iiberfliissig.

II. Es gelte (3) aus Satz 1: Daraus folgt (C) unmittelbar. Ferner gilt

SN _ (Y tany  (h)_ () tany
e/ \i) tana’> \g/ \i) tanf’
Dies wird in die linke Seite der Bedingung (B) eingesetzt:
FY* cos & . , 2 cosf . ., _
(i) =}tan}f sing S° acos2fl+ (l/l) +tany sin sin? fcos2 &
1 2 . . 1 { jX?
F\7 + tan 7(sm2ac032[}+sm2/1c052ﬂ)=5 il f

i
*tan y(sin2y)= — (—j'-) f sin? y.

4. Anwendungen

1. Der ZentralriB3 eines rdumlichen Objekts erweckt nur dann einen
geometrisch richtigen Eindruck, wenn die relative Lage des betrach-
tenden Auges zum RiB} iibereinstimmt mit jener des Projektionszen-
trums zur Bildebene zum Zeitpunkt der Aufnahme. Ansonsten vermit-
telt das Bild nach Hohenberg [4] die Ansicht eines Objekts, das aus
dem dargestellten durch eine Kollineation hervorgeht. Ein falsch
betrachteter Zentralrif3 wirkt also auf das Betrachterauge genauso wie
eine Zentralaxonometrie.

Mit Satz 1 1468t sich nachpriifen, ob ein gegebenes lineares Bild
von einem den Abmessungen nach bekannten Raumobjekt ein Zen-
tralrif3 ist oder nicht. Wenn das Bild nicht unmittelbar eine zentralaxo-
nometrische Grundfigur enthilt, so konnte diese nachtrdglich nach
Ubertragung von Doppelverhiltnissen eingetragen werden. In diesem
Zusammenhang sei daran erinnert, da3 jede Zentralaxonometrie das
Bild des Raumes in einer singulidren Kollineation vom Defekt 1 dar-
stellt. Eine derartige Kollineation ist aber nicht so wie im reguliren

. i\_. &
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Fall festlegbar durch die Risse von fiinf Raumpunkten, von welchen
keine vier komplanar liegen (vgl. [11]). Dies iiberrascht, weil bei Affi-
nititen kein derartiger Unterschied zwischen dem reguldren und dem
singulidren Fall besteht.

2. Soll eine Zentralaxonometrie durch eine Affinitit in einen Zentral-
1iB transformiert werden, so kann man wie E. Stiefelin [9] vorgehen.
Einfacher ist es mit Satz 1: Die linke Seite von (3) ist invariant gegen-
iiber Affinititen. Also suchen wir eine ebene Affinitit, welche das
gegebene Fluchtpunktdreieck U, U, U. in ein der Bedingung (3) genii-
gendes Dreieck U* U¥ U¥ uberfiihrt.

Aus (3) lassen sich explizite Formeln fir die Winkel im Flucht-
punktdreieck herleiten. Die Gleichung

tan y = —tan (o + f8)

erlaubt namlich die Berechnung der Proportionalititskonstanten in
(3). Nach einfacher Rechnung folgt

tan o = k(£>2, tan f = k(—g~)2, t = k(i:)z,
o 7 n h an y 7 -

- VT (B

Wir kénnen nun U* = U, und U¥ = U, wihlen und die Werte von o
und S gemiB (6) fiir die Konstruktion von U% verwenden. Damit ist
eine sogar perspektive Affinitdt festgelegt, die das zentralaxonometri-
sche Bild in einen Zentralrif3 verwandelt.
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