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Zur Bewegung von Ellipsen auf Ellipsoiden

H. Stachel

Der Erinnerung an Walter Wunderlich und Heinrich Brauner gewidmet

1 Einfithrung

W. Wunderlich (1910-1998) H. Brauner (1928-1990)

Vor 40 Jahren gab es am Institut fiir Geometrie der TU Wien zwei herausragende Person-
lichkeiten, die Professoren Walter Wunderlich (1910-1998) und Heinrich Brauner (1928-1990).
Wunderlich war weltbekannt durch seine rund 180 wissenschaftlichen Publikationen und seine
Hochschul-Taschenbiicher {iber Darstellende Geometrie und Ebene Kinematik. Diese zeichnen
sich aus durch elegante Formulierungen und Beweise, oft gestiitzt auf einprédgsame Figuren,
und sie bieten eine Fiille geometrischer Kostbarkeiten.

Heinrich Brauner war ein Verfechter der deduktiven Methode. Auf der Grundlage klar formu-
lierter Axiome und Begriffe entwickelte er die Theorien vorwiegend durch ‘begriffliches Schlie-
Bens’, wie er es nannte. Beriihmt sind seine Monographien zur Projektiven Geometrie und
zur Differentialgeometrie, aber auch seine Lehrbiicher zur Konstruktiven Geometrie sowie zur
Baugeometrie.

Beide waren hervorragende Vortragende und inspirierende Lehrer, und jeder hatte seine
Fans innerhalb der Gemeinschaft der Lehramtskandidaten. Leider verstarb Brauner viel zu friih,
mit 62 Jahren, nach einem langen schweren Leiden. Neben seiner Forschungstétigkeit hatte er
sich auch unschétzbare Verdienste um die Erhaltung und Modernisierung des Unterrichts aus
Darstellender Geometrie an AHS und BHS erworben. In vielen Fortbildungsseminaren sorgte er
fiir zum Teil heftige Diskussionen mit seinem Bemiihen, konsequente Bezeichnungen und prézise
Beweise einzufiihren. Legendar sind z.B. sein Eintreten fiir Rechts-Koordinatensysteme, fiir die
konsequente Benutzung des mathematischen Abbildungsbegriffes und, damit verbunden, fiir
die Unterscheidungen von ‘Riss’ und ‘Projektion’. Aus Sicht des heutigen Unterrichts sind dies
wohl ‘tempi passati’.



In einem meiner ersten Gespriche mit Brauner, nach meinem Dienstantritt als Nachfolger
Wunderlichs, sprachen wir iiber die Kinematik. Auch Brauner anerkannte die hohe Qualitét
von Wunderlichs Kinematikbuch [9]. Aber er beméngelte, dass dieses Buch zwar voll von ver-
schiedensten Bewegungen ist, aber nirgends definiert ist, was eine Bewegung eigentlich ist. Und
dann berichtete er, dass es eine dreiparametrige Menge von Ebenen géibe, die ein gegebenes El-
lipsoid nach Ellipsen schneiden. Eine Ellipse ist jedoch durch ihre beiden Achsenldngen bereits
eindeutig bestimmt. Demnach muss es Ellipsen geben, zu welchen unendlich viele kongruente
Kopien auf dem Ellipsoid existieren, die also auf dem Ellipsoid bewegt werden kénnen. Brauner
endete mit der rhetorische Frage: “Was weifl man iiber diese Bewegungen?”

Brauner hatte mir damals nicht verraten, dass er selbst bereits dariiber publiziert hatte
(siehe [2]) und auch noch eine zweite Arbeit [3] iiber die Bewegung einer gleichseitigen Hyperbel
auf einem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid geschrieben hatte. Beide Arbeiten Brauners
zeigen deutlich den damals noch vorherrschenden Einfluss seines Doktorvaters Wunderlich.

Die folgende Abhandlung ist eine spdte Antwort auf das von Brauner gestellt Problem,
von dem er selbst in [3] schreibt, dass “sich die Untersuchung der Bewegung des erzeugenden
Kegelschnittes im allgemeinen Fall auflerordentlich schwierig gestaltet”. Natiirlich stehen uns
heute ganz andere Mittel zur Visualisierung zur Verfiigung, und auch Brauners algebraische
Untersuchungen in [2] fallen uns dank der verfiigharen Computer-Algebra-Systeme um vieles
leichter.

Abbildung 1: Kongruente Ellipsen auf einem Ellipsoid (Graphik: Franz Gruber).

Eine besondere Anregung zu diesem Beitrag war die von Franz Gruber (Universitdt fiir
Angewandte Kunst Wien) bereitgestellte graphische Darstellung derartiger Bewegungen (siehe
Abb. 1), die er binnen kurzer Zeit mit Hilfe eines numerischen Algorithmus produzieren konnte.



2 Konfokale Flachen

Es gibt triviale Beispiele von Kegelschnitten, die auf Quadriken beweglich sind. Dazu gehtren
die Kegelschnitte auf Drehquadriken und die Parabeln als Schiebkurven auf elliptischen und
hyperbolischen Paraboloiden. Wir beschréinken uns im folgenden auf das dreiachsige Ellipsoid

2?2 2 ‘
Das Diagramm in Abb. 2 zeigt die Halbachsen (a., b) aller auf £ moglichen Ellipsen e. Es wird
sich zeigen, dass alle Ellipsen, die zu inneren Punkten des markierten Bereichs gehéren, auf €
bewegt werden konnen. Die Achsenverhéltnisse der in Frage kommenden Ellipsen unterliegen

somit der Beschrankung
l<—<-—. (2.2)

Abbildung 2: Die Halbachsen (a., b.) der Ellipsen auf dem Ellipsoid £ mit den Halbachsenléngen
a, b und c.

Fiir die Bestimmung kongruenter Ellipsen auf dem Ellipsoid £ ist wesentlich, dass zwei
in parallelen Ebenen £; und ey gelegene Ellipsen ej,es C & stets homothetisch sind, d.h.,
parallele Achsen und gleiches Verhéltnis der Achsenlingen haben. Die Mittelpunkte dieser
Ellipsen liegen auf einer Durchmessergeraden, welche auch die Spitzen der lings €; (i = 1,2)
beriihrenden Tangentialkegel enthélt. Diese Durchmessergerade schneidet £ in Punkten P mit
zu ¢; paralleler Tangentialebene 7p (Abb. 3).

Wichtig ist ferner, dass die Ellipsen e; auch homothetisch sind zur Dupinschen Indikatrix
in P. Man kann dies durch Rechnung bestétigen, oder das Ellipsoid durch eine geeignete Kol-
lineation in das in P oskulierende Scheitelparaboloid iiberfiithren, wobei die zu 7p parallelen
Schnitte dhnlich transformiert werden. Die zu 7p parallelen Schnitte des Scheitelparaboloids
sind bekanntlich homothetisch zur Dupinschen Indikatrix (vgl. [7, p. 50] oder [4, p. 248]).

Daraus ergeben sich zwei wichtige Folgerungen: (i) Die Achsen der Ellipsen e; sind parallel
zu den Hauptkriimmungsrichtungen im Punkt P, und (ii) die Achsenldngen dieser Ellipsen
verhalten sich wie die Kehrwerte der Wurzeln aus den Hauptkriimmungen s, und ks von &£ im

Punkt P, also
e : be = /K1 1 /K, (2.3)

sofern Kk, > Ka.



Abbildung 3: Schnitte eine Ellipsoids mit parallelen Ebenen sind homothetisch.

Die Kriimmungslinien auf £ sind eng mit der Schar der zu £ konfokalen Quadriken verbun-
den, und dasselbe gilt {ibrigens auch fiir die Hauptkriimmungen. Deshalb wenden wir uns als
néchstes dieser Konfokalschar zu (siehe [6, p. 187] oder [7, p. 80]). Deren Flichen sind bestimmt
durch die Gleichungen

72 y? 2
- - =1
a?+k P+k +k

mit k € R\ {—a?, —b* —c?} als Scharparameter. In dieser Schar sind enthalten

(2.4)

—c? <k <oo dreiachsige Ellipsoide,
bei { —b®> <k < —c* einschalige Hyperboloide, (2.5)
—a? < k < —b* zweischalige Hyperboloide.

Konfokale Quadriken schneiden die gemeinsamen Symmetrieebenen nach konfokalen Kegel-
schnitten. Als Grenzfille mit k — —c? und k — —b* ergeben sich

die Fokalellipse fe: ——— —
a?—c* b2 —c? (2.6)

und die Fokalhyperbel f: pray i T
Zusitzlich gibt es bei k — —a? einen nullteiligen Kegelschnitt in der Ebene 2 = 0. Die Dual-
gleichungen der Quadriken (2.4) zeigen, dass diese Kegelschnitte zusammen mit dem absoluten
Kegelschnitt die in der Linearschar enthaltenen singularen Flichen darstellen.

Durch jeden Raumpunkt P = (£, 7, () auBerhalb der Koordinatenebenen, also mit {n¢ #
0, gehen genau ein Ellipsoid, ein einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid. Dies zeigt
sich, wenn man die Koordinaten von P in die Gleichung (2.4) einsetzt und die Nullstellen
der entstehenden kubischen Gleichung fiir die Unbekannte k bestimmt. Diese drei Nullstellen
definieren die elliptischen Koordinaten von P.

Die Tangentialebene 7p in P an £ geniigt der Gleichung

S n.o. <

Fiir ihre Distanz h zum Mittelpunkt O von & gilt

-2
h2 = O’TP = m . (28)

at b4 ct



Die Flachennormale np von £ in P hat den Richtungsvektor

np = (5 ! 3) mit np|? = —. (2.9)

a?’ b2’ 2 h?

Ahnliche Formeln gelten fiir alle anderen Flichen der Konfokalschar.

Wir konzentrieren uns von nun an auf Punkte P des Ellipsoids £& mit & = 0 und verwen-
den die Parameter (ki, k) der durch P gehenden Hyperboloide, des einschaligen H; und des
zweischaligen Ho, als elliptische Koordinaten auf £. Damit sind neben

& o ¢
?"‘ﬁ‘i‘g:l (2.10)

auch, fiir ¢ = 1,2, die Gleichungen

¢ Us ¢?

it =1 2.11
[ N N NS (2.11)
erfiillt, wobei die elliptischen Koordinaten (k1, ko) von P durch

—a? <ky <0<k <—-c*<0 (2.12)

eingegrenzt sind. Man beachte, beide elliptischen Koordinaten sind stets negativ. Die Ebenen-
normalen in P an H; und H, haben die Richtungen der Vektoren v; bzw. v,, wobei

§ 1 ¢
= . 2.1
Vi <a2+k,-’ Pk 4k (2.13)

Zu gegebenen elliptischen Koordinaten (ky, ko) eines Punktes auf £ gibt es acht symmetrisch
angeordnete Schnittpunkte von £ mit den beiden konfokalen Hyperboloiden. Die karteschen
Koordinaten (£, 7, () dieser Punkte ergeben sich aus

_a*(a®+ ky)(a®+ k) s V(0P k) (0P + k)

2 02(C2+ kfl)(02+ k’g)
© (@-?)@-3) T - e

@ =)@ —P)

¢t =

(2.14)

durch verschiedene Vorzeichenkombinationen. Umgekehrt sind die elliptischen Koordinaten
(k1, ko) eines gegebenen Punktes P = (£,7n,() € £ die beiden Nullstellen der quadratischen
Gleichung

P+ Lk+M=0 (2.15)

mit den Koeffizienten

(b% + c2)&2 N (c? + a*)n? N (a® + b*)¢?
a* b? ¢ (2.16)

2p22
M = a2 + a2 + 12 — (1 +¢2) — (a2 +¢2) — (2(a? +17) = ° hzc ,

L = a2+52+02—§2—U2—C2=

mit h? = Orp- geméf (2.8). Der zweite Ausdruck fiir L in (2.16) folgt aus dem ersten durch
Multiplikation mit der linken Seite von (2.10). Multipliziert man denselben Faktor im ersten
Ausdruck fiir M mit dem Term a?b? + a*c* + b*c?, so entsteht der letzte Ausdruck in (2.16).



Die Differenz von je zwei Gleichungen aus (2.10) und (2.11) ergibt

£ Uk ¢
20,2 T 52 R

a*(a® + ki) P02+ k) A+ k)

2 2 2

§ n U n ¢
(@ + k1)(a® + ko) (D> + k)2 + ko) (4 k1)(? + ko)
Es verschwinden also die Skalarprodukte je zweier der insgesamt drei Normalvektoren in P an
&, Hy und Hs,. Dies beweist, dass die konfokalen Quadriken ein dreifach orthogonales Fliachen-
system bilden. Nach einem Satz von Ch. Dupin schneiden derartige Flichen einander in den
Kriimmungslinien (siehe, z.B., [6, p. 187] or [7, p. 80]). Die Kriimmungslinien des Ellipsoids
sind demnach, von den Hauptschnitten in den Symmetrieebenen abgesehen, Raumkurven vier-
ter Ordnung (Abb. 4). In allen Punkten P € &£ sind die beiden Hauptkriimmungsrichtungen
durch die Fldchennormalen der beiden Hyperboloide durch P bestimmt, also durch die Vektoren

vy und vy aus (2.13).

:Hp'Vi:O,’éZI,Q, und
(2.17)

:V1'V2:0.

Abbildung 4: Kriimmungslinien eines dreiachsigen Ellipsoids samt Nabelpunkten.

Aber auch die Hauptkriimmungen (x1, k2) in P héngen eng mit den elliptischen Koordinaten
von P zusammen. Die in Abb. 5 darstellte Konstruktion der Kriimmungsmitte P* der Ellipse
e im Punkt P [5, p. 340-343] gilt in analoger Weise auch im Raum: Sind #; und #, die beiden
konfokalen Hyperboloide durch den Punkt P € £, so sind die Pole 77,7, der Tangentialebene
7p bzgl. Hy; und Hy die Kriimmungsmitten der durch die Hauptkriimmungsrichtungen in P
gelegten Normalschnitte von £. Der Kiirze wegen wird hier auf einen Beweis verzichtet.

Der Pol T; von 7p bzgl. des Hyperboloids #H; (i = 1,2) hat die Koordinaten

§@ +h) 0l + k) (A € n ¢
i11:<(aa2 )l . >,(C@ >)=%&%C%+h<g,%,§)_

Als Distanz zu P folgt wegen (2.8) PT; = —k;/h und daher als zugehorige Hauptkriimmung

f@:UFE:—g,i:LZ (2.18)

Dies zeigt mit (2.3) einen einfachen Zusammenhang zwischen den Halbachsen (a., b.) der be-
wegten Ellipse e und den elliptischen Koordinaten (ki, ko) des Punktes P, ndmlich

Qe be = /K1 i R =/ —ka 1 \/—ki1. (2.19)
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Abbildung 5: Die Kriimmungsmitte P* der Ellipse e in P ist der Pol der Tangent ¢p bzgl. der
konfokalen Hyperbel h durch P.

Dabei ist die Hauptachse von e parallel zum Normalvektor v, an das zweischalige Hyperboloid
Ho durch P.

Satz 1. Damit die Ellipse e auf dem Ellipsoid € bewegt werden kann, muss der zugehdorige Punkt
P auf € (siehe Abb. 3) eine Kurve durchlaufen, lings welcher das Verhdltnis der elliptischen
Koordinaten ki : ko konstant ist.

Fiir eine Parametrisierung einer derartigen Bahnkurve wéhlen wir ¢ := —ky als Parameter
und setzen N )
2 Qg

v = — = — = konst. 2.20

R~ (2.20)

und somit k; = t/v. Aus (2.14) folgt fiir den im Oktanten x,y, z > 0 gelegenen Bogen

_ a*(a®—t/v)(a*—t) D202 — t/v) (> — 1) A ) (=)
p(t) = (\/ (a* = b?)(a® —¢?) \/ 02— )2 — a2’ \/ (@ — )@ -2 ) . (2.21)

Abbildung 6: Kurven mit x; : ks = konst. im Fall 2, ac = b?, sowie Orientierung des Gangsy-
stems bei der Bewegung einer Ellipse mit a2 : b2 = Ky : ks.



wobei wegen (2.11) der Kurvenparameter ¢ begrenzt ist durch
max{b®, v’} <t < min{a?, vb*}.

Spiegelungen an Koordinatenebenen erzeugen daraus schliefilich geschlossene Kurven auf dem
Ellipsoid. Diese Kurven wurden iibrigens bereits von W. Wunderlich in [8, p. 680] diskutiert.
Er spricht dort auch von einer Bewegung einer infinitesimal kleinen Ellipse auf dem Ellipsoid.

Hinsichtlich des Verlaufs dieser Kurven konstanter Hauptkriimmungsverhéltnisse sind drei
Typen dreiachsiger Ellipsoide zu unterscheiden, (1) ac < b* (Abb. 7), (2) ac = b* (Abb. 6) und
(3) ac > b* (Abb. 8). Kurven mit 1 < v < min{a?/b?, b?/c*} umrunden einen der Scheitel auf
der y-Achse. Kurven mit max{a?/b%, b*/c*} < v < a?/c* umrunden jeweils einen Nabelpunkt.
Die Kurven zu v = a*/b* und v = b*/c* sind bei Typ 2 identisch (siehe griine Bahn in Abb. 6).
Andernfalls (sieche punktierte Kurven in den Abbildungen 7 und 8) verlduft zwischen beiden
eine Schar geschlossene Kurven, die bei Typ 1 etwa wie Diametralschnitte verlaufen, wiahrend
sie bei Typ 3 Paare von Nabelpunkten umrunden.

Abbildung 7: Bewegung einer Ellipse e auf einem Ellipsoid vom Typ 1

3 Die Bewegung einer Ellipse auf dem Ellipsoid

Ist eine zu bewegende Ellipse e C & gegeben, so bestimmt deren Achsenverhéltnis a, : b, mit
(2.20) bereits die Bahn des Punktes P. Der Mittelpunkt M von e ist nun derart zwischen P
und der Ellipsoidmitte O einzupassen, dass die Hauptachsenldnge die gewiinschte Grofle a, hat.
Das ist nur moglich, wenn e nicht grofler ist als die Schnittellipse von £ mit der zu 7p parallelen
Durchmesserebene. Fiir deren Achsenlédngen ap und bp gilt die iiberraschend einfache Formel

ap =/ —ka, bp=+/—k, (3.1)

die bereits in [1, p. 517] zu finden ist.

Beweis: Nachdem die Richtungen der Achsen dieses Diametralschnittes bereits durch v; und
vy aus (2.13) bekannt sind, ist ein A € R gesucht mit A\v; € &, also

¢ n’ ¢?

)\2
@tk Pt k) (@ k)

=1
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Abbildung 8: Bewegung einer Ellipse e mit markiertem Hauptscheitel auf einem Ellipsoid vom
Typ 3 mit ac > b2

Diese Bedingung bleibt unverdndert, wenn wir in der eckigen Klammer noch die durch k;
dividierte linke Seite der ersten Gleichung in (2.17) subtrahieren. Das ergibt

O
(a2 4+ k;)2a?  ki(a® + k)a2 |

und schlieilich

)\2 2 2 2 )\2
e b e 4 e | = = Il =1,
]{Zi (a2 + k1)2 (b2 + k@)z (02 + k@)z kl
also ap = |A| [|va|]| = V/—k2 und bp = |A| ||v1]] = vV —F;1. 0

Die Formeln in (3.1) bestétigen erneut, dass sich die elliptischen Koordinaten von P genauso
verhalten wie a? : b2.

Die Hauptscheitel aller zu 7p parallelen Ellipsen auf £ liegen auf einer Ellipse, fiir welche
OP und die Hauptachse des Diametralschnittes konjugierte Durchmesser bestimmen. Ist somit
p der Ortsvektor von P und m = pup mit 0 < p < 1 jener der Mitte einer Ellipse e aus dieser
Schar, so gilt fiir deren Hauptachsenlénge

2 2
a. = apy/1 — p2, also;ﬂ:l—;l—;:l—%. (3.2)
P

Erreicht wihrend der Bewegung der Ellipse e deren Mitte M das Zentrum O des Ellipsoids &,
so hat der zugehorige Punkt P das Limit erreicht, und entweder springt P in den diametralen
Punkt oder p wird negativ. Dies bedeutet, dass in Hinblick auf die Bewegung der Ellipse e auf
& die Parametrisierung von p(¢) in (2.21) noch weiter eingeschriankt werden muss, ndmlich auf

max{b?, vc?, a?} < t < min{a?, vb?}. (3.3)

Das ermoglicht schliellich eine Matrizendarstellung der Bewegung einer den Bedingungen
(2.2) geniigenden Ellipse e auf dem Ellipsoid £ wie folgt:

Vo Vi np

[vell™ [vall”™ [Inpll

Xpest = p(t) p(t) + Xbow - (3.4)
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Dabei bedeuten xy,0,, und x¢s; Gang- bzw. Rastkoordinaten. Die eckigen Klammern kennzeich-
nen eine dreireihige orthogonale Matrix mit den angegebenen Spaltenvektoren nach (2.13) und
(2.9). Die Parametrisierung von p(t) erfolgt geméfl (2.21) mit v = a?/b? unter Beriicksichtigung
des Definitionsbereichs in (3.3), wiahrend sich der skalare Faktor u(t) aus (3.2) ergibt. Fortset-
zungen dieser Bewegung mittels geeigneter Spiegelungen an den Koordinatenebenen fiithren
schlieBlich zu geschlossenen Bewegungsvorgéngen.

Abb. 7 zeigt eine derartige Bewegung einer Ellipse auf einem Ellipsoid von Typ 1, wobei
die gesamte Bahn des Punktes P durchlaufen wird. Hingegen zeigt Abb. 8 die Bewegung einer
hinreichend grofien Ellipse auf einem Ellipsoid vom Typ 3, bei welcher nur ein Teil der Bahn
von P durchlaufen wird und der Punkt P beim Erreichen der Grenzen in die jeweils diametralen
Punkte wechselt.
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