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Einleitungeg

Die vorliegende Arbeit behandelt die von S,LIE [16]entaeck-
ten Abbildungen der Geraden eines Raumes auf die orientierten eu-
klidischen oder nichteuklidischen Kugeln eines zweiten Raumes.
(Die analoge Abbildung auf Kugeln eines isotropen Raumes wird nur
erwihnt), Diese Abbildungen sind Beriihrtransformationen und schaf-
fen einen Ubergang von der Liniengeometrie zur Kugelgeometrie der
einzelnen Metriken mit einer Reihe interessanter Eigenschaften,

In dieser Arbeit geht es mehr um die Frage der konstruktiven
Durchfiihrung dieser Abbildungen: Nach Wiederholung bekannter Mog-
lichkeiten, die (projektiv verallgemeinerte) euklidische und die
nichteuklidische Geraden-Kugel-Transformation aus Abbildungsme-
thoden der Darstellenden Geometrie zusammenzusetzen (§§1,2), werden
auf synthetischem Wege weitere solche Moglichkeiten abgeleitet und
untersuecht (§§3,5-8,10), Diese konnen groftenteils als Verallge-
meinerungen der Konstruktion von E.MULLER [?2] angesehen werden.
Ausgangspunkt sind die im § 4 aufgestellten Sitze, die notwendige
und hinreichende Bedingungen zur Erzeugung von Geraden-Kugel-Trans-
formationen angeben,

Zusdtzlich werden Querverbindungen zwischen einzelnen Kon-
struktionen hergestellt. Daraus ergibt sich im § 3 ein aus einem
Zweispurensystem und Projektionen zusammengesetzter Ubergang von
Geraden eines Raumes auf Punkte einer reguldren Quadrik eines fiinf-
dimensionalen Raumes, Weitere Querverbindungen lassen Beziehungen
zwischen kinematischer Abbildung und Netzprojektion, sowie zwischen
einer Zusammensetzung aus kinematischer Abbildung und stereogra-
phischer Projektion und der STUDYschen Speerabbildung vermuten,
Dies wird im § 9 gezeigt.



1. Die euklidische Geraden-Kugel-Transformation

Die Geraden eines projektiven dreidimensionalen Raumes sind
durch Verwendung von PLUCKERschen Linienkoordinaten eineindeutig
auf die Punkte einer regulidren Quadrik Mi eines projektiven finf-
dimensionalen Raumes P5 abbildbar. Das Analoge gilt fiir die
orientierten euklidischen Kugeln eines dreidimensionalen konfor-
men Raumes bei Verwendung hexasphdrischer Koordinaten. Die beiden
Quadriken haben verschiedene Signaturen, sind daher nur durch
eine komplexe Projektivitédt eineindeutig aufeinander abbildbar.
Die sich daraus ergebende, allerdings nur im Komplexen durchfiihr-
bare Beziehung zwischen Geraden-~ und Kugelraum heiBt "euklidische
Geraden-Kugel-Transformation" ( kurz "e.GKI"). Die folgende Auf-
ékéllung zeigt einige der Eigenschaften und die entsprechende Be-
deutung auf der Quadrik Mi im P5:

1.1

im Geradenraum auf Mi im Kugelraum

Geraden Punkte von , orientierte Kugeln (ein-
schlieflich Nullkugeln,
orientierte Ebenen

zwel schneidende zwel konjugier§e zwel beriihrende Kugeln

Geraden Punkte bzgl. M4 (speziell: zwei Minimal-

kegel mit einer gemein-
samen Erzeugenden)

ﬂH@gpﬁggW;QQQﬂMX}1), eine spezielle, 4 Komplex der Nullkugeln
ein regularer line- nicht beriihrende (Minimalkegel, Minimal-

arer Strahlkomplex ebenen, Fernpunkt)
"Nebenkomplex" ¥ _, Komplex der orientier-
ein singulédrer line- ten Ebenen (einschlieB-
arer Strahlkomplex lich Minimalebenen,
Fernpunkt)
Nebenkomplexachse Fernpunkt des konformen
u aus Raumes
Strahlblindel oder orientierte Kugeln mit
Strahlfeld einer gemeinsamen Mini-
malgeraden,

Da der Komplex der Nullkugeln des konformen Raumes ohne
Minimalebenen und Fernpunkt mit der Menge der eigentlichen Punkte
des Kugelraumes identisch ist, ist in einer e.GKT folgende Teil-

/-

1) Diese Bezeichnungen stammen von BECK {1].
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abbildung enthalten:

1.2 Den Geraden aus dem Hauptgewinde j} entsprechen i,allg, ein-
eindeutig die eigentlichen Punkte des Kugelraumes, den Ge-
raden aus dem Hauptgewinde durch einen Punkt des Geradenrau-
mes die eigentlichen Punkte einer Minimalgeraden.

Bemerkung 1.7: LIE nennt diese Zuordnung zwischen dem Hauptgewin-
de #& und dem Minimalgeradenkomplex "polar", Um Verwechslungen
auszuschlieBen, sei sie im folgenden "L-polar" genannt,

Umgekehrt ist durch die Eigenschaften 1,2 eine e.GKT fest-
gelegt: Eine allgemeine Gerade aus dem Linienraum bestimmt als
Ort der sie schneidenden Hauptgewindestrahlen ein Strahlnetz, Die
Geraden dieses Netzes sind i,allg., auf zwei Arten in oJ Biischel
zusammenzufassen, Unter Voraussetzung von 1.2 ist das Bild im Ku-
gelraum eine Fldche, deren Punkte auf zwei Arten in <x; Minimal-
geraden zusammenzufassen sind, Sie muB daher von zweitem Grad,
also eine Kugel sein., Einer Geraden entspricht eine krzeugenden-~
schar dieser Kugel, somit eine orientierte Kugel, Zwei bzglgs
regiproken Geraden entsprechen die zwei miglichen Orientierungen
einer Kugel.

Man kann nun weiter zeigen, daf diese Beziehung eineindeu-
tig wird zwischen der Gesamtheit der Geraden und den orientierten
Kugeln des konformen Raumes, also eine e,GKT sein muB.

1.3 Der Kugelraum wird in Hinkunft nicht als konformer, sondern
als projektiver Raum K3 aufgefaft, In ihm ist ein einteili-
ger Kegelschnitt, der "absolute Kegelschnitt" k vorgegeben,
Die Punkte der Ebene von k, der "absoluten Ebene" 2), werden

als ggﬁ}gﬁpﬁ}}ggg bezeichnet im Gegensatz zu den gggggyr
lichen Punkten von K3. Die nicht in der absoluten Ebene lie-
genden Treffgeraden von k heifen Minimalgeraden, Die von Mi-

nimalgeraden gebildeten Regelscharen werden orientierte Ku=

geln genannt,

Der Linienraum wird mit L3 bezeichnet, da zumeist die Punkte
und nicht die Geraden das Grundelement sind.

Erfiillt eine Abbildung die in 1.2 gestellten Bedingungen bei
Verwendung der nun verallgemeinerten Begriffe, so wird diese

2) Dicse Lbene muB nicht die Fernebene von K3 sein, Sie entspricht
jedoch dem Fernpunkt des konformen Raumes-?
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1, Die euklidische Geraden-Kugel-Transformation
weiterhin als e.GKT bezeichnet,

Auf den folgenden Seiten des ersten Kapitels werden die
wichtigsten der bisher bekannten Konstruktionen einer e,GKT ohne
ausfilhrliche Begriindungen wiederholt,

Da bei einer e.GKT den Geraden des Hauptgewindes 13 die
Punkte aus K3, den Biischeln aus *} Geraden entsprechen sollen,
liegt nahe, von den Geraden des Linienraumes zu Bildpunkten auf
der Pliuckerquadrik MKZLC P5 ilberzugehen, Die Geraden aus ?9 bilden
sich dabei auf die Punkte einer in einem vierdimensionalen Raum

3

H4 gelegenen Teilquadrik M% ab; den oe” Biischeln von Gewinde-
b,

strahlen entsprechen die oo’ Erzeugenden der Teilquadrik., Nun
wird man, um 1,2 zu erfiillen, die Quadrik M% stereographisch 3)
auf eine. Hyperebene K3 des H4 abbilden, (DaB dies die einzige
Moglichkeit ist, eine e,GKT herzustellen, wird im § 4 bewiesen),
Dadurch entsprechen nun tatsdchlich den Hauptgewindestrahlen
Punkte, den Gewindestrahlblischeln Geraden in K3' Diese Geraden
sind, wie gezeigt wird, die Treffgeraden eines Kegelschnittes k.
Also ist die Transformation eine e,GKT mit K3 als Kugelraum,

Beweis: Der Punkt Uoc;Mg sei das Zentrum der stereographi-
schen Projektion von M3 nach K3' Jede nicht durch Uo gehende Er-
zeugende von M% schneidet die Tangentia%hyperebene U3 in UO an Mg
in einem Punkt, also, da sie ganz auf M3 liegt, den von den Er-
zeugenden durch Uo gebildeten Kegel (UB,Mg). Die Projektion jeder
allgemeinen Erzeugenden von M% schneidet daher die Projektion des
3 Der Punkt U0
selbst bildet sich auf die Fbene durch k, also auf die absolute
Ebene ab, ist daher nach 1,1 und FuBnote 2) der Bildpunkt der Ge-
raden u auf der Pliickerquadrik,

Kegels, also dessen Schnittkegelschnitt k mit K

Zusammengefaflt gilt:

(E.1): 1) Die Geraden eines Strahlgewindes 3% aus Lz werden auf
Punkte der im H4 liegenden Teilquadrik Mg der Pliickerqua-
drik abgebildet; es sel Uo das Bild des Gewindestrahles u,
2) Punkte von M% werden stereographisch aus Uo auf Punkte
eines linearen Teilraumes K3c H4 projiziert,

3) Die Projektion einer Quadrik aus einem ihrer Punkte, dem Zen-
trum, auf eine nicht durch diesen Punkt gehende Hyperebene,
dem Bildraum, heiBt stereographisch. Dabei wird nicht verlangt,

daB der Tangentialraum im Zentrum zum Bildraum parallel ist,
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Damit ist L3 dem K3 durch eine e,GKT zugeordnet: %F ist
das Hauptgewinde, u die Achse des Nebengomplexes rceciL3.
Die durch U0 gehenden Brzeugenden von M3 schneiden K3 im
absoluten Kegelschnitt k.4)

Bemerkung 1.2: Ist % ein singulédrer Strahlkomplex, so berihrt

H, die Pliickerquadrik Mi. Projiziert man nun die singulédre Qua-
drik (H4,Mi) aus einem ihrer Punkte nach K3, so erhdlt man nach
WEISS [39] die Eulersche Transformation, also nach STRUBECKER
[31] die GKT filir einen isotropen Kugelraum, Projiziert man die
singuldre Quadrik (H4,Mi) aus einem nicht auf ihr liegenden Punkt
nach K5, $0 ergibt sich die Transformation von STAHELIN [27]. Fir
beide gibt SCHUR [26] Konstruktionen innerhalb eines dreidimen-
sionalen Raumes an.

Die Transformation (E,1) 148t sich unmittelbar zur Trans-
formation allgemeiner Geraden g aus L3 erweitern:zDenZPunkten von
g entspricht eine Geradenschar einer Teilfl&che G2c:M3, welche
stereographisch auf die orientierte Bildkugel ¥ projiziert wird.

Man kann aber auch vom Bildpunkt Go von g auf der Pliicker-
quadrik Mi ausgehen: Die Bildpunkte der g schneidenden Geraden
liegen in der Polarhyperebene zu Go bzgl. Mi. Im Schnittraum 1‘3
dieser Hyperebene mit H4 liegen die Bilder der schneidenden Ge-
raden aus x% auf einer nicht orientierten Fléche Gg. (Abb.1 am
Ende der Arbeit zeigt das Bild des analogen dreidimensionalen
Fallies in metrischer Spezialisierung). Genauso, wie man in L3 g
als Qrt seiner Punkte (und nicht der Ebenen) auffaBt, um als Bild
eine orientierte Kugel zu erhalten, kann man durch Auszeichnung
einer Schar von Ebenen auf der Pliickerquadrik eine Erzeugenden-
schar von GS ausgeichnen und somit auch deren stereographische
Projektion y orientieren,

Nach den Gesetzen der Pol
wenn man Go aus dem Pol Ho zu H4
ziert und nun in H4 den Polarrau
Hier Jjedoch ist eine Orientierun
bzgl. H4 harmonisch liegenden Pu
entspricht.

Die Tangentialhyperebene U3 in UO an M% schneidet K3 in

————

4) Diese Herleitung einer e,GKT erwihnen KLEIN [14], STUDY [35],
WEISS [371, Daf.
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dessen absoluter Ebene, Daher wird der Pol Gé zZu 1”3 bzgl. M% auf
den (durch 1.3 projektiv verallgemeinerten) Mittelpunkt der Bild-
kugel ¥ projiziert. Insgesamt erh&dlt man diesen Mittelpunkt durch
Projektion des Punktes G_ auf Mi aus der Geraden [H,,U ] nach K.

(E,1) als Transformation allgemeiner Geraden g aus Lz lau-
tet also:

(E.1') 1) Die Geraden ch3 werden auf Punkte G der Pliickerqua-
drik Mi abgebildet. ,
2) Die Tangentialhyperebene G4 zZu Go bzglé M4 schneidet:
nach Auszeichnung einer Ebenenschar auf M4 eine vorgegebene
Hyperebene H4 in einer IErzeugendenschar,
3) Diese wird stereographisch aus einem Punkt UO der regu-
laren Teilquadrik M% = (H4,Mi) auf einen linearen Teilraum
KBC H4 projiziert.
Die Beziehung zwischen L3 und K3 ist eine e,GKT, Die Punkte
von M% sind Bilder der Geraden des Hauptgewindes 2& aus L3.
Das Urbild u von UO ist die Achse des Nebenkomplexes ‘m%.
Die durch UO gehenden Erzeugenden von-M% schneiden K3 in
dessen absolutem Kegelschnitt k,

Ebenfalls {iber Riume hoherer Dimension filihrt eine Ableitung
einer e,GKT von WEISS [40], [43]: Die Linienelemente der Minimal-
geraden aus K3 werden auf eine Segrezche Mannigfaltigkeit Mi eines
P7 abgebildet, tine Projektion der M4 aus einem geeigneten P3 nach

L3 ergibt eine e,GKT,

LIE stieB auf die e,GKT, indem er in der nach ihm benannten
Abbildungsmethode die komplexen Punkte einer reellen Ibene E auf
die reellen Punkte eines vierdimensionalen Raumes R4 abbildete.
Hat der Punkt von E die kartesischen Koordinaten (x+iy,z+it), so
hat der zugeordnete R4-Punkt die kartesischen Koordinaten (x,y,
z,%). Den komplexen Geraden aus E entsprechen dadurch die reellen
Treffebenen zweier konjugiert komplexer windschiefer Ferngeraden

gy 8.
In einer Korrelation in E mdgen den Punkten einer Geraden-

kette mit dem Zentrum auf der Ferngeraden e von E die Geraden

durch die Punkte einer Punktkette auf e entsprechen, Bild dieses

Teiles der Korrelation ist im R4 eine Abbildung der reellen Punkte
3

einer Hyperebene L3 auf oo’ Ebenen, die je eine Erzeugende einer

g und g schneidenden Regelschar 4} enthalten. Nach Schnitt dieser
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Ebenenmannigfal tigkeit mit einer allgemein liegenden Hyperebene K3
des R4 erhdlt man eine i,allg. eineindeutige Zuordnung zwischen
Punkten aus L3 und Treffgeraden des Kegelschnittes k = (@ ’K3)’
Umgekehrt miissen als Bild der kontragredienten Korrelation in E
den Treffgeraden an k durch einen Punkt aus K3 die Punkte einer
Geraden aus L3 entsprechen, Diese gehtren, wie allgemein im § 4
bewiesen wird, einem linearen Komplex an, Also ist die Transfor-
mation zwischen L3 und K3 eine e.GKT.

(E.2): 1) Die komplexen Punkte einer reellen Ebene £ werden durch
die LIEsche Abbildung auf reelle Punkte eines R4 abgebil-
det., Den komplexen Geraden aus E entsprechen dadurch reelle
Treffebenen zweier konjugiert komplexer Ferngeraden g, g.
2) Entsprechend einer Korrelation in E, die einen Fernpunkt
in die Ferngerade transformiert, sind den Punkten einer Hy-
perebene L3ciR4cx? Treffebenen zugeordnet,

%) Diese Ebenenmannigfaltigkeit wird von einer allgemein

3

liegenden Hyperebene K3cZR4 in den oo’ Treffgeraden eines

Kegelschnittes geschnitten,

Damit erhdlt man im R4 eine e,GKT zwischen den Teilriumen

L3 und K3'

Aus dieser Abbildung leitet BRACH [6] jene in einem drei-
dimensionalen Raum durchfiihrbare Konstruktion ab, die auch LIEB-
MANN [21] angegeben hat: 5)

(E,3): Voraussetzung: Zwei Ebenenbiindeln A1, A2 aus K3 sind zweil
Geradenbilindel B1, B2 in L3 je korrelativ zugeordnet, Dabei
habe die Gerade FB1,Bé]in beiden Korrelationen die gleiche
Ebene durch [A1,A2]C:K3 als Urbild. In den jeweils kontra-
gredienten Korrelationen sollen der Geraden [A1,A2] zwel
verschiedene Ebenen durch [31,32] in L3 entsprechen.

Einem Punkt P aus K; ordnet man die Schnittgerade p der den
Geraden [P,A;] und |P,A,] korrelativ entsprechenden Biindel-
ebenen in L3 zu und umgekehrt,

Damit entsprechen P und p einander in einer e.GKT. [BW’BZJ
in L3 ist Achse u des Nebenkomplexes ﬁ&r

Dieselbe Konstruktion leitet WEISS {38] aus (E.1) ab. Zu
ihr kommt man auch, wenn man auf der Suche nach einer L-polaren

5) Bei den folgenden Konstruktionen werden K3 und L3 in vereinig-
ter Lage angenommen,
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Abbildung zwischen Minimalgeradenkomplex und Strahlgewinde von
der Zusammensetzung zweier Korrelationen zwischen L3 und K3 aus-
geht.6)‘

Durch Dualisierung des Linienraumes 1&Bt sich aus (E.3)
eine weitere Konstruktion ableiten: Nun sind den Ebenenbilindeln
A,y A, aus K5 zwei Geradenfelder b, 32 in L projektiv zuge-
ordnet., Dabei muB der Geraden ( Bqs ﬁ2) dieselbe rfbene durch
[A1,A2] entsprechen, wihrend dem gemeinsamen Strahl [A1,A2] zwei
verschiedene Punkte auf ( ﬁ1, ﬁz) zugeordnet sein miissen. Ver-
sucht man nun, diese Projektivitédten aus Projektionen aufzubauen,
so kommt man auf die von MULLER [22] angegebene Konstruktion:

Zu Geraden des Hauptgewindes aus L3 werden die Spur-
punkte in den LEbenen 51, ﬁ2 durch den Gewindestrahl u aufge-
sucht, sodann ﬁ1 und ﬁz aus einem allgemeinen Punkt O in die
Ebene I projiziert (eventuell T = 51). Nach SYLVESTER entspre-
chen den Gewindestrahlen Punktepaare einer zentralen Korrelation.
Sind B1, B2 auf u die Tr#Hger der Gewindestrahlbiischel in ﬁ1 bzw.
Bz, so sind deren Bilder in W die Zentren der zentralen Korrela-
tion. Achse ist die Spur der von den Gewindestrahlen durch O ge-
bildeten Ehene,

Projiziert man andererseits K3 aus A1 bzw, A2 auf zwei Ebe-
nen 4 bzw, <x2 und diese aus einem allgemeinen Punkt O', nicht
auf [A1,A2], weiter nach “-, so liegen die zwel Bilder eines
Punktes aus K3 auf entsprechenden Geraden der perspektiven Kern-
strahlbilischel, Sie sind also ebenfalls Punktepaare einer zentra-
len Korrelation. Perspektivitédtsachse ist das Bild der Geraden
(oy, 6p).

Haben beide zentrischen Korrelationen gleiche Achsen und
gleiche Zentren, so sind {iber gleiche Bildpunktepaare in Troder
bei 0' = O durch direkte Projektion aus O von o4, nach ﬁ1 und
d2 nach ‘32 die Hauptgewindestrahlen aus L3 auf Punkte aus K3
abbildbar. Umgekehrt entsprechen den Biischeln von Gewindestrahlen
aus i% die Punkte von Geraden sus K3.

(E.4): Voraussetzungen: a) In L3 seien zwei Spurebenen mit der
Schnittgeraden u gegeben, Diese werden aus einem allgemei-
nen Raumpunkt auf eine %bene || projiziert, %} sei ein
Strahlgewinde durch u. Durch Abbildung der Geraden aus db

) Beriihrtransformationen, die durch Zusammensetzung zweier Kor-
relationen hoheren Grades entstehen, behandelt LIE in 171,
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entsteht eine zentrale Korrelation in 'W. Z1, 22 seien die
Zentren, z die Achse,

b) Ein allgemeines Zweibildersystem in K3 habe ebenfalls
die Ebene [fals Bildebene, Z1, Z2 seilen die Trédger der
Kernstrahlbiischel, z deren Perspektivitdtsachse,.

1) Gewindestrahlen pc;i% werden durch das Zweispurensystem
a) auf ein Punktepaar Py, Py in -ﬂ.abgebildet.

2) Dieses wird als Bild eines Punktes Pc K3 im Zweibilder-
system b) aufgefaBt.

Ordnet man p und P einander zu, so entsteht eine e.GKT, Der
absolute Kegelschnitt in K3 ist der Koinzidenzkegelschnitt
des allgemeinen Zweibildersystems, Allgemeinen Geraden aus
L3 entsprechen iiber perspektive Strahlbiischel in || die
orientierten Kugeln in K3.

Eine weitere interessante Transformationsmdglichkeit geben
BLASCHKE [25] und STRUBECKER [32] an: In der kinematischen Abbil-
dung entsprechen einem allgemeinen Raumpunkt aus L3 in einer Bild-
ebene TrPunktepaare einer Drehung, Unterwirft man ein gegebenes
orientiertes Linienelement ("Ursoma") dieser Drehung, so ist eine
i.allg, eineindeutige Zuordnung zwischen Raumpunkten und orien-
tierten Linienelementen hergestellt. Diese Abbildung sei kurz

"kinematische Elementabbildung" genannt, Allgemeinen Geraden ent-
sprechen dabei "Turbinen" (nach KASNER bzw. STRUBECKER) oder "Re-

guli" (nach BLASCHKE), n#mlich Czﬁ Linienelemente, die durch Dre-
hung um einen festen Punkt auseinander hervorgehen, Speziell haben
Zykel in T als Urbilder die Geraden eines Strahlgewindes,

Die Minimalgeraden aus K3, diesmal als C-Geraden aufgefafBt
(siehe [237), ktnnen durch die zyklographische Abbildung ebenfalls
eindeutig auf orientierte Linienelemente in Trabgebildet werden,
Turbinen sind hier Bilder von orientierten C-Kugeln. Also ist
Jurch Zusammensetzung der beiden Abbildungen eine e.GKT herzustel-

len.

(E,5): 1) Punkte aus L3 werden durch die kinematische Elementab-
bildung auf orientierte Linienelemente einer Ebene 'ﬂ-ab-
gebildet.

2) Diese werden als Bilder von C-Geraden aus K3 in der zy-
klographischen Abbildung aufgefaBt,

Damit sind Punkte aus L3 und C-Geraden aus K3 in einer e.
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GKT einander zugeordnet, Allgemeinen Geraden aus L3 entsprechen
iber Turbinen in -“.die orientierten C-Kugeln aus K3. Den Geraden
des Hauptgewindes sind iiber Zykel die C-Nullkugeln zugeordnet.

In [387] gibt WEISS eine analoge Transformation an, Nur ver-
wendet er als Linienraumabbildung analytisch die von LIE [19]
(S.238) angegebene Abbildung der Raumpunkte auf (nach WEISS [42])
orientierte Linienelemente eine} Ebene, Diese Abbildung muB bis
auf eine dualistische Transformation in L3 mit der kinematischen
Elementabbildung libereinstimmen,

Die von SCHUR [26] und WEISS [38] genannte Abbildungsmdg-
lichkeit (L£,9) wird im § 8 behandelt,
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2. Die nichteuklidische Strahl-Kugel-Transformation

Analog zu 1,2 wird eine nichteuklidische Geraden-Kugel-
Transformation (kurz "ne,GKT") durch eine L-polare Beziehung
(siehe Bemerkung 1.1) zwischen einem linearen Strahlgewinde, dem
Hauptgewinde %; im Geradenraum L3, und dem Tangentenkomplex einer
reguldren Fléche (L 2.0rdnung im Kugelraum K3 festgelegt., Damit
entspricht einer allgemeinen Geraden g aus L3 als Ort ihrer Punkte
eine von Tangenten an () gebildete Regelschar, also eine orien-
lute Flidche einer ne., Geometrie aufgéféﬁ% ‘‘‘‘ Wird. Die g schneidenden
Hauptgewindestrahlen bilden sich auf die Punkte von ¥ ab.

Die Abbildung von Hauptgewindestrahlen aus L3 auf Punkte
aus K3 kann nun nicht eineindeutig sein: Es gibt in K3 zwel Schnitt-
punkte einer allgemeinen Tangente von”fl mit einer ne., Kugel X
In L3 jedoch schneidet nur ein Hauptgewindestrahl durch einen all-
gemeinen Punkt die Gerade g.

Es zeigt sich 7), daBl diese Zuordnung ausnahmslos zweiein-
deutig gestaltet werden kann; eine ne,GKT erfiillt also folgende
Bedingungen:

2.1 Je zwei Gewindestrahlen h, h aus L3, die einander in einer
windschiefen Involution J mit den Achsen p, 4 (reziprok bzgl.
#%) entsprechen, sind eineindeutig einem Punkt aus K3 zuge-
ordnet. Die Paare von Gewindestrahlbiischeln, involutorisch
bzgl. ], entsprechen dabei den Tangenten einer reguliren
Fliche {2 2.0rdnung in K3.
s bestehen dann folgende weitere Zuordnungen:

2.2

Geradenraum Kugelraum

Treffgeraden von p und g Punkte auf {l

Punkte auf p oder q Erzeugende der beiden Scharen

von

Geradiﬁpaar g, €, involutorisch orientierte ne, Kugel
bzgl.

Dazu bzgll\. é;%.reziprokes Gera- entgegengesetzt orientierte Kugel
denpaar g, g

Nebenkomplex 7 » ein Strahlge-~ Komplex der Ebenen (je als Gesamt-
winde, welches Has Treffgeraden- heit der inzidenten absoluten Tan-
netz von p, g enthilt und zu genten aufzufassen).

) siehe etwa BECK [1].
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%, involutorisch ist.

Wegen der speziellen Lage von ﬁ} und 3tn zueinander ist die
Zusammensetzung der durch d& und }tn bestimmten Nullsysteme genau

die Involution J . Daher gilt:

A

2,3 g und g, sowie g und g sind reziprok bzgl, %% R
g und g, sowie 2 und g sind involutorisch bzgl. J

und g, sowie @ und g sind reziprok bzgl. € .
€ n

Fiir den nichteuklidischen PFall gibt es folgende zu (E.1)
analoge Konstruktion: Die Hauptgewindestrahlen werden auf Punkte
der Teilquadrik M% der Pliickerquadrik abgebildet. Als zweleindeu-
tige Abbildung auf den Kugelraum ist nun nur (siehe § 4) die Pro-
jektion aus einem nicht auf M% liegenden Punkt mdglich,

(N,1): 1) Die Geraden eines Strahlgewindes #} aus L3 werdgn auf
Punkte der im H4 liegenden reguléren Teilquadrik M3 der
Plickerquadrik abgebildet.

2) Punkte von M§ werden aus einem nicht auf M% liegenden
Punkt Ko auf dessen Polarraum K3 bzgl. M% projiziert.

Damit sind L3 und K3 durch eine ne,GKT einander gugeordnet.
g%.ist das Hauptgewinde; die Schnittfléche (KB’M3)’ ZU~-
gleich der scheinbare Umrifl von Mg, ist die absolute Flgche
n.%)
Wie im euklidischen Fall 148t sich die Transformation (N,1)
rweitern: GO sel der zugeordnete
Die Polarhyperebene zu &O bzgl.
ttfléche (T"3,M§) wird aus K
auf die Bildkugel X in K3 projiziert, Wie frither liefBle sich §
orientieren. Aus den Gesetzen der Polaritdt folgt, daB die Projek-
tion von G, aus [HO,KO] nach K, den ne. Mittelpunkt der entsprg—
chenden ne., Kugel Y ergibt. Dabel ist HO der Pol zu H4 bzgl, M4.

Analog zum euklidischen Fall 148t sich nach WEISS [417], [43]
durch Abbildung der orientierten Linienelemente einer Kugel auf
Punkte einer Segreschen Mannigfaltigkeit M2C1P7 und Projektion aus
einem P3 nach L3 eine ne,GKT herstellen.

Die ne,GKT steht analog zu (E.2) in Beziehung zu Korrela-
tionen der ins Komplexe erweiterten reellen Ebene E: Unterwirft

8) giesiﬁTﬁansformation findet sich bei WEISS [38] und bei PREY-
G ol.
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man einen Hyperkegelschnitt aus E einer Korrelation und hildet man
dies durch die LIEsche Abbildung auf den R4 ab, so 1laBt sich, wie
BRACH [7] zeigt, eine ne.GKT herstellen, Er kommt dabei auf die-
selbe Konstruktion wie SCHRODER [25]:7)

Zu Geraden h des Hauptgewindes &% werden in zwei Spurebenen
durch p die Spurpunkte aufgesucht und aus einem allgemeinen Punk?
in eine Ebene -” projiziert; man erhilt Paare konjugierter Punkte
H,, H, einer biachsialen Korrelation, Die Involution J bildet
sich in | auf harmonische Kollineationen ab, deren Achse das Bild
pPq = p, von p, deren Zentren die Bilder Q1, Q2 der Spurpunkte von
¢ sind. Ein bzgl. J involutorisches Strahlenpaar h, h aus w& bil-
det sich somit auf zwei Punktepaare H1, H1 bzw, H2, H2 dieser har-
monischen Kollineationen ab, Jedem dieser Paare kann nun ein ein-
ziger Punkt ﬁ% bzw, ﬁé zugeordnet werden, wenn man nach Vorgabe
einer allgemeinen Hilfsgeraden g in -W'auf dem Strahl durch Q1
bzw, Q2 den zum Punktepaar vierten harmonischen Punkt zum Schnitt-
punkt mit g aufsucht. Bild eines Paares in ] entsprechender Ge-
windestrahlen ist damit ein Punktepaar ﬁi, ﬁé einer quadratischen
Punkt-Kurvenverwandtschaft.

Unter gewissen Bedingungen erh&lt man in 1T dieselbe Ver-
wanGtschaft, wenn man Punkte aus K3 durch zwei parabolische Gera-
dennetze, die eine Regelschar gemein haben, auf Punktepaare einer
Ebene abbildet, Also kann man diese Transformationen zu einer Zu-
ordnung von Strahlen aus %} auf Punkte aus K3 zusammensetzen, Dabei
entsprechen Bilischelpaaren aus 4} Tangenten an die den beiden Netzen
gemeinsame Regelschar in K3; also ist die Transformation eine ne,
GKT.

(N,2): 1)Eine geeignete Zweispurenabbildung in L3 ordnet einem in
j} enthaltenen Strahlenpaar der Involution 7 zwei Punkte-
paare zweier harmonischer Kollineationen in einer Ebene |
ZU.

2) Diese werden einer zweieindeutigen Transformation unter-
worfen, indem man zu den Punkten einer vorgegebenen Geraden
g in 1r je die harmonischen Punkte bzgl, dieser Paare auf-
sucht.

3) Das entstehende Punktepaar wird als Projektion eines
Punktes aus K3 nach WT'vermdge zweier parabolischer Strahl-

9) Diese Konstruktion wird von den Verfassern als Verallgemeine-
rung der MULLERschen Konstruktion (E.4) bezeichnet.
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netze mit gemeinsamer Regelschar.f[ aufgefalit,
Damit erh#lt man eine ne,GKT mit {) als absoluter Fliche.

Die zu (E.5) analoge Konstruktion gibt STRUBLECKER [28] an.
Verwendet wird dabei die Abbildung STUDYs [34] von "Linienkreuzen"
auf Strahlenpaare: Gegeben sei in L3 eine nullteilige Kugel M als
absolute Fldche einer elliptischen Raumgeometrie, Nun ordnet man
jeder Raumgeraden die links- und rechtsparallele Gerade bzgl,
durch den Mittelpunkt O von % zu., Diese Abbildung ist eineindeutig
zwischen Paaren polarer Geraden bzgl. ® (=Linienkreuzen) und Gera-

10). Dabei entsprechen den Links-

denpaaren aus dem Biindel O
(Rechts~)schiebungen bzgl, M euklidische Drehungen des linken
(rechten) Biindels, woraus ableitbar ist, daB den Geraden durch ei-
nen Punkt aus L3 in dem Biindel O die Strahlenpaare einer Bilindelbe-
wegung entsprechen, Unterwirft man auf einer einteiligen Kugel.fl
mit dem Mittelpunkt O ein vorgegebenes orientiertes Linienelement
dieser Bilindelbewegung, so erh#lt man eine eineindeutige Abbildung
der Punkte aus L3 auf die von orientierten Linienelementen awffl
bestimmten orientierten Tangenten von fl . Diese Abbildung seil

kurz "sphirische Elementabbildung" genannt. Es 1idB8t sich zeigen,

dall einer Geraden aus L3 eine Schar orientierter Tangenten von
(als Erweiterung einer sphirischen Turbine), also eine "doppelt
orientierte" ne, Kugel entspricht,

(N.3): Punkte aus L3 werden durch die sph8rische Elementabbildung
auf orientierte Linienelemente einer Kugel.fl abgebildet,
Diese bestimmen je eineindeutig eine orientierte Tangente

von.ﬂ..

Diese Zuordnung ist eine ne.GKT, eineindeutig zwischen
Punkten aus L; und orientierten Tangenten an (L in K3.11)

Eine Transformationsmiglichkeit (N.7') nach SCHUR [26] und
WEISS [38] ist im § 8 genannt.

Von LIE selbst und spdter von LIEBMANN [21] stammt der Ge-
danke, die ne,GKT aus einer e.GKT durch Zusammensetzung mit einer
Darbouxschen Transformation abzuleiten, Ein Vergleich von 2.1 mit

1.2 zeigt dies unmittelbar, denn eine Darbouxsche Transformation

) Die_dazu duale Abbildung hat ECKHART [87) gefunden und REHBOCK
[24] als ne. kinematische Abbildung verwendet.

11) Analytisch ist dies unter anderen von BECK [2], (3] una sTUDY
[35] erreicht worden.
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in K3 bildet den Komplex der Treffgeraden eines Kegelschnittes k
zweieindeutig auf den Tangentenkomplex einer Fliche {L 2,0rdnung
ab, wobel eigentliche Inzidenzen erhalten bleiben,

(N.4):

Durch Zusammensetzung einer e,GKT mit einer Darbouxschen
Transformation entsteht eine ne,GKT,

Eine mogliche Konstruktion einer Darbouxschen Transforma-

tion, die sich auch aus den Transformationen (E,1) und (N,1) ab-
leiten 1a8t, ist folgende:

(D,1):

Voraussetzung: K3 seil linearer Teilraum eines vierdigensio—
nalen projektiven Raumes H4. Eine regulidre Quadrik M3CH4
durch den Kegelschnitt kC K3 sel vorgegeben, U328ei eine
Tangentialhyperebene aus der Ebene durch k an M3 UO sei

der Berilihrpunkt von U3.

1) Die Treffgeraden von k in K3 werden aus UO stereogra-
phisch auf die Erzeugenden von M% projiziert,

2) Erzeugendenpaare von M% werden aus einem nicht auf der
Quadrik liegenden Punkt auf Tangenten des scheinbaren Um~

2

risses {1l von M3 nach K3 zuriickprojiziert,

LIEBMANN [21] gibt folgende im K3 durchfilhrbare Konstruktion an:

(D.2):

(I) £} sei eine (nach 1.3 verallgemeinerte) Kugel mit dem
Mittelpunkt O; eine Minimalgerade m schneide Sl im eigent-

lichen Punkt M.
Der Minimalgeraden m wird nun deren Projektion aus O in die

Tangentialebene an () in M zugeordnet.

Die Umkehrung dieser Konstruktion ist mit der folgenden
gleichwertig:
(II) Man sucht zu einem Punkt P den in der Polarebene bzgl.

() liegenden Kegelschnitt pc {) (nach 1.3 ein Kreis) auf;
nun ordnet man P die zwei Spitzen der Minimalkegel durch p

2u,

Unterwirft man zusdtzlich den Minimalgeradenkomplex einer

Inversion (gemiB 1,3 projektiv verallgemeinert), deren Zentrum Z
auf (L liegt, so geht der Kreis p iiber in einen Kreis p' in einer

Ebene

T. p' und p liegen auf demselben Kegel durch Z. Den Mini-

malkegeln durch p entsprechen die Minimalkegel durch p'. Damit er-
hilt man (siehe auch MULLER [23], WEISS [38]) folgende Abbildung:
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(D.3): 1) Die Minimalkegel durch Punkte P des euklidischen Kugel-
raumes schneiden eine Ebene T in Kreisen p' (=isotrope
Abbildung, nach 1,3 verallgemeinert).

2) p' in T wird stereographisch aus 2 auf einen Kreis p
einer Kugel.fl projiziert. (Die Tangentialebene an {} in Z
schneide T nur in uneigentlichen Punkten),

3) Der Pol zur Ebene durch p ist der zugeordnete Punkt P!
des nichteuklidischen Kugelraumes,
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(I) Nach (N,4) erhdlt man durch Zusammensetzung von (E,5)
und (D,.3) eine ne,GKT 12). Da die zyklographischen Projektionen
(E,5)2) und (D,3)1) einander aufheben, bleibt die Konstruktion:

(N,5): 1) Punkte aus L3 werden durch die kinematische Elementab-
bildung auf orientierte Linienelemente einer Ebene T abge-
bildet.

2) T wird stereographisch aus einem Zentrum Z auf eine

Kugel!l_projiziert, (Die Tangentialebene in 7 an {1 sei pa-
rallel zu [ ). Danit entspricht einem orientierten Linien-
element in || eine orientierte Tangente an [} .13)

Dadurch ist eine ne,GKT festgelegt.14)

Diese Konstruktion dhnelt der Transformation (N,3) mit Hil-
fe der sphdrischen Elementabbildung., Im § 9 wird gezeigt, daB bei
geeigneter Wahl der Konstruktionen die durch (N.3) und (N.5) zuge-
ordneten Linienelemente eines Punktes aus L3 nach einer Drehung
der Kugel 1 um 90° und einer Spilegelung am Kugelmittelpunkt zur
Deckung gebracht werden kénnen,

Bemerkung 3.3: S&dtze der Geometrie der Ebene, die sich aus der zy-
klographischen Abbildung von Raumgebilden (in K3) ableiten lassen,
miissen auch durch die kinematische Abbildung von Raumgebilden (in
L3) ableitbar sein, da die Zusammensetzung der beiden Abbildungen
die e.GKT (E,5) ist. Die stereographische Projektion der Ebene auf
eine Kugel ergibt analoge S&tze der sphidrischen Geometrie, die nun
auf Grund des Zusammenhanges von (N.3) und (N,5) auch durch die
shérische Elementabbildung beweisbar sein miissen, Dabei hat letz-

tere den Vorteil, ausnahmslos eineindeutig zu sein., Zum Beispiel:
Die Sitze von CESARO und SCHEFFERS iiber Kurvenscharen der Ebene
bewies MULLER [23] mit Hilfe der zyklcgraphischen Abbildung. Lben-

1‘2) Die Minimalgeraden sind hier C-Geraden.

3) Die in (D.3) noch auszufiihrende Polaritidt an f{l kann weggelas-
sen werden, da der ne, Kugelraum selbstdual ist. Fiihrt man die
Polaritdt durch, so muB festgesetzt werden, in welchem Drehsinn
dadurch orientierte Tangenten von (1l transformiert werden.

14) WEISS (42], [38] gibt die analoge Transformation mit Hilfe der
analytischen LIkschen Abbildung von Punkten aus L3 auf orien-
tierte Linienelemente in T an.
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S0 wdre ein Bewels dieser S#tze durch die kinematische Elementab-~
bildung méglich. Dieser widre analog zum Beweis dieser Sitze fir
sphérische Kurvenscharen von STRUBECKER [29] mit Hilfe der sphi-
rischen Elementabbildung.,

(II) In der e.GKT (E.1) bzw. (E.1') wurde durch Projektio-
nen ein Ubergang wvon Bildpunkten der Geraden aus L3 auf der Pliik-~
kerquadrik Mi zu Kugeln aus K3 hergestellt, Stellt man anderer-
selts eine e,GKT innerhaldb eines dreidimensionalen Raumes z,B,
durch (Z,4) her, so muB umgekehrt rein synthetisch eine Abbildung
von Geraden aus L3 auf deren Bildpunkte auf der Pliickerquadrik ab-
leitbar sein:

Durch (E.4) werden die Geraden des Hauptgewindes j§ in ei-
nem zZweispurensystem auf konjugierte Punktepaare einer gentralen
Korrelation in einer &bene 'ﬂ-abgebildet. Diese Punktepaare nun
bestimmen, als Bildpunkte in einem allgemeinen Zweibildersysten
aufgefaBt, Raumpunkte aus KB' Die Verbindungsgerade der Zentren
der zentralen Korrelation ist einerseits Bild der Schnittgeraden u
der Spurebenen; andererseits entspricht ihr der Koinzidenzkegel-~
schnitt k des allgemeinen Zweibildersystems. Sie sei als Ferngerade
von ﬂ'vorausgesetzt.

Zufolge (E.1) kommt man von den Punkten aus K3 zu Pliicker-
bildpunkten der zugeordneten Haup

ch UO gebildete Kegel den Raum
neiden,

Man kann die Punktepaare der zentralen Korrelation in T un-
mittelbar als Bilder von Punkten einer Hyperebene K3c H4 auffassen,
wenn man H4 folgendermaBen abbildet: Zentren der Projektionen seien
zwel zueinander windschiefe Ferngeraden 019 053 Bildebenen seien
Cie sich nur in einem eigentlichen Punkt schneidenden Ebenen ﬂ},
T,. Durch Affinititen seien TI’1 und TT2 auf die Ebene | abgebil-
det., (Den Sonderfall dieser Abbildung, wo ﬂé 04 und Tﬂ 0, ent-
hdlt und 0, und 05 absolut konjugiert sind, behandelt z.B, ECKHART
9D. |

Die Zentren der Korrelation, auf welche sich die Hyperebene
K5 abbildet, sind die Bilder der Schnittpunkte (K5,04) und (K3,02).
Der Kegelschnitt k ist der Schnitt der Hyperebene K3 mit dem im
FPernraum von H4 liegenden Koinzidenzhyperboloid 7 dieser Abbil-
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dung, Also ist die Fernebene die absolute Ebene von K3‘

Zusammengesetzt mit dem Zweispurensystem in L3 sind damit
den Gewindestrahlen aus W} rein synthetisch Punkte der Hyperebene
K3C H42und nach stereographischer Projektion Punkte auf der Qua-
drik M3 zugeordnet. Der Geraden u entspricht dadurch der Punkt Uo’
das Zentrum der stereographischen Abbildung.

Die eine allgemeine Gerade g schneidenden Hauptgewindestrah-
len lassen sich zu oo1 Biischel mit Trégern auf g zusammenfassen,
Diesen entsprechen im Zweispurensystem og Paare sich auf dem Bild
von u schneidender, also paralleler Geraden durch die Bilder G1,
G2 von g, Jedes solche Paar, als Bild einer Punktmannigfaltigkeit
im H4 aufgefaBt, ergibt eine halbdoppeltprojizierende, d.h, 04 und
0, je in einem Punkt schneidende Zbens, die eine Erzeugende des
Koinzidenzhyperboloids enth&lt, Fferner enthidlt sie den H4-Punkt Gé
mit den Bildern G1 und GZ' Man erhfdlt also die Bilder der g schnei-
denden Hauptgewindestrahlen in K3, wenn man Gé mit den 04 und 05
schneidenden Lrzeugenden des Koingzidenzhyperboloids 9¢ verbindet
und diese Ebenen mit K3 schneidgt 15). Stereographische Projektion
der Schnittgeraden aus UO auf 1\/13 trgibt die entsprechende Mannig-
faltigkeit auf der Pliickerquadrik. Da % K3 léngs k schneidet, k
andererseits M% aggehdrt, erhédlt man eine in einer Hyperebene T}
liegende Fléche G2 2.0rdnung.

GemdB (E.1') hat man zu % den Pol bzgl. M% aufzusuchen
und aus dem Pol HO zZu H4 bzgl. Mi nach Goc;Mi zu projizieren, Der
Bildpunkt GO von g auf der Plilickerquadrik geht also folgendermaBen
aus Gé hervors:

1) Zyklographische Abbildung aus % nach K3.

2) Stereographische P gc: T% auf M%.
%) Polarisicren von

4) Projektion des Pol

Unter der Bedingung, daB das Koinzidenzhyperboloid 4%t ganz
auf M% liegt, also die Fernfliche von M% ist, ist die Zusammen-
setzung der ersten drei Transformationen die zu (D,3) analoge Dar-
bouxsche Transformation in H4. Diese 1dBt sich ersetzen durch eine
zu (D.1) analoge Konstruktion: Dem H4 wird ein P5 iibergeordnet und
in diesem eine reguldre Quadrik gewdhlt, welche H4 nach M% schnei-
det. (Es liegt nahe, als Quadrik die Pliickerquadrik Mi zu wihlen).

15) Diese Zuordnung kann aufgefaBt werden als zyklographische Ab-
bildung des Punktes Gé aus ¥ nach KB‘
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Nun projigiert man Gé aus jenem Punkt Voc'Mi, in ngohem die Tan-
gentialhyperebene w enthdlt, stereographisch auf M4 und darauf aus
HO zuriick nach H4° Da die Riickprojektion und die unter 4) genannte
Transformation einander aufheben, bleibt nur die stereographische
Projektion von Géc H4 nach Mi.

Die beiden Darbouxschen Abbildungen in H4 untersoheiden2
sich durch die Projektion einer automorphen Kollineation von M4.
Da diese das Bild einer dualistischen Transformation im Linienraum
ist, ist der Unterschied unwesentlich, Allerdings werden die Punkte
aus K3 nun nicht auf Punkte der Quadrik (H4,Mi), sondern auf die
Punkte der in der Hyperebene EK4,VO] liegenden Quadrik abgebildet.
Also ist schlieBlich Vo das Bild von u.

Nach projektiver Verallgemeinerung erhilt man folgenden
Ubergang von Geraden aus L3 auf Punkte auf M4:

Satz 1: 1) Die Geraden aus L3 werden mit Hilfe eines Zweispuren-
systems auf Punktepaare einer Ebene 1 abgebildet.
2) Diese Punktepaare deutet man als Bilder der Punkte eines
vierdimensionalen Raumes H4. Dabei wird H4 aus zwel zuei-
nander windschiefen Geraden auf zwei Bildebenen projiziert,
welche welter kollinear nach 'ﬂ-abgebildet werden,
In | soll sich das Bild der Achse u des Zweispurensystems
decken mit den als identisch vorausgesetzten Bildern des
Verbindungsraumes der Zentren der H4-Abbildung.
3) Die Punkte aus H4 werden stereographisch aus Uo auf die
regulédre Quadrik Mi eines ilbergeordneten P5 projiziert, Da-
bei liege das Koinzidenzhyperboloid  der H4~Abbildung
auf dem in der Tangentialhyperebene U4 in UO an Mi liegen-
den Hyperkegel (Mi,U4).

Damit ist eine, falls Stetigkeit vorausgesetzt wird, auch
flir die Treffgeraden der Achse des Zwelspurensystems ein-
eindeutige synthetische Abbildung der Geraden aus L3 auf
Punkte der Quadrik Mz hergestellt, welche alle Eigenschaf-
ten der Pliickerabbildung erfiillt.

Eine 8hnliche Beziehung zeigt HOHENBERG [jB]. Anstelle der
stereographischen Projektion wird dort die fiinfte Koordinate auf
einfache Weise aus den Koordinaten der Spurpunkte berechnet.
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Sind zwel Geradenkomplexe &, &' einander L-polar zugeordnet,
so heift dies, den Geraden eines Komplexes £ eines Raumes R3 ent-
sprechen Punkte eines zweiten Raumes Ré, den Komplexgeraden durch
einen Punkt aus R3 die Punkte einer Geraden aus dem Komplex &) in
Ré. Wie LIE [20] bewlesen hat, gibt es nur folgende Moglichkeiten:
1) £ und £' sind tetraedrale Komplexe.

2) £ ist regulére linear, ' der Treffgeradenkomplex eines Kegel-
schnittes (e.GKT).

3) & ist reguldr linear, ' der Tangentenkomplex einer reguliren
Flédche 2,0rdnung (ne.GKT).

4) & und &' bestehen aus den Tangenten abwickelbarer Flidchen.

5) [ ist ein spezieller linearer Komplex (Strahlgebiisch), f' der
Tangentenkomplex einer abwickelbaren Fliche (z.B.Transformation
von STAHELIN),

6) &,1uxl ' sina Strahlgebiische (Eulersche Transformation).

Der Beweis wird mit Hilfe der Theorie der partiellen Dif-
ferentialgleichungen gefiihrt, Die folgenden synthetisch bewiesenen
S8tze sind zum Teil Spezialfidlle dieses Satzes.

Satz 2a: Jede algebraische Transformation T, die i,allg.
eineindeutig 16) den Strahlen eines Strahlgewindes i? aus L3 Punkte
in K3 zuordnet, wdhrend den Gewindestrahlen eines Biischels, soweit
Bilder existieren, die Punkte einer Geraden in K3 entsprechen, ist
eine e.GKT, Die Bildgeraden in K3 bilden also den Treffgeradenkom-
pliex eines Kegelschnittes.,

Beweis: Die gegebene Transformation liefere eine eineindeu-~
tige (kurz "ee,") Beziehung zwischen Geraden aus i& auBer den Ge-
raden einer Kongruenz quuw.den Punkten aus K3 aullerhalb einer
Mannigfaltigkeit T'. Allen nicht ganz in.(} liegenden Gewindestrahl-
biischeln, die somit nur endlich viele Strahlen aus (y enthalten,
sind ausnahmslos ee. auf Grund der Voraussetzungen Geraden aus K3
zugeordnet, Enthilt L& Biischel, so hochstens oo'. Also gibt es
Strahlnetze aus i}, die kein ganz in Q? liegendes Biischel enthalten.

\f sei ein solches nichtparabolisches Netz. Den Blischeln aus

TEB d,h, die Ausnahmen bilden je eine hichstens zwelparametrige
Mannigfaltigkeit.
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Y sind durch T ee. zwei elementefremde stetige Geradenmannigfal-
tigkeiten zugeordnet. Da ein Blischel mit Trdger auf der ersten
Netzachse mit jedem aus der zweiten Reihe bis auf endlich viele
Ausnahmen einen nicht in (} liegenden Gewindestrahl gemein hat,
schneiden sich die jeweils zugeordneten Geraden, Dies ist nur so
moglich, daB die Geradenmannigfaltigkeiten aus K3 die zweil LErzeu-
gendenscharen einer Flache @) 2.0rdnung bilden. Auf Grund der ee.
Zuordnung zwischen Punkten der Netzachsen und Erzeugenden von &
kann die durch T vermittelte Beziechung zwischen den Strahlen aus
¥ und den Punkten aus @ zu einer ee. Abbildung erginzt werden,

Andererseits sind den Netzgeraden auf der Pliickerquadrik ee,
die Punkte einer Flé&che @' 2.0rdnung zugeordnet, wobel ebenfalls

entsprechen, ' liegt auf der
des % innerhalb eines Raumes K3.
durch die algebraische Transfor-
mation T und die Pliickerabbildung ee, aufeinander abgebildet, wo-
bel Erzeugenden wieder Erzeugende entsprechen. Diese Beziehung
muB eine Projektivitst P sein und kann auch auf eine Projek-
tivitdt zwischen den Réumen K3 und Kg erweitert werden.

Ordnet man elnem zweiten Hetz *f (:j} auf die gleiche Weise
@ C K5 und @'C N zu und unterwirft man ¢ , derselben Projekti-
v1tat P , S0 ist dle entstehende Fl&che qcﬁKg zu @a projektiv.
Den Erzeugenden der gemeinsamen Regelschar der Netze ~£ und 91
entsprechen auf M% die Punkte eines Kegelschnittes ¢' = (', @%)
in K3 die Punkte eines Kegelschnittes c C( @, @1). Die Projektivi-
tat P bringt alle Punkte von @ mit den entsprechenden auf @'
zur Deckung, speziell die Punkte von c, die durch P in einen Ke-
gelschnitt aus ( Q',¢@q) libergehen, mit den entsprechenden Punkten
von c',

In der Projektivitédt zwischen Q)a und @ iy die zu einer Pro-
jektivitat zwischen dem Raum Kg von @i und dem Raum von @? crweitert
werden kann, entspricht somit die Schnittebene, die Ebene von c',
punktweise sich selbst. Folglich ist die Projektivitidt perspektiv;
die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte von @% und @q ge-
hen durch ein Zentrum Uo‘ Dieses ist filr alle weiteren Netze aus

auf Grund der jeweils gemeinsamen Hlemente mit ‘91 konstant. Da
T i allg. ee. ist, liegt UO auf M%. Also ist T %bis auf die Pro-

jektivitat P zwischen Kz und Ky mit (E.1) identisch.

Satz 2b: Die algebraische Transformation T ordne i.allg.ee.



- 22

4, Allgemeine S&dtze

den Punkten aus L3 die Minimalgeraden aus K3 (nach 1,3 verallge-
meinert) zu, Dabei svllen den Minimalgeraden durch eigentliche
Punkte aus K3’ falls Bilder existieren, die Punkte einer Geraden
in L3 entsprechen. Dann ist 7 eine e,GKT, Die Bildgeraden der ei-

gentlichen Punkte aus K3 gehoren einem oStrahlgewinde an.

Beweis: Setzt man T zwischen L3 und K3 mit einer e,GKT
zwischen K3 und Lé zusammen, so erhdlt man zwischen L% und L3 eine
algebraische Transformation T ' mit der Eigenschaft: Punkten aus
Lé auflerhalb einer hdchstens zweiparametrigen Mannigfaltigkeit T
entsprechen i,allg. ee. Punkte aus L3 auBer T', Den Punkten von Ge-
raden eines Strahlgewindes ﬁ&' aus L% entsprechen, falls Bilder
existieren, wieder Punkte von Geraden. Diese Geraden gehdren einem
algebraischen Komplex é% aus L3 an,

i% kann nicht aus den Treffgeraden einer Raumkurve c beste-
hen. Das Bild eines nichtnarabolischen Strahlnetzes aus i%' ware
eine Strahlkongruenz mit zwei Brennlinien, welche wegen der allge-
meinen Eineindeutigkeit von der Kurve c verschieden sein miiBten.,
Dies lieBe jedoch nur eine einparametrige Mannigfaltigkeit als
Bild zu.

Den Gewindestrahlbiischeln durch zwei Punkte P' und Q' eines
Gewindestrahles h'C.L% entsprechen in L3 die beiden Komplexkegel
durch zwei Punkte P und Q eines Komplexstrahls h, Angenommen, ﬁiist
nicht linear: Da die Komplexkegel i.allg. einander lidngs h nicht
beriihren konnen, haben sie Punkte einer Kurve c¢ auBerhalb h gemein,
Diese Punkte haben kein Urbild in L%, miissen daher der singulédren
Mannigfaltigkeit T° angehdoren, ¢ ist also Teill des Schnittes des
Komplexkegels durch P mit ', Da Q' auf 002 Arten widhlbar ist,
miissen 002 Komplexkegel den Komplexkegel durch P auf T' schneiden,
Da schlieBlich jeder Punkt aus L% mit einer der Lagen von Q' auf
einem Komplexstrahl liegt, schneiden alle Komplexgeraden die Kurve
Cc, was mit der obigen Bemerkung im Widerspruch steht.

&% ist also cbenfalls ein Strahlgewinde, Die Transformation
7' ordnet den Ebenen aus Lé Ebenen aus L3 Zu, 1ist daher eine Pro-
jektivitat, T somit eine e.GKT,

Die S&dtze 2a und 2b zusammengefaBt ergeben

Linienkomplexen ist eine e,GKT, wenn einer davon ein Strahl-
gewinde o d e r der Treffgeradenkomplex eines Kegelschnit-
tes ist.
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Dieser Satz zeigt, daB die in 1.2 genannten Eigenschaften

eginer e.GKT voneinander bereits abhdngig sind.

Bermerkung 4.4: Auf die Bedingung im Satz 2, daB eine L-polare Be-
ziehung zwischen den Geradenkomplexen zugrunde liegt, kann nicht
verzichtet werden, Man kann némlich i,allg, ee. algebraische Ab-
bildungen der Geraden eines Strahlgewindes oder Treffgeraden eines
Kegelschnittes auf Punkte angeben, ohne daB den Komplexgeraden
durch einen Punkt die Punkte einer Geraden entsprechen:

Beispiel 1: Folgende Zuordnung zwischen einem Punkt P und
einem inzidenten Strahl p, aus einem otrahlgewinde j; ware moglich
(siehe Abb,2): Man projiziert P aus einem Punkt Z auf eine feste
Ebene -W. Dadurch erhslt man den Rif P'. In | sei ein Kegelschnitt
k vorgegeben, Die Polare zu P' bzgl, k sei p'. Dann ordnet man dem
Punkt P jenen Gewindestrahl P4 durch P zu, welcher p' schneidet.

Diese Transformation ist i.allg, eineindeutig: Liegt namlich
ungekehrt ein Gewindestrahl p4 vor, so liegt der RiB P' des zuge-
ordneten Raumpunktes P auf dem RiB p% von p, und der Polaren zum
Spurpunkt S von Pq- P auf Py ist damit umgekehrt festgelegt.
gesetzt.nﬁﬁn”kann man einem Punkt P (siehe Abb.3) jene inzidente
C-Gerade Py zuordnen, deren NormalrifB nach H-mit geiner vorgegebe-
men Richtung in T einen orientierten Winkel * einschlieBt, wel-
cher der Hohe z des Raumpunktes {iiber -“_ee. zugeordnet ist - etwa
durch die Formel tg“/2 = Z/k bei konstantem k.

Ungekehrt ist mit einer gegebenen C-Geraden der Winkel
und damit die Hohe des entsprechenden Raumpunktes bestimmt, Die
“ransformation ist also i,allg, ee.

Beide Beispiele konnen keine L-polare Beziehung zwischen
zwel Geradenkomplexen ergeben, da den Komplexgeraden je inzidente
Punkte zugeordnet sind: Die den Komplexgeraden durch einen Punkt P
zugeordneten Punkte, darunter P, liegen also auf dem Komplexkegel
oder in der Komplexebene zu P, Wdren sie Punkte einer Geraden, so
miBte diese entweder Erzeugende des Komplexkegels oder Gerade durch
P in der Komplexebene sein., Damit gehort sie ebenfalls dem Komplex
an. Dies steht im Widerspruch zur allgemeinen Eineindeutigkeit der
beiden Transformationen, da dann ug Geraden des Komplexkegels den
Punkt P als zugeordneten Punkt hitten.

Die folgenden Sdtze 3a und 3b zeigen, daB die Bedingungen
2.1, die eine ne,GKT charakterisieren, ebenfalls voneinander abhin-
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gig sind:

Satz 3a: Jede algebraische Transformation T, die i.allg,
zweleindeutig den Strahlen eines Strahlgewindes %} aus L3 Punkte
in K3 zuordnet, wdhrend den Paaren von Gewindestrahlbiischeln, so-
fern Bilder existieren, dic Punkte einer Geraden in K3 entsprechen,
ist eine ne, GKT. Die Bildgeraden in K3 sind also Tangenten einer
reguldren Fldche 2,0rdnung. Die zwei Gewindestrahlen, die demsel-
ben Punkt aus K3 zugeordnet sind, entsprechen einander in einer
windschiefen Involution 7J mit bzgl. ﬁr reziproken Achsen », q.

Beweis: Die Gewindestrahlen, die demselben Punkt aus K3 ZUu-
geordnet sind, entsprechen einander in einer involutorischen Pro-
jektivitdt P . Dafiir gibt es zwel Moglichkeiten:

1) ? sel eine windschiefe Involution mit zwei Gewindestrahlen a4,
2 Strahlnetze

enthalten, deren beide Brennlinien die Achsen a4 und a5 schneiden,

a, als Achsen: In diesem Fall sind im Gewinde d% oo

dahér durch die Transformation P je in sich iibergehen. Zu Punkte-
paaren dieser Brennlinien (als Bﬁscheltrager) existieren i,allg.
eineindeutig Bildgeraden. Diese bilden zwei Regel fldchen. Da nun
durch zweil Punktepaare auf verschiedenen Brennlinicn zwei Paare
von Kongruenzgeraden gehen, mufl eine Erzeugende der ersten Regel-
fléche jede Erzeugende der zweiten zweimal schneiden, Das ergibt
einen Widerspruch.

2) P sei eine windschiefe Involution J mit zwei bzgl. j} rezi-
proken Geraden p, g als Achsen: In diesem Fall hat jedes Strahl-
netz aus d% mit dem involutorisch gelegenen oo1 Treffgeraden von

p und q, also Doppelgeraden der Involution 7} gemein, Also ent-
sprechen den Geraden eines allgemeinen Strahlnetzes i.allg. ee,
Punkte aus K3’ den Punkten der Brennlinien ee. Geraden aus K3. Ana-
log zum Bewels von Satz 2a findet man, da8 T bis auf eine Projek-
tivitdt in K3 mit der ne.GKT (N.1) identisch ist.

Satz 3b: Die algebraische Transformation T ordne i.allg.
zweieindeutig Punkten aus L3 die Tangenten der regulidren Ffliche ]
2.0rdnung in K3 zu, Dabei sollen den Tangenten durch Punkte aus K3’
falls Urbilder existieren, Punktepaare zweier Geraden in L3 ent-
sprechen. Dann ist J eine ne.GKT. In L erfiillen die Bildgeraden-
paare der Punkte aus K3 ein Strahlgewinde x% . Dabei entsprechen

Punktepaare der windschiefen Involution 7} denselben Tangenten in K3

Bewelis: Die ee, bestimmten Bildpunktepaare der Tangenten aus
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K3 mogen bis auf eine zweiparametrige Mannigfaltigkeit T den Gera-
denraum L3 erfﬁllen;1die Bildgeradenpaare der Punkte aus K3 bilden
bis auf hochstens o Ausnahmen einen algebraischen Komplex L.

Die eine alligemeine Tangente t schneidenden Tangenten von
{L bilden sich bis auf il.allg. 001 Ausnahmen auf die Punktepaare
der Komplexgeradenpaare durch ein Punktepaar T, T, also i.allg., auf
die Punkte zweier verschiedener Komplexkegel auBerhalb T'ab. Ange-
nommen, die Komplexkegel seien nichtlinear:

Durch einen allgemeinen Punkt aus K5 gehen zwel t schneiden-
de Tangenten. Daher hat ein allgemeines Komplexgeradenpaar mit dem
Kegelpaar zweli Punktepaare auBerhalb T gemein, Dies ist nur so
moglich, dafl jede Komplexgerade jeden dieser Komplexkegel in einem
Punkt auBerhalb | schneidet. Eine gleichzeitige Beriihrung beider
Kegel ist fir o0 Geraden nicht méglich, Also miissen auf Grund der
Annahme die restlichen Schnittpunkte auf der Schnittkurve der Kom-
plexkegel mit |' liegen., Dies fiihrt wie im Beweis zu Satz 2b auf
einen Widerspruch.

Somit sind die Komplexkegel Ebenen; &2 igt ein Strahlgewin-
de, T daher eine ne,GKT,

Zusammengefallt ergeben Satz 3a und 3b:

Satz_3: Ein i.allg. zweieindeutiges L-polares Entsprechen zwischen
zwel Linienkomplexen ist eine ne.GKT, wenn dadurch ein
Strahlgewinde zweieindeutig o d e r der Tangentenkomplex
giner reguldren Flache 2,0rdnung einzweideutig abgebildet

wird.

Da die ne,GKT eine ausnahmslos zweieindeutige polare Bezie-
hung zwischen dem Strahlgewinde u%-und dem Tangentenkomplex der ab-
soluten Fliche {) ergibt, kann im Gegensatz zur e.GKT unter Voraus-
setzung der Eineindeutigkeit auf die Forderung, daB die Beziehung
zwischen den Komplexen L~polar ist, verzichtet werden:

Komplexen eine ausnahmslos zweieindeutige Beziehung a) zwischen (e-
raden eines Gewindes und Punkten eines Raumes o d e r b) zwischen
Punkten eines Raumes und Tangenten einer reguliren Fliche 2,0rdnung
herstellt, ist eine ne,GKT,

Beweis: Ad a) Die zwei Geraden des Gewindes 3% , die durch
T demselben Punkt aus K3 zugeordnet sind, milssen einander in einer
involutorischen Projektivit&dt entsprechen. Dafiir kommen nur wind-
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schiefe Involutionen in Frage, deren Achsen entweder in j% enthalten
oder bzgl. #} reziprok sind.

Bei a4 und 8, aus Z% als Achsen der Involution wire eine ee.
Abbildung auf Punkte aus K3 aus folgendem Grund nicht moglich:
Durch eine weitere windschiefe Involution '} , deren bzgl.x% rezi-
proke Achsen j1, j2 die Gewindestrahlen a4 und 2, schneiden, gingen
bzgl, a, und a8, involutorische Geraden wieder in solche {iiber, Fest
blieben bei dieser Transformation 1) die 002 17) j1 und j2 schnei-
denden Gewindestrahlpaare, 2) die oo1 Gewindestrahlpaare, die e
und egsohneiden. (Dabei seien €19 €5 die restlichen zwei Seiten
des durch 249 25 j1, j2 bestimmten Vierecks), Innerhalb dieser
Paare vertauschen sich die Gewindestrahlen,

Der Transformation ?? wdre durch T eine ausnahmslos ee.
Punkttransformation in K3, also eine lineare Transformation zuge-
ordnet, Diese hidtte eine einparametrige und eine zweiparametrige
Mannigfaltigkeit von Fixelementen, wire also die identische Trans-
formation,

Somit ist nur der Fall mdglich, daB Gewindestrahlpaare der
windschiefen Involution o mit bzgl. %} reziproken Achsen durch ¥
den Punkten aus K3 ee, zgugeordnet sind, Ordnet man andererseits
den Gewindestrahlpaaren durch eine ne,GKT Punkte aus K3 zZu, SO0 er-
hdlt man eine ausnahmslos ee, Punkttransformation in K3, also eine
Projektivitdt. Somit unterscheidet sich T von einer ne.GKT nur
durch eine Projektivitat in K3'

Ad b) Die algebraische Transformation T ordnet den eine
Tangente t1 schneidenden Tangenten Punktepaare einer algebraischen
Fliche @1 in L3 ZU 18). @1 gehort einer dreiparametrigen Flachen-~
mannigfaltigkeit an, Die Schnittkurve zweier dieser Flidchen ist
Bild der zwei Tangentenscharen, die zwei Tangenten schneiden, be-
steht daher aus mindestens zwei Teilen. Drei Flédchen haben i,allg.
8 Punkte (4 Punktepaarc) gemein, Diese sind Bilder der 4 Tangenten,
die drei gegebene Tangenten schneiden,

Nun wédren drei Moglichkeiten denkbar: Die Flichen @ sind
1) Ebenenpaare,

2) nichtzerfallende Flichen 2,0rdnung,
3) Flidchen hoherer Ordnung; die 8 Schnittpunkte sind mehrfach zu
zédhlen,

17) zéhlung komplexer Parameter.
18) @1 kann auch aus zwei Teilfldchen bestehen,



- 27 -
4, Allgemeine S&atze

Ad 3) Damit drei Flichen ., 9y, (IJB acht mehrfach zu z&h-
lende und von Fall zu Fall verschiedene Punkte gemein haben, muB
die Schnittkurve zweier Flidchen @1, @2 die dritte mindestens von
1.0rdnung beriihren. Auf @W gibt esaﬁgsolcher Schnittkurven. Fol-
gende Fdlle sind mdglich: I) Alle 002 Kurven berithren die Schnitt-
kurve mit 3+ Da @)B beliebig ist, beriihrt jede Kurve jede. Dies
kann fir oo  Kurven ohne gemeinsamen Bestandteil nicht eintreten.
11) @1 berihrt ¢3 langs einer Kurve; da @1 und @3 beliebig
gewdhlt waren, beriihrt jede Fliche jede andere lings einer Kurve,

5

Wiederum ist dies fiir oo~ algebraische Flichen ohne gemeinsamen
Bestandteil nicht mdglich,

Ad 2) Der Schnitt zweier Flichen 2.0rdnung muB in zwei Kur-
ven zerfallen. Also berithren sich je zwei Fliéchen in zwei Punkten,
was wieder unmdglich ist.

Bleibt also nur der Fall, daB die Fl&dchen @ Ebenenpaare,
die Schnittkurven Geraden sind. Also ist die Transformation T eine

ne,GKT,
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Wahrend bei einer e,GKT die Bildgeraden der orientierten
Ebenen aus K3 nach 1,1 einen linearen singuldren Komplex, den Ie-
benkomplex Ite erfiilllen - dieser besteht aus den Treffgeraden der
Geraden u -, ist der Nebenkomplex Wﬂn einer ne,GKT nach 2.2 regu-
ldr, Im Auklidischen kann eine kbene durch Auszeichnung eines der
inzidenten Bilischel von Minimalgeraden orientiert werden; im Nicht-
euklidischen ist nur eine Tangentenschar enthalten, die Ebene also
nur orientierbar, wenn die Tangenten selbst orientiert werden. In
beiden Transformationen ist somit die Abbildung der nichtorientier-
ten tbenen auf Geraden von 3fe bzw, th einzweideutig. Die Bildge-
raden einer Lbene sind in beiden Fdllen bzgl. j% reziprok. Wegen
der speziellen Lage von J&vund Etn sind im ne, Fall die Bildgeraden
zugleich ein Geradenpaar der windschiefen Involution W mit den
Achsen p und g (vergleiche 2.3%).

]te enthédlt im Gegensatz zum ne,PFall als spezieller Komplex
Biindel mit Tréger AL auf u, Das dazu bzgl. j% reziproke Geraden-
feld durch u hat ein Biischel von Strahlen aus d% mit dem Blindel
gemein, Dem Biindel AL gemeinsan mit dem reziproken Geradenfeld ent-
sprechen die Lbenen durch einen Punkt AK des absoluten Kegelschnit-
tes, Die Beziehung zwischen dem Biindel AL allein und dem Biindel AK
ist eineindeutig, daher eine Korrelation. Durch Zusammensetzung
gweier solcher Korrelationen kommt man auf die LIEBiIANNsche Trans-
formation (E,3) und dual auf die Konstruktion (E.4) von MULLER,

Zwel Verallgemeinerungen der LIEBMANNschen- bzw, MULLER-
Abbildung fiir den nichteuklidischen, aber auch fiir den euklidischen
Fall sind denkbar:

a) Man untersucht die Teilabbildung eines allgemeinen Ebe-
nenbiindels oder Punktfeldes aus K3 auf die Geradenmannigfaltigkeit
aus L3; durch Zusammensetzung zweier solcher Teilabbildungen er-
hdlt man eine GKT,

b) Man bildet Ebenenbiindel oder Punktfelder aus L3 auf Man-
nigfaltigkeiten in K3 ab und setzt zwel solche Abbildungen zusam-
men,

Die im Folgenden abzuleitende ne,GKT ist ein Beispiel zu a).

3

Zwel Ebenenblindeln aus K3 werden die entsprechenden Bilder in L
zugeordnet. Dabei werden aus den Eigenschaften 2.2 einer ne,GKT
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notwendige Bedingungen abgeleitet, die sich dann als hinreichend

erwelisen werden:

Linem Ebenenbiindel mit Tréger A aus K3 entspricht in L3 ein
im Nebenkonplex ,tn enthaltenes Strahlnetz (I mit den Achsen a und
a, den Bildgeraden des Punktes A 19). a und a sind bzgl, p und q
involutorisch, ebenso die beiden Bildgeraden x, X einer Ebene §
des Biindels. Die Punkte von a und a sind durch J projektiv aufei-
nander bezogen., Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte bilden
eine brzeugendenschar einer Fliche é@a 2,0rdnung durch a, 5, ps 4.
x und x sind die restlichen zwei Seiten eines aus zwel entsprechen-
den Punktepaaren auf a und a gebildeten windschiefen Vierecks (sie-
he Abb, 4), Daher sind x, x zwei bzgl. @a polare Treffgeraden von
a und a,

Eine eineindeutige Abbildung des Paares x, x auf eine Gerade
x? einer Ebene wird durch die ECKHARTsche bzw, REHBOCKsche Abbil-
durch [8], [247 vermittelt: Man wihlt eine @, nicht beriihrende
Ebene TTa' In ihr verbindet man die auf dem Spurkegelschnitt ka
von 4§a liegenden Spurpunkte der x, X sowie a schneidenden Erzeu-
genden 84 und g, von @a‘zu Xge Diese Abbildung ist ausnahmslos
eineindeutig zwischen Geraden von 'ﬂ; und Treffgeradenpaaren von
a und a, Speziell sind die Tangenten an ka Bilder einer Erzeugen-
denschar von @a'

Verbindet man nun die Gerade Xa(:-ﬂé mit einem nicht in Tra
liegenden Punkt A zu einer Ebene, so erhidlt man eine ee. Abbildung
der Geradenpaare des Strahlnetzes Ol auf die Ebenen des Biindels A2O),

Analog kann ein Ebenenbiindel B auf ein Strahlnetz o mit den
Achsen b und b abgebildet werden vermdge einer zweiten Fliche @1)
und einer zweiten Bildebene 'ﬂ%. Da beide BStrahlnetze demselben Ge-
winde ?tn angehdren, miissen deren Achsen a, a, b, b in hyperboloi-
discher Lage sein, Zus&tzlich milssen beide Teilabbildungen den ge-
meinsamen Ebenen der zwei Biindel dieselben Bildgeradenpaare zuord-
nen,

5.1 Ist dies der Fall, so erhdlt man als Zusammensetzung dieser
zwel Abbildungen eine ne.GKT, Ls entsprechen ndmlich dann, wie
in 5.4 gezeigt wird, den Punkten aus K3 die Geraden eines
Strahlgewindes aus LB’ so daB die Bedingungen des Satzges 3 er-

19) Liegt A auf der absoluten Fliache, so ist das zugeordnete Netz
parabolisch, Dieser Fall wird ausgeschlossen.

20) K% und L; werden hier und bei allen weiteren Transformationen
tro

tz de? verschiedenen Bezeichnung als identisch angenommen,
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fillt sind,.

Genauer verfolgt wird eine solche Zusammensetzung im Fall
TTa=-ﬂ£=1T. 7ie muf diese Ebene || gelegt werden, damit den gemein-
samen Ebenen der Bilindel A und B aus K3 die gemeinsamen Geradenpaare
der Strahlnetze Ol und & in L3 entsprechen?

Zunédchst sei vorausgesetzt, daB a nicht b oder © schneidet,
Dann ist der Ort der gemeinsamen Geradenpaare der zweil Netze eine
Fl&che éab 2.0rdnung., Da beide Netze durch J festbleiben, bleibt
auch q)ab fest. Entweder liegen p und q auf @ab oder p und g sind
polar bzgl. @ab' Erszeres ist ni—c-ht moglich, da dann @a und éb
und damit auch a und a mit b und b identisch wiren, Also bleibt die
zweite Moglichkeit, €4 und €5 seien die zwel gemeinsamen Netzgera-
den, die p und q schneiden, daher zugleich @a und @b angehoren.

5.2 Da p und q polar bzgl. ébab sind, miilssen die restlichen zwei
Seiten f1 und f2 des von €49 €5y Py 4 gebildeten Vierecks
auf @ab liegen,

Den Erzeugenden €1s €5 entsprechen in T aie Tangenten an
die Spurkegelschnitte ka und kb in den Spurpunkten E1, E2. Nur dann
konnen den Erzeugenden €4 und €5 identische Ebenen durch A und B
entsprechen, wenn ka und kb in E1 und E2 einander berithren, Ferner
muB der Schnittpunkt der gemeinsamen Tangenten zugleich der Spur-
punkt der Geraden[A, B] in K3 sein.

Die Schnittpunkte der Spurkegelschnitte ka und kb sind die
Spurpunkte der gemeinsamen Geraden von @a und @b’ also von p, q,
sowie €1s €5 Diese fallen nur dann paarweise zusammen, wein T
durch die Schnittpunkte (e1,p) und (e2,q) oder (e1,q) und (e2,p)
geht, da | @a und @b nicht beriihren darf, Das bedeutet, daB -|T
j‘.‘1 oder f2 enthalten mufi. Da f1 und i‘2 bzgl. @a und @b polar
sind, i1st dann der Schnittpunkt der zwei gemeinsamen Tangenten von
ka und kb der Spurpunkt F2 von f2 oder F1 von f1.

(N,6): Voraussetzungen: a) @a’ @b aus L3 seien zwel regulére
Fldchen 2,0rdnung mit vier gemeinsamen Erzeugenden p, ¢; €1
5. Die restlichen zwei Seiten des davon gebildeten Vierecks
seien f‘l und f2. Eine dritte reguldre Fléche @ab enthalte
f1, f2; €19 ©o. Diese hat mit ‘@a aufier e, €5 die Erzeugen-
den a, a, mit @b b und b gemein,
b) T sei eine Ebene durch f,. Fy in T sei der Spurpunkt
von f2.
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¢) A und B seien zwei Punkte aus Kz augerhalb . [A,B]
schneide Tl in F2.
1) Man bildet die Treffgeraden aus einem Punkt R aus L3 an
a, a durch Qa’ an b, P durch Q)b vermoge der ECKHART~REH-
BOCKschen Abbildung auf Geradzn ra, rb in 1 ab,

2) r® wird mit A zur Ebene Qa, P mit B zur Ebene 9b ver-

bunden,

Ordnet man dem Punkt R aus Ly die Gerade v = ( Q@%, gb)c K
zu, so erh8lt man eine ne.GKT,

Bemerkung 5,5: Da nach Voraussetzung p, q bzgl, @ab polar sind,
miissen die Schn ttgeraden a, a der Flichen @a, @ab und analog b,
% einander in der windschiefen Involution 7J mit den Achsen p und

q entsprechen, Ferner gehdren a, a, b, b einem Strahlgewinde i& mit
p und q als reziproken Geraden an,

Beweis zu (N,6): (I) Zundchst wird gezeigt, daB auf Grund
der Voraussetzung b) jeder a, a, b, b schneidenden Geraden in bei-
den Teilabbildungen dieselbe Ebene durch [A,B] entspricht:

Sei y eine solche Gerade. Um diese nach 1) abzubilden, legt
man durch die Schnittpunkte mit a und a die Erzeugenden von ¢§a,
durch die Schnittpunkte mit b, b die Erzeugenden von @b (siehe
Abb,5) und verbindet deren Spurpunkte in . Jede dieser vier Er-
zeugenden schneidet p und q, Also liegen die Spurpunkte auf der
durch y, p und q bestimmten Flache @y 2,0rdnung, Da y auf @ab
liegt, also die Geraden f1 und f2 schneidet, diese andererseits
ebenfalls Treffgeraden von p und q sind, liegen auch f1, f2 auf @y'

5.3 Die Spur von éby in TmuB in die Gerade f1 und eine weitere Ge-
rade durch F2 zerfallen., Also fallen die zwei Bildgeraden von y
in eine Gerade durch F2, die zwei nach 2) zugeordneten Ebenen
in K3 in eine Ebene durch [A,B] zusammen,

(II) Die aufgezeigte Abbildung ordnet einem Punkt R aus L3
eine Gerade r aus K3 zu, Was ist das Urbild der Geraden r durch
einen Punkt S aus K3 ? Welcher Punktort aus L3 bildet sich auf zwei
Strahlbiischel in [ ab, deren Tridger auf einer Geraden durch F2 lie-
gen?

Ein Strahlbiischel §% in T als erstes Bild bezieht die Er-
zeugenden von é@a involutorisch aufeinander. Dadurch werden a und
a projektiv einander zugeordnet, Das Urbild besteht daher aus einer
durch J in sich iibergehenden Fliche Ol 2.0rdnung. Ebenso erhdlt



- 32 -

5. Die Transformation (N,6)

man aus S° als zweitem Bild eine Fliche BS' o und &S haben

die dem gemeinsamen Strahl [Sa,Sb] durch F, nach 5.3 entsprechen—
den zwel Geraden von @ab gemein, Also zerfgllt der Schnitt in zweil
weitere zu a, a bzw. b, b windschiefe Geraden s, s als Urbild des
Punktes S aus KB. us und BS bleiben durch J fest; also entspre-
chen s und s einander in J .,

Umgekehrt bildet sich eine Gerade s auf ein Punktepaar in
Trab, wenn die von den Treffgeraden an a, a bzw, b, b gebildeten
Regelscharen O(S bzw, ‘38 durch J in sich iibergehen, Daraus folgt
némlich, daf die zugehdrige Projektivitidt unter den Erzeugenden
von cba bzw, Q)b eine Involution sein mul3.

Welche Geraden dieser Eigenschaft gehen durch einen allge-
meinen Punkt R in L3? Alle durch solche Geraden bestimmten Fl&chen
X g enthalten die Treffgerade t aus R an a, a, somit aber auch die
zu t bzgl. T involutorische Gerade t (siehe Abb,6). Die Flichen
O(S bilden also ein Bilischel; die zweiten Erzeugenden durch R bil-
den ein Strahlbiischel in der Ebene [R,?]. Die gesuchten Geraden ge-
horen daher einem linearen Strahlkomplex ﬁ%‘ an, Wandert R auf t,
so dreht sich dis inzidente Biischel um t. Also ist j%’ ein_Strahl—
gewinde mit t, t als reziproken Geraden. Damit gehdren a, a dem Ge-
winde j%’ an, t und T sind dann identisch, wenn t auf (@a liegts
also gehtren alle a, a schneidenden Erzeugenden von @a ebenfalls
dé' an, Daher sind wiederum p und g reziprok bzgl. j&'. ' dist
somit mit dem Strahlgewinde J% aus Bemerkung 5.5 identisch, Die
Geraden von ia haben deshalb zugleich in der zweiten Abbildung
durch b, b die Eigenschaft, sich auf Strahlbiischel in.Trabzubilden.

5.4 1In der Abbildung (N,6) sind die Punkte aus K3 Bilder von Ge-
radenpaaren aus dem Strahlgewinde i& dem Hauptgewinde.

Nach Satz 3 ist (N,6) eine ne,GKT. Die Eigenschaften dieser
Transformation, insbesondere die Lage der absoluten Fliche in K3,
werden im § 6 ausfiihrlich gezeigt,

Beme 5.6: In FuBnote 19) ist der Fall ausgeschlossen worden,
daB der Trdger A des Lbenenbiindels in K3 auf der absoluten Fléache
L) liegt. Als zweieindeutige Abbildung der Geraden eines paraboli-
schen Netzes auf Geraden einer Ebene ist die ECKHART-REHBOCKsche
Abbildung nicht verwendbar. Hier kbnnte zusitzlich eine zweieindeu-
tige Abbildung wie in (N,2)2) verwendet werden.

In (N,6) ist die Abbildung des Kugelraumes auf 'ﬂ'ein Zweli-
bildersystem mit identischen Bildebenen. Wihlt man Trallgemein, S0
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fiilhrt dies auf folgende Verallgemeinerung:

(N.6') Voraussetzungen: a) siehe (N,6),
b) T sei eine @Elund @b nicht beriihrende allgemeine LEbe-
ne, ka und kb in Tl seien die Spurkurven von @a und ‘@b;
E1 bzw, E2 seien die auf ka und kb liegenden Spurpunkte von
€4 bzw. €55 Oa bzw, Ob seien die Pole zu EE1,E2] bzgl. ka
bzw, kb'
¢) T sei ferner Bildebene eines allgemeinen Zweibildersy-
stems in K3 mit Oa und Ob als Trédger der perspektiven Kern-
strahlbiischel, [E1,E2] als deren Perspektivitédtsachse,

1) Man bildet die Treffgeraden aus einem Punkt R aus L3 an
a und @ durch §_, an b und T durch $, vermdge der ECKHART-
REHBOCKschen Abbildung auf die Geraden r? und rb in T ab.
2) % und rb werden als Bilder einer Geraden r aus K3 im

allgemeinen Zweibildersystem ¢) aufgefaBt.

Ordnet man R aus L3 und r aus K3 einander zu, so erhdlt man

eine ne.,GKT,

Beweis: Zu zeigen ist, daB einer beliebigen Treffgeraden von
a, a, b, b in den beiden Teilabbildungen nicht verschiedene Ebenen
in K3 zugeordnet sind. Nach 5.4 entsprechen dann die Geraden des
Hauptgewindes wieder den Punkten aus K3, so daB Satz 3 gilt.

Alle Bildgeraden der Treffgeraden von a, a, b, b, also einer
Erzeugendenschar von @ab’ sind als Bild einer allgemeinen Erzeugen-
den der zweiten Schar von ‘@ab aufzufassen, Diese ist im Hauptge-
winde enthalten. Daher sind ihre Bilder zwei zueinander projektive
Strahlblischel Oa und Ob. Besondere einander entsprechende Geraden
dieser Biischel sind als Bilder von e, und e, die Tangenten an ka
und kb!in den Spurpunkten E1 und E2; Oa und Ob erfillen also die
Voraussetzung b).

y sei eine allgemeine Treffgerade von a, a, b, b. Die vier
weiteren Erzeugenden von @Elund @b’ die y schneiden, liegen auf
einer Flache @ zwelter Ordnung. @y,enthélt p und q, sowie nach
5.3 f1 und f2' Der Spurkegelschnitt von@y in T ist daher ein Ke-
gelschnitt ] durch die zugehfrigen Spurpunkte P, Q, F1 und F2. Die
Verbindungsgerade der restlichen zwel Schnittpunkte von ul mit ka
ist das erste Bild ya von y 21). Analog erhdlt man yb'(siehe Abb. 7).

21) Die Geraden ya bilden auch deshalb ein Biischel, weil die Kegel-

schnitte einem Blischel angehdren, daher auf ka die Punkte-
paare einer Involution ausschneiden,
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Nun seil y jene Gerade, deren zugehOriger Spurkegelschnitt
M in das Geradenpaar [P,Q], [F1,F2] zerfgllt, Die y, sowie a, a
bzw., b, b schneidenden Erzeugenden von a bzw., @b schneiden auch
p und g, haben daher ihre Spurpunkte auf [F1,F2]. Also mlissen die
beiden Bildgeraden, ein entsprechendes Geradenpaar der Blischel 0®
und Ob, in dieselbe Gerade [F1,F2] = [Oa’ob] zusammenfallen, Die
Bischel O, und O, sind tatsichlich perspektiv mit [E1,E2] als Per-
spektivitdtsachse, sind daher mit den Kernstrahlbiischeln des allge-

meinen Zweibildersystems c) identisch.

5.5 Wenn a und b einander schneiden, so zerfallen die Erzeugenden-
scharen von @ab in je zwel Geradenbilischel mit den Trégern 2
und 7 in € und € (siche Abbildung 8), DaB in diesem Fall die
gemeinsamen Treffgeraden von a, a, b, b in der zu (N,6') ana-
logen Abbildung auf gleiche Ebenen abgebildet werden, ist nur
durch ein allgemeinstes Zweibildersystem in KB’ also bel pro-

jektiven Kernstrahlbilischeln mdglich,

Beweis: s sei die Schnittgerade (&,€) = [2,Z ], Wahlt man
eine @a und é[_)b nicht beriihrende Ebene —ﬂ_, s0 miissen in dieser die
spurkegelschnitte ka und kb von @a und ‘bb einander im Spurpunkt S
von s beriihren. Die restlichen Schnittpunkte sind die Spurpunkte P
und Q von p bzw, g. Die LErzeugenden von @Eﬂ)bilden sich auf Gera-
denpaare durch S ab. || kann jedoch nicht so gewdhlt werden, daB je-
der Treffgeraden von a, a, b, b zwei gleiche Geraden durch S ent-
sprechen, Bs kann n&mlich gezeigt werden, daB die Gerade [P,S] in
T nicht zugleich erstes und zweites Bild derselben Geraden von
@ab sein kann:

Entsprechend der Linienraumabbildung (N,6')1) miissen durch
P die a, a bzw. b, b schneidende Irzeugenden von @a bzw. @b auf-
gesucht werden. Diese sind Geraden aus ﬂ% , liegen daher in einer
Ebene durch q. Die Schnittpunkte mit § liegen auf einer Geraden
durch (q,€)., Da a, a sowie b, b involutorisch bzgl. J sein miissen,
liegt (q,€) auf s und ist von Z verschieden, Also sind die zwei in
£ liegenden Geraden Y1 bzw, Yo (siehe AbDL,8), deren erstes bzw.
zweites Bild [P,S] ist, ebenfalls verschieden, wie immer ]| gewdhlt
wird,
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In diesem Kapitel werden die Eigenschaften der ne.GKT (N.6)
ohne Verwendung des Satzes 3 noch im einzelnen nachgewiesen:

Einem Punkt R aus L3 gemeinsam mit dem durch J daraus her-
vorgehenden Punkt R entsprechen durch die Abbildung (N,6)1) zwei
Geraden r® und rb in 1.

Sonderfille: Liegt R auf p, so sind die Treffgeraden an a,

a bzw. b, b zugleich Erzeugende von @a bzw, @b' Die Tangenten in
deren Spurpunkten an die Spurkegelschnitte sind bereits die Bildge-
raden, Da beide Erzeugende durch R die Gerade g schneiden miissen,

liegen deren Spurpunkte auf einer Geraden durch den Spurpunkt  von

q (siehe Abb.9),

6.1 Das Bild eines Punktes R auf p ist jenes Tangentenpaar ra, rb

an ka bzw, kb, dessen Berihrpunkte auf einer Geraden durch Q
liegen. Analog fiir Punkte auf q.

Die Bilder eines Punktes R auf einer Erzeugenden y von

‘iab22) fallen zufolge 5.3 in eine Gerade durch F, zusammen,

2
6.2 Das erste Bild eines Punktes R auf a besteht aus einem Geraden-
* blischel, da es 001 Treffgeraden aus R an a gibt. Trager R% ist
der Spurpunkt der Erzeugenden von@a durch R, Das zweite Bild
ist die Verbindungsgerade von R? mit F2 als Bild der unter den
001 Treffgeraden an a und a enthaltenen Lrzeugenden von (@ab

(siehe Abb.10).

Damit ist es mdglich, zum Spurpunkt Y einer Erzeugenden y
von @ab die Bildgerade ya = yb durch F2 anzugeben: Die Spurpunkte
der Erzeugenden von éab auf f1 und der Xrzeugenden von é@a auf ka
durch dieselben Punkte auf a ergeben projektive Punktreihen. Dabei

und €5 als gemeinsame Ergzeugende

em Spurpunkt A von a entspricht

denn es ist [P,,0]die zweite

b.11). Damit aber ist der Spur-
punkt X von a, der zweite Schnittpunkt von [Fg,oi]mit k_, das Per-
spektivitédtszentrum dieser Beziehung.

Nimmt man nun einen Punkt R auf a an, so ist nach 6.2 der

enden von @a das erste Bild, Ist
er die a, a, b, b schneidenden
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p? SO ist das zweite Bild aller
Der Spurpunkt Y von y liegt auf
t der durch J) aus y hervorgehen-
den Geraden y, so erkennt man wegen der Projektion der Punkte F2,

0, 4, X aus R® nach f1

6.3 Die Bildgerade y = yb zu einem Erzeugendenpaar y, 5; von q)ab
enthidlt auf f1 den harmonischen Punkt YO zu O bzgl., ¥, ¥, der
Spurpunkte von y und y. Dabei sind Y und Y harmonisch bzgl. P
und Q.

Den Punkten einer Geraden h aus d% entsprechen zufolge 5.4
die Geradenpaare zweier Strahlbiischel g? ’ Hb mit einer gemeinsamen

Geraden durch F2.

6.4 Eine a und a schneidende Erzeugende e von.|@ hat als erstes
Bild die iangente an k im Spurpunkt B2 - genauer: das Strahl-
blischel £ als Bild der cxg e schneidenden Treffgeraden von
a und a, Das zweite Bild ist, da diese Treffgeradenschar von
§. in % liegt, ein Strahlbiischel E® auf dem Stranl [2%,7,].
Andererseits schneidet e die Geraden p und q. Die diesen Punk-
ten nach 6.1 entsprechenden zweiten Bilder miissen ebenfalls
dem zweiten Bildbiischel angehdren, Eb ist also der Schnitt-
punkt der Tangenten an k, in den zweiten Schnittpunkten 1, 2

von [E®,P], [E®,Q].mit k, (siehe Abb.12),

Wandert e auf ‘ba’ so folgt aus der Projektivitédt zwischen

den Punkten 1 und 2 auf k, da8 sich E° auf einem Kegelschnitt k)

bewegt, welcher ebenfalls ka und kb in P und Q beriihrt.

6.5 Das zweite Bild der a und a schneidenden Erzeugendenschar von
‘@a ist ein Kegelschnitt ks. Entsprechende Strahlbiischel von
ka und ka sind einander perspektiv zugeordnet. Analog findet
man einen Kegelschnitt kg als Ort der ersten Bildstrahlbiischel
der b und b schneidenden Erzeugenden f von (I)b.

6.6 Den Punkten einer allgemeinen Geraden g und der bzgl. J invo-
lutorischen Geraden g entsprechen in den Abbildungen als Er-
zeugnisse der Projektivitdten auf den Spurkegelschnitten k
und kb die Tangenten gweler k bzw, kb doppelt beriihrender Ke-
gelscinitte g bzw, g . Den Schnittpunkten von g mit @ ab ent-
sprechen zwel gemeinsame Tangenten von g und gb durch F2. Die
Schnittpunkte mit @ bilden 51ch im ersten Bild auf die Tan-
genten in den Beriihrpunkten von g mit ka’ die Schnittpunkte
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mit @b im zweliten Bild auf die gemeinsamen Tangenten von gb

und kb ab, Die Tangenten von ga und gb sind als Bilder je des-~
selben Punktes auf g einander projektiv zugeordnet. Dabei ent-
sprechen die Tangenten durch F, Jje sich selbst (siehe Abb.13).

Welche Geraden bilden sich auf gleiche erste und gleiche
zweite Bildkegelschnitte ab? Die durch g, a, a bzw., g, b, b bestimm-
ten Fladchen 2,0rdnung ¥a bzw., Xb haben zwei Erzeugende von @abﬁge—
mein, Daher schneiden sie sich in zwei weiteren Geraden g und g.

Das durch a, a und b, b als Paare reziproker Geraden bestimm-
te Strahlgewinde sei mit }Tn bezeichnet 23). Ja und ¥ enthalten je
eine Erzeugendenschgz aus ]tn. Also sind g und g bfgl. ?En reziprok.
Aber auch die zu g, g bzgl. reziproken Geraien g und g haben
gleiche Bildkegelschnitte, da sie den Geraden g und g durch J ent-
sprechen (siehe 2,3). Die sich durch Abbildung der Punkte von g und
g ergebenden ProjektivitétenAzwiscEen den Tangenten wvon ga und gb
sind gleich, Ebenso die von g und g,

Umgekehrt seien ga und gb der obigen Art mit gemeinsamen Tan-
genten durch F2 vorgegeben, Sie bestimmen je zwei Fléchen durch a,

a bzw, b, b. Entsprechend der Wahl der Urbilder der gemeinsamen Tan-
genten von ga und gb durch F2 schneidet jede Fliche durch a, a nur
eine Fl&che durch b, b nach Geradenj;also kdnnen nur vier Geraden,
eben g, 2, &, @, als Urbilder von g% und gb auftreten.

6.7 Durch die zwei Kegelschnitte ga und gb ist die Projektivitat
unter den Tangenten bis auf zwei Mdglichkeiten bestigmt. Die

eine entspricht dem Geradenpaar g, g, die zweite g, g.

Dies zeigt sich auch im Bild: Die gemeinsamen Tangenten durch
F, entsprechen sich selbst. Die Tangente an ga in einem Berihrpunkt
E” mit k, ist das erste Bild des Schnittpunktes (g,(@a). Dessen
zweites Bild ist nach 6.4 eine Tangente an gb durch den eindeutig
zugeordneten Punkt Eb auf kg. Hier nun ergeben sich zwei Mdglich-
keiten, die Projektivitat zwischen ga und gb festzulegen (siehe
Abb,13),

Ist ein Kegelschnitt ga als erstes Bild einer Geraden vorge-
geben, so ist das Urbild, daher auch das zweite Bild gb auf 001
Arten wihlbar, gb muf3 kb und auBerdem die zweil Tangenten aus F2 an
ga beriihren,

3) ist Ubereinstimmend mit 2.2 nach Bemerkung 5.5 zu i} invo-

orisch und (%},?fn) das Strahlnetz mit den Achsen p’und q.
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6.8 Ist die abzubildende Gerade eine Treffgerade t von a und a, so
besteht das erste Bild aus einer Geraden t2 oder, als Geraden-
mannigfaltigkeit aufgefaBt, aus zwei Biischeln mit Trigern T?,

= (t%,k,) (siehe Abb.14),

Das zweite Bild tb ist i.allg. ein Kegelschnitt, welcher vom
Bild der Schnittpunkte (t,a), (t,a), also nach 6.2 von den Geraden
[FZ,T?], [F2,Tg] beriihrt wird, In diesem Fall gibt es zum ersten
Bild nur ein Geradenpaar als Urbild, also nur ein zweites Bild, Da-
zu fehlt noch ein Bestimmungsstiick:

6,9 Die zwei b und © und t schneidenden Erzeugenden C4s Cp, VOR (i?b
haben ihre ersten Bilder auf k% (6.5). Umgekehrt ist t eine C1
und Cs schneidende Treffgerade an a und a; daher liegen die
ersten Bildpunkte C?, Cg von ¢y, C, auf ta, wodurch sie ein-
deutig bestimmt sind (siehe Abb.14). Ihre zweiten Bilder, wie-
der eindeutig nach 6,5, sind die Beriihrpunkte von tb mit kb.
tb ist also aus t° eindeutig konstruierbar,

Damit ist zugleich gezeigt:

6.10 Zu einer Bildgeraden t2 als erstes Bila eines Punktes ist das
zweite auf oo Arten als Tangente eines eindeutig bestimmten
Kegelschnittes tb wdhlbar,

Die Punkte einer Tangente von ga sind Bilder der Gewinde-
strahlen aus &% durch den entsprechenden Punkt von g, Welcher Ge-
windestrahl bildet sich auf den Beriihrpunkt mit ga ab?

r? und r? seien die Bilder zweier Punkte R und R1 von g. Die
Treffgeraden aus R bzw, R, an a und a seien t bzw. t; (siehe Abb.15).
a, r{ von g hat als Urbild die t
und t1 schneidenden Gewindestrahlen aus » darunter jenen Gewinde-
strahl h1 durch R1, der t schneidet. Wandert t1 nach t, so bleibt

h1 in der Ebene [g,t] wird also zum Gewindestrahl h durch R in die-

Der Schnittpunkt der Tangenten r

ser Ebene,

6.11 R sei ein Punkt von g, t. die Treffgerade an a und a, tb die

Treffgerade an b und b ais R, Der Hauptgewindestrahl h durch
R in der Ebene {g,t J bildet sich auf den Beriihrpunkt der Bild-
tangente r? mit g”, der Gewindestrahl hb durch R in der Ebene
[g, b] auf den Beriihrpunkt von rb mit g ab. ha ist unbe-
stinmt , wenn g selbst Hauptgewindestrahl oder eine Treffgera-

de von a und a ist.

Fiir welche Geraden g liegen diese Beriihrpunkte auf einer Ge-
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raden durch F2, d.h, sind ga und gb perspektiv aufeinander bezogen?

Die Bildpunkte zweier Gewindestrahlen liegen nur dann auf
derselben Geraden durch FZ’ wenn diese dasselbe Erzeugendenpaar von
4§ab schneiden, DaB zwei verschiedene Gewindestrahlen ha’ hb des
Bilischels durch R sich auf Punktepaare einer Geraden durch F2 abbil-
den, kann daher nur fiir Punkte von <§ab zutreffen, In allen nicht
auf (@ab gelegenen Punkten R kbnnen die Bilder wvon ha und hb nur
dann auf einer Geraden durch F2 liegen, wenn ha und hb zusammenfal-
len. Also miissen die Ebenen [g,ta], [g,tb] identisch sein. Damit
liegt g durch R in der Ebene der Treffgeraden ta’tb an a,a und b,b.
Diese sind Geraden aus dem Nebenkomplex atn’ Damit gehdrt das ganze
von ta und tb aufgespannte Biischel, also auch g dem Nebenkomplex an,
Tatsdchlich fallen fiir alle Geraden aus Tfn (soweit sie nicht auch
in ;5 liegen) in allen Punkten die Gewindestrahlen ha und hb zusam-
men, sodaB die Bedingung hinreicht.

6.12 Die Geraden g des Nebenkomplexes an bilden sich auf Kegel-
schnittpaare ga und gb ab, deren zugeordnete Tangenten in bzgl.,
F2 perspektiv liegenden Punkten beriihren.

Nach (N,6)2) werden die Bildgeradenpaare in -ﬂ_aus A und B
projiziert:

6,13 ka und kg, sowie kb und k% bestimmen durch ihre punktweise Zu-
ordnung eindeutig zwei Kegelschnitte & und P in K3 mit gemein-
samen Punkten P und Q in 1T. Nun wird gezeigt, daB es eine
Fliche {1 2,0rdnung gibt, die & und 3 enth&dlt, wobei der Tan-
gentialkegel an N aus A léngs &, der Tangentialkegel aus B
ldngs 5 beriihrt. Damit kann man dann ka und kb als scheinbare
und kg, k% als jewells zweite Bilder der wahren Umrigkurven

von {) bei der Abbildung aus A und B nach 1 auffassen,

Beweis: Angenommen, die Flécheﬁl.enthélttx, 3 und der Tan-
gentialkegel aus A beriihrt ldngs & : Damit ist SL eindeutig bestimmt.
Die Tangente r® an ka in einem bel
kann nun aufgefaBt werden als erst
(siehe Abb.16), Deren zweites Bild

en. Der scheibare zweite Umrip
r ka in P und Q und ferner rb
beriihrt, eindeutig als kb festgelegt; also hat tatsichlich der Tan-
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gentialkegel an () 1sngs B B als Spitze.
Die zwei Bilder ciner Erzeugenden von fl beriihren ka und kb
in Punkten einer Geraden durch Q oder P, Ein Vergleich mit 6.1 zeigt

6.14 Es entsprechen durch (N,6) den Punkten von p und q die zwei Er-
zeugendenscharen von [L (vergleciche 2,2),

Die Spur von fl in 'ﬂ-ist Ort der Schnittpunkte der Bildpaare
der Erzeugenden. Da die Bildpaare einander in einer perspektiven
Kollineation zwischen ka und kb mit P oder Q als Zentrum entspre-
chen, besteht die Spur aus den Achsen der Kollineationen, also aus
den Geraden [FQ,P] und [F2,Q].

6.15 () beriihrt die Ebene I in F,.

Zu einer Geraden t> als erstes Bild eines Punktes aus L3
sind nach 6.10 die zweiten Bilder als Tangenten eines eindeutig be-
stimmten Kegelschnittes tb auf ch Arten wihlbar, Dieser Kegel-
schnitt ist ebenso als zweites Bild des Schnittes der Ebene [A,ta]

mit fl aufzufassen.

6.16 Bzgl. 7J involutorischen Punktepaaren aus L3 entsprechen durch
(N.6) die Tangenten an fl in K3. Speziell sind den Punkten von
a und a die Tangenten aus A zugeordnet, Deren erste Bilder in
Trsind nédmlich nach 6,2 Punkte,

Den zwei Bildkegelschnitten ga, gb einer allgemeinen Geraden
g entsprechen auf Grund der zwei mdglichen projektiven Zuordnungen
der Tangenten zwei Regelflichen Xg'}'in.K3, die beide aus lauter
Tangenten von 11 bestehen. Da sich i,allg. keine Tangente als Punkt
abbildet, gehen die Regelflichen nicht durch A oder B. Ihre voll-
stédndigen scheinbaren Umrisse sind einfach zu zinlende Kegelschnit-
te; also sind § und 2’von zweitem Grad 24). Sie beruhren.flje léngs
einem Kegelschnitt.

Die Fléchen 2,Grades mit den Umrissen g
Flédchenschar, da sie die Kegel [A,ga:]und[},gb
gel haben entsprechend den Beriihrpunkten von g° mit ka und gb mit
kb insgesamt vier gemeinsame Tangentialebenen Eit Il . Deren Beriihr-
punkte miissen zugleich Beriihrpunkte von § und x'mitfl sein, da ¥’
(und analog ?’) {1 léngs einem Kegelschnitt beriihrt, es daher keine
auflerhalb dieses Kegelschnittes beriihrende gemeinsame Tangential~
ebenen von X’und.fl geben kann, Also ist die Beriihrebene von X und

’ gb bilden eine
beriihren, Diese Ke-

P ©

24) Dies folgt natiirlich auch aus 5.4 und 6,16 nach 2.1.
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%‘eindeutig; y und }'uberdecken die gleiche Flache 2.0rdnung.

6.17 Den Geradenpaaren g, g, sowie é, @ aus L3 (6.7) entsprechen
je die Lrzeugendenscharen einer ne.Kugel, wenn {} als absolu-
tes Gebilde einer ne, Geometrie aufgefaBt wird, Speziell erge-
ben die Geradenpaare aus j& nach 5.4 ne. Nullkugeln.

Die entsprechenden Berithrpunkte auf den Bildkegelschnitten
ga und gb von Geraden g aus Utn liegen nach 6,12 auf Geraden durch
F2. Die Tangentenpaare von ga und gb in zugeordneten Punkten sind
nun zugleich Bilder der Tangenten eines Kegelschnittes ) aus K3.
Da alle Tangenten auch (] beriiaren miissen, liegt ¥ auf 1.

6.18 Den Geradenpaaren (reziprok bzgl, %} oder involutorisch bzgl.
J) aus dem Nebenkomplex an entsprechen die Tangenten an die
ebenen Schnitte von (L , also Ebenen. Speziell sind nach 5.3
den a schneidenden srzeugendenpaaren von épab die Ebenen durch

[4,B] zugeordnet,
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Der Nebenkomplex Zfe einer e,GKT besteht nach 1,1 aus den
Treffgeraden des Hauptgewindestrahles u, Einem Ebenenbiindel mit dem
Tréger A aus K3 ist, falls A nicht auf dem absoluten Kegelschnitt
liegt, ein Strahlnetz Ol mit den Achsen a und u in L3 zugeordnet.
Dabei ist a das Bild von A, Wie im § 5 findet man, daB die beiden
Bildgeraden einer Ebene aus dem Biindel reziprok bzgl.i%, daher zu-
gleich bzgl. ¢E polar sind, wobeil ¢5‘durch die a und u schneiden-
den Hauptgewindestrahlen festgelegt ist. Ls kann somit als eindeu-
tige Abbildung der Netzgeradenpaare auf Blindelebenen wieder die
ECKHART-REHBOCK-Abbildung auf Geraden einer @a nicht beriihrenden
Ebene 1Té und darauffolgende Projektion wvon ﬂ; aus A verwendet
werden Die analoge Abbildung filhrt man fiir das Bild eines zweiten
Strahlbiindels mit Triger B, also fiir ein zweites Strahlnetz of mit
den Achsen b und u vermdge der Fléche @b und der Ebene 'lfb durch.
@a und @b missen einander ldngs u berihren und den gemeinsamen
Geraden der beiden Netze milssen gleiche Ebenen entsprechen,

7.1 Ist dies der Fall, so erh&dlt man wegen 5.4 und Satz 2 analog
zu 5.1 eine e,GKT.

Im Folgenden sei ﬂfeine gemeinsame Bildebene flir beide Teil-
abbildungen: Im Gegensatz zu (N,6) ist nicht méglich, daB bei direk-
ter Projektion von K, aus A und B nach Trden gemeinsamen Geraden
der beiden Netze (Ol und & je dieselben IEbenen durch [A,B] entspre-
chen: €4 und €5 seien die restlichen zwel gemeinsamen Erzeugenden
von @a und @b’ also zwel spezielle Geraden, die beiden Netzen an-
gehoren, Ihre Bilder in ‘H'sind Tangenten in deren Spurpunkten E1
und E2 an die Spurkegelschnitte ka und kb von @a und (I)b. ka und
kb beriihren einander im Spurpunkt U von u. Daher kénnen sie in ei-
ner Ebene Tr, die (ba und @b nicht berlihrt, in den restlichen zwei
gemeinsamen Punkten nicht auch gleiche Tangenten haben,

Es 1&48t sich jedoch eine zu (N.6') analoge e.GKT angeben: Die
a, b und u schneidenden Geraden bilden eine Erzeugendenschar einer
Flache ‘@ab zweiter Ordnung. Ihre Bildgeraden sind als Bild einer
allgemeinen Erzeugenden der zweiten Schar sufzufassen. Diese Schar
enthglt a, b, u, ist daher ganz in J% enthalten. Das Bild dieser Er-
zeugenden besteht nach 5.4 aus zwei projektiven Strahlbiischeln Oa
und Obt Da die Bilder von e, und e, in den Blischeln enthalten sein
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miissen, sind O, bzw. 0, die Pole zu [?1,E2] bzgl. k, bzw. ky (siehe
Abb,17).

y sei eine allgemeine Treffgerade von u, a und b, Ihre Bil-
der ya bzw, yb in [ erndlt man, indem man die Spurpunkte der y und
u schneidenden Erzeugenden von (I}a bzw, @b verbindet. Da {Pa und
<bt)einander lings u beriihren, liegen je zwei dieser vier Erzeugen-
den in einer Ebene durch u, Deren Spurpunkte liegen daher paarweise
auf Geraden durch U, Somit milissen die beiden Bilder ya und yb ei-
nander in einer perspektiven Kollineation P zwischen ka und kb mit
dem Zentrum U und der Achse [E1,E2] entsprechen, Die Biischel Oa’ Ob
sind perspektiv.

Setzt man diese Abbildung des Linienraumes analog zu (N,6')
mit einem allgemeinen Zweibildersystem in K3 zusammen, wobei Oa’ Ob
in ihrer Zuordnung als Kernstrahlbiischel aufgefaBit werden, so er-
h&lt man eine i,allg, eineindeutige Abbildung von Punkten aus L3
auf Geraden aus K3, wobel nach 5.4 den Punkten der Hauptgewinde-
strahlen die Geraden durch Punkte in K3 entsprechen, Nach Satz 2
erhdlt man also eine e,GKT.

(E.6): Voraussetzungen: a) @a’ (Pb in L3 seien zwei einander lings
der Geraden u beriihrende regulidre Fliachen 2.0rdnung mit €9
ey als restlichen gemeinsamen Erzeugenden, a aus (ba und b
aus '@b seien zwei zu u windschiefe, einander nicht schnei-
dende weitere Erzeugende,

) T sei eine @a und @b nicht beriihrende Ebene. k, und ky
in ]T seien die Spurkurven von @a, ®b’ E1 und E2 die Spur-
punkte von e, bzw. e,, 0, bzw. O, die Pole zu [31,E2] bzgl,
ka bzw. kb'

c) -"-sei ferner Bildebene eines allgemeinen Zweibildersy-
stems in K3 mit Oa’ Ob als Trdgern der Kernstrahlbiischel und
mit [E1,E2] als Perspektivitédtsachse.

1) Man bildet die Treffgeraden aus einem Punkt P aus L3 an

a und u durch @a’ an b und u durch ©b vermdge der ECKHART-
REHBOCK~Abbildung auf die Geraden pa und pb in 'ﬂ.ab.

2) pa und pb werden als Bilder einer Geraden p aus K3 im
Zweibildersystem c¢) aufgefaBt,

Ordnet man P aus L3 und p aus K3 einander zu, so erhdlt man
eine e.GKT,

Auch hier wird zus&tzlich gezeigt, wie den Punkten aus L3
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die Treffgeraden eines Kegelschnittes k entsprechen: Die Treffge-
raden ta’ tb aus einem Punkt P an a und u bzw. b und u liegen in
einer Ebene durch u., Die Erzeugenden von @a bzw, q’b durch die
Schnittpunkte (ta,a) bzw, (tb,b) liegen ebenfalls in dieser Ebene,
da sie u schneiden milssen, Deren Spurpunkte liegen daher auf einer
Geraden durch U, Sie sind ein Punktepaar der obigen perspektiven
Kollineation P , liegen daher auf entsprechenden Strahlen durch Oa
bzw. O, (siehe Abb.18). Somit enthalten in | die Bildgeraden p°
und pb des Punktes P ein entsprechendes Punktepaar auf ka bzw. kb
aus der Kollineation P .

7,2 Deutet man die Bildgeraden pa, pb als Bild einer Geraden p aus
K3’ so muB das Urbild p jenen Kegelschnitt in einem Punkt
schneiden, dessen Bilder ka und kb sind. Die Ebene dieses Ke-
gelschnittes ist durch die Kollineation P eindeutig festge-
legt.

Schneiden a und b einander, so erhdlt man analog zu 5.5 pro-
jektive Kernstrahlbiischel (in vereinigter Lage). Also muB als Kugel-
raumabbildung ein allgemeinstes Zweibildersystem verwendet werden,
unm eine e,GKT herzustellen.
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Die e.GXT (E.6) wurde durch die Abbildungen zweier Strahl-
netze des Linienraumes auf zwei Ebenenbiindel des Kugelraumes er-
zeugt, Die nun abzuleitende Transformation entsteht durch Zusammen-
setzung der Abbildungen von zwei Strahlnetzen aus L3 auf Punktfel-
der aus K3' Da der euklidische Kugelraum nicht zu sich selbst dual
ist, ist eine von (E,6) wesentlich verschiedene Transformation zu
erwarten,

Man kommt zu dieser e.GKT, wenn man nach der liber den P5 er-
kldrten Abbildung (£,1) der Geraden aus L3 auf Kugeln aus K3 zwel
lineare Strahlkongruenzen des Hauptgewindes d& transformiert. Dies
kann je in dreidimensionalen RHumen durchgefiihrt werden.

Um zu einer Geraden g aus L3 den Bildpunkt Go auf der Plik-
kerquadrik zu erhalten, bestimmt man nach Satz 1 die Bildpunkte in
einem Zweispurensystem, faBft diese auf als Bild eines Punktes Gé
aus einem vierdimensionalen Raum H4 und projiziert Gé stereogra-
phisch auf eine regulire Quadrik eines P5 unter Beachtung der im
oatz 1 beschriebenen Bedingungen.

Zu einer Geraden aus ﬁ} erhdlt man nach (E,1) den zugeord-
neten Punkt in K3, wenn man den Bildpunkt auf der Pliickerquadrik
aus dem Bildpunkt Uo der singuldren Geraden u nach K3 stereogra-
phisch projiziert.

Diese Abbildungen werden fiir ein Strahlnetz L mit den Ach-
sen a, Q durchgefiihrt: Die erste Spurebene -H- (nicht durch a oder
a ) sei bereits mit dem Ort der Bildpunkte in H4 identisch, 1Ta
wird nun innerhalb eines P3 stereographisch auf die Quadrik des P5
projiziert, wobei den Strahlbiischeln aus (1 Erzeugende der Bild-
flédche entsprechen milissen. Eine stereographische Riickprojektion aus
UO ergibt die Bildpunkte in K3. Sind die folgenden zwei Bedingungen
~rfiillt, so heben die beiden stereographischen Projektionen einan-
der auf oder sind mit einer Projektion von .ﬂ' auf die Bildebene &
von Ol identisch:

1) Die Gerade u gehdrt dem Strahlnetz Ol an; damit ist dem Netz (L
eine Ebeﬁe X inK3 zugeordnet.

2) Damit das Bild von u auch Zentrum der ersten stereographischen
Projektion ist, muB u in der Spurebene .W; liegen,

8,1 Zu den Geraden eines Strahlnetzes Ol mit den u schneidenden
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Achsen 2, 8@ erhdlt man bei vereinigter Lage von K3 und L3 die
Bildpunkte, wenn man ihre Spurpunkte in einer Ebene -Wa durch

u in eine Ebene ™ projiziert, wobei auch & = .Wé sein kann,

Un eine ¢.GKT zu erzeugen, bildet man auf dieselbe Weise ein
znweites solches Strahlnetz J@ mit den Achsen b, % tiber eine Spur-
ebene _ﬂ£ durch u auf eine Ebene f ab, 2, a, b, % sind paarweise
reziprok bzgl, des Hauptgewindes a% , NMilssen daher in hyperboloi-
dlscher Lage angenommen werden, u muB3 alle vier Geraden schneiden,
2, a, b, b seien paarweise windschief vorausgesetzt. ks ist nun
nicht moglich, TTa und _ﬂ£ zugleich als Bildebenen o ,13 in K3 auf-
zufassen, denn es milssen den gemeinsamen Geraden der beiden Netze
dieselben Bildpunkte auf (d,B) entsprechen. Die gemeinsamen Netzge~
raden, darunter u, bllden die erste Lrzeugendenschar einer Fliche
ébab 2.0rdnung. a, a, b, b sind Erzeugende der zweiten Schar, Die
Spurpunkte der ersten Schar in der £bene TT bzw, 1T durch u lie-
gen auf einer Erzeugenden X, bzw. Xy der zwelten Schar. X und Xy
sind zueinander windschief, Also wdre die Zusammensetzung der bei-
den Teilabbildungen widerspruchsvoll. Somit bleibt nur die Mdglich-
keit

(E,7): Voraussetzungen: a) a, 2, b, P seien paarweise windschiefe
Geraden aus L3 in hyperboloidischer Lage., Ihre Treffgeraden-
schar enthalte u, Die Spurpunkte dieser Schar in einer Ebene
Trdurch u, jedoch nicht durch eine der vier Geraden, seien
auf der Geraden x gelegen.

T sei ferner Bildebene eines allgemeinen Zweispurensy-
stems: Die beiden Spurebenen & und 8 (eventuell o = 1) wer-
den aus einem Punkt O nach Trlprojiziert. Bild wvon (d,ﬂ)
sel die Gerade x.

1) Ein Punkt P aus L3 wird durch zwei Netzprojektionen mit
den Achsen a, 3, sowie b, % auf ein Punktepaar Pa, Pb in T
abgebildet,

2) P2, PP werden als Bilder einer Geraden p aus Ky im Zwei-

spurensystem b) aufgefaBt,

Ordnet man P aus L3 und p aus K, einander zu, so erh&dlt man
eine e.GKT (siehe Abb,22 bei o = T[),%°)

L3 » A L]
Beweis: Den Punkten einer a, a, b, b schneidenden Geraden

)

Man h&dtte diese Konstruktion auch ohne irkldrung iiber den P5
mit Hilfe des Satzes 2 ableiten konnen,
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aus ‘@ab entspricht ein identisches Punktepaar auf x. Line allge-
meine Gerade g bildet sich auf projektiv zugeordnete Kegelschnitte
in T ab: Die Netzprojektion ga durch a, a ist ein Kegelschnitt
durch die Spurpunkte A, K von a, a. Analog geht gb durch B, %. Die
Schnittpunkte von g mit ¢ab bilden sich auf gemeinsame und sich
selbst entsprechende Punkte von ga und gb auf x ab, Deutet man die-
se Bilder in K3’ so erhidlt man eine ereugendenschar auf einer
Flache ¥ 2.0rdnung. ¥ enthédlt die Bilder von 4, A in o y, die Bil-~
der von B, % in B und den Punkt 0, O liegt auf der Erzeugenden, die
dem Spurpunkt von g in Trentspricht. Diese fiinf Punkte liegen in
der Ebene [O,u ] (siehe Abb,19). J enthdlt also einen von g unab-
hingigen Kegelschnitt k in dieser £bene, (E.7) bildet also Punkte
aus L3 auf Treffgeraden von k ab,

Umgekehrt entsprechen jeder Fléche ¥ 2,0rdnung durch k zwei

Spurkegelschnitte ga, gb der obigen Art, Die durch ga, a, 3, sowie

gb, b, % bestimmten Regelscharen schneiden einander langs zwei Ge-
raden g, g. Da diese Regelscharen in dem durch a, 3 und b, % als
r621proken Geraden bostlmmten Strahlgewinde %} liegen, sind g und

g bzgl. i% reziprok. g und g bilden sich also auf die 7wel Erzeu-
gendenscharen von ¥ ab, Dann und nur dann, wenn g und g zusammen-—
fallen, also in j% liegen, triagt ¥ nur eine Erzeugendenschar, ist
also ein Kegel 2.0rdnung durch k. Der Geraden g entspricht nur dann
ein Biischel von Treffgeraden in K3, wenn beide Bilder ga, gb in T
in Geradenpaare zerfallen, Es zeigt sich, daB dies auBer den Erzeu-
genden von @ab’ fiir welche die Abbildung singuldr ist, nur fir
Treffgeraden von u zutrifft.

Bemerkung 8,7: Punkten aus -ﬂ_entsprechen die inzidenten Geraden
durch O, Also kann man aus (E.7) die MULLERsche Abbildung (E.4)
ableiten.

Die cc? Geraden g dcs Gewindes 3% bilden sich in (E 7) durch

die erste Netzprojektion auf 003 Kegelschnitte durch A, 2 in T ab,
Ungekehrt sind sie durch einen Kegelschnitt bis auf Zweideutigkeit
festgelegt, Die durch g, a, a festgelegte Flache 2,0rdnung wird in
allen Punkten von g von der zugehtrigen Nullebene berihrt. Durch-
lauft daher g ein Biischel mit dem Tr#ger P, so werden alle entste-
henden Fl&achen in P von der Nullebene zu P beriihrt. Damit aber ist
léngs der Treffgeraden aus P an a, 2 die Beriihrkorrelation festge-
legt: Das Bild eines Biischels von Gew1ndestrahlen aus i} ist in I
ein Blisclhel von Kegelschnitten durch A, A mit einem gemeinsamen Li-
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nienelement, Man erhilt nun nach Satz 2 eine e,GKT, wenn man die
Kegelschnitte durch A, 2 in ﬂ-einzweideutig auf Punkte aus K3 ab-
bildet, wobel den Kegelschnitten mit gemeinsamem Linienelement die
Punkte einer Geraden entsprechen miissen. Sind A, ﬁ die absoluten
Kreispunkte, so wird dies durch die zyklographische Abbildung von
K, nach 1l erreicht. (In allen anderen Fidllen durch entsprechende

3

projektive Verallgemeinerung).

(E.8): Voraussetzung: a, a seien bzgl. des Strahlgewindes i} rezi-
proke Geraden aus L3, die eine Ebene -ﬂ-in den absoluten
Kreispunkten schneiden.

1) Geraden aus %} werden durch Netzprojektion aus a, 2 auf
Kreise in Trabgebildet.

2) Diese werden als emyklographische Bilder von Punktepaaren
aus K3 aufgefant.

Die sich ergebende Zuordnung ist bis aus Zweideutigkeit eine
e,GKT,

Durch Zusammensetzung mit der Darbouxschen Transformation
(D.3) erhdlt man daraus unmittelbar die ne,GKT

(N.7): Voraussetzung: p und q seien zwei bzgl. des Strahlgewindes
J% reziproke Geraden aus L3, die eine Ebene || in den abso-
luten Kreispunkten schneiden.

1) Geradenpaare aus x% werden durch Netzprojektion an p und
q auf Kreise in .ﬂ_abgebildet.

2) Diese werden stereographisch auf eine Kugel 1 aus K3
projiziert und die entstehende Kreisebene an Jl polarisiert.

Diese Zusammensetzung ist eine ne,GKT. (Ohne Polaritéat an
fl miite i%'als Nebenkomplex in L3 aufgefaBt werden.,)

Zu (N,7) gibt es folgenden zweiten Zugang: Man erhédlt nach
Satz 4 eine ne,GKT, wenn die bzgl, p und g involutorischen Geraden-
paare aus d% eineindeutig auf Punkte aus K3 abgebildet werden. Zweil
solche Geraden g, g bestimmen durch die sie schneidenden Gewinde-
strahlen eine Fl&che 2,0rdnung, die auch p und g enth&lt, Umgekehrt
gibt es auf jeder nichtzerfallenden Fléche 2.0rdnung durch p und
q in der zu p und q windschiefen Schar genau ein Geradenpaar des
Hauptgewindes j% . Schneidet ein Gewindestrahl p und q, so zerfiallt
die Fl&che 2.0rdnung in zwei Ebenen durch p und q; umgekehrt bestim-

men solche zwel Dbenen genau eine Gerade aus j% .
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Man erhsdlt also eine ne,GKT, wenn man die Fl&dchen 2,0rdnung
durch p und g ausnahmslos eineindeutig auf Punkte abbildet und dies
ist eben durch (N,7) mdglich.

Die Abbildung (N,7) hingt eng zusammen mit der von SCHUR [26]
und WEISS [38] genannten Abbildung:

(N.7') 1) Ein bzgl. p und q involutorisches Strahlenpaar g, g aus
dem Gewinde &% begtimmt durch die schneidenden Gewindestrah-
len eine Fléche )} 2,0rdnung durch p und q.
2) G aus K3 sei der Pol bzgl. ¥ zu einer vorgegebenen all-
gemeinen Lbene £ .

Die Zuordnung von g, £ aus L3 und G aus K3 ist eine ne,GKT,
Der analoge Fall einer e,GKT:

(E,9): 1) Die eine Gerade g aus dem Gewinde x% in Lz und den Gewin-
destrahl u schneidenden Gewindestrahlen bilden eine Fléche
¥ 2.0rdnung.
2) G aus K3 sei der Pol bzgl. ¥ zu einer vorgegebenen allge-
meinen Ebene ¢ .

Diese Zuordnung von g aus L3 und G aus K3 ist eine e,GKT,.

Beweis: In beiden Fdllen ist die Zuordnung zwischen den Ge-
raden bzw. Geradenpaaren aus &% liber die Fléchen ¥ auf Punkte aus
K3 eineind$utig. Den Gewindestrahlen eines Biischels entsprechen die
Pole zu oo Flidchen eines Bilschels, also Punkte einer Geraden, Nach
Satz 2 bzw, Satz 3 sind die Abbildungen Geraden-Kugel-Transformatio-
nen,

Bemerkung 8.8: Nach (E,1) und (N.1) erhdlt man Geraden-Kugel-Trans-
formationen, wenn auf der Pliickerqua

raden aus %%, also die Punkte einer

Punkt UOCM3 oder aus Ko auBerhalb M

ziert werden. Diese Abbildung ka

man die Punkte von M% aus der Ge

K3 projiziert. Dabei sei Ho der2

ebenen von O1 mit Punkten von M3 sind genau das Bild einer Erzeugen-
denschar der Fldchen Y 2.0rdnung aus (N,7')1) bzw. (E,9)1). Aus
(E.1) und (W,1) folgt iibrigens, daB allen Geraden dieser Erzeugenden-
schar konzentrische Kugeln entsprechen,

Die Abbildungen (E,8), (E,9), (N.7), (N,7') haben bei der
Transformation allgemeiner Geraden aus L3 den Nachteil, daB in L3
die Geraden des Hauptgewindes als Raumelement verwendet werden.
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(I) Die Ahnlichkeit der Konstruktionen (1.8) und (E.5), so-
wie (N,7) und (N,5) 188t eine Beziehung zwischen Netzprojektion und
der zur Abbildung auf orientierte Linienelemente erweiterten kine-
matischen Abbildung, also der kinematischen Elementabbildung ver-
muten:

Die Achsen einer doppelten Netzprojektion auf die Ebene Tr
seien die Paare konjugiert komplexer Erzeugenden durch die Neben-
scheitel eines einschaligen Drehhyperboloids mit dem Mittelpunkt M
in -ﬂhund der Drehachse a normal zu W. Die Lédnge der halben Neben-
achse seil k,

Die beiden Netzrisse Pl, Pr eines Raumpunktes P in der HGhe
z iiber || werden bekanntlich aus dem NormalriB P' von P nach T un-
ter dem Winkel ¢ gesehen, wobeil ctg“72 = z/k. Ferner haben Pl und
Pr von P' den gleichen Abstand; sie gehen also durch Drehung um P'
durch den Winkel % ineinander iiber (siehe Abb,20),.

Diese Drehung ist zugleich das Bild von P in der kinemati-
schen Abbildung nach 1T, wenn das absolute Gebilde der zugrundelie-
genden quasielliptischen Geometrie in den Lkbenen Tri bzgl, ﬂ.liegt.
Unterwirft man ein orientiertes Linienelement durch den Punkt M.=a'
dieser Drehung, so erhdlt man ein Element durch den Punkt Pk als
Bild des Raumpunktes P in der kinematischen LElementabbildung. Da Pl
und Pr symmetrisch bzgl.[P',M] liegen, geht bei der in Abb.20 ge-
wdghlten Bezeichnung Pk aus Pr durch eine zentrische Ahnlichkeit
bzgl. M im Verh#ltnis 1:2 hervor,

Satz 5: Der Punkt Pk jenes Linienelementes, auf welches ein Raum-
punkt P durch die kinematische Elementabbildung abgebildet
wird, ist zu einem UetzrifB Pr von P zentrisch dhnlich mit
dem Punkt M des Ursomas als Zentrum und dem Ahnlichkeits-
verhidltanis 1:2, Die Achsen dieser Netzprojektion sind zwei
konjugiert komplexe Erzeugende i1, i2 des absoluten Gebil-
des der quasielliptischen Geometrie, das der kinematischen
Abbildung zugrunde liegt. Das Netz der Treffgeraden von 11
und i2 ist rechtsgewunden und enthdlt die zur Bildebene
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normale Gerade a durch M als Hauptstrahl 26).

Bemerkung 9.9: Stellt man die orientierten Linienelemente in I durch
Pfeile konstanter Linge dar mit dem Punkt des Elementes als Anfangs-
punkt, so lieBe sich fiir die Pfeilspitze auf analoge Weise eine
Netzprojektion und zentrische Ahnlichkeit angeben; an die Stelle

von M tritt dabei die Spitze des Ursomas, Also ist die kinematische
Elementabbildung bis auf A?n}ichkeiten miﬁrzwei Netzprojektionen

LS

gleichwertig. o

Zu Satz 5 gibt es auch eine réumiiche Efklérung; dazu fol-
gende Definitionen: Rechtsnetz (oder rechtsgewundenes Netz) heiBt
ein elliptisches Strahlnetz, wenn die Netzgeraden zum Hauptstrahl
rechtsgewunden, d.h, zum Hauptstrahl als Achse von Rechtsschrau-
bungen die Tangenten an Schraublinien sind, Gehdren die Netzachsen
dem absoluten Gebilde einer quasielliptischen oder elliptischen Geo-
metrie an, so heifen die Netzgeraden links arallel (nach STUDY
linksparataktisch), die Achsen linksseitig. Sind diese Achsen die
Doppelgeraden einer zweiachsigen Kollineation, also einer quasiel-
liptischen oder elliptischen Schiebung, so nennt man auch die Schie-
bung linksseitig. Bei dieser bleiben alle rechtsseitigen Erzeugen-
den des absoluten Gebildes fest. Also erhdlt eine linksseitige
Schiebung die Rechtsparallelitét, oder nach STRUBECKER [28]:

9.1 Schiebungen erhalten Parataxien der anderen Art.

Als linker kinematischer Bildpunkt G1 einer Raumgeraden g
wird in 'ﬂ'der Spurpunkt der zu g in der zugrundeliegenden quasi-
elliptischen Geometrie linksparallelen Geraden durch den zu T nor-~
malen Fernpunkt V bezeichnet, Analog G¥, Enthilt die Gerade g den
zu || normalen Fernpunkt V, so fallen beide Bilder in den Spurpunkt
von g zusammen,

Unterwirft man eine Gerade durch V einer Rechtsschiebung,
so bleibt nach 9,1 der linke Bildpunkt fest, wdhrend das rechte
Bild in Treiner Drehung, vom linken Bild ausgehend, unterworfen
wird (zum Beweis siehe etwa [22]). Eine Drehung des linken Bild-
punktes Gl in den rechten G ist also kinematisches Bild einer
Rechtsschiebung der Geraden [Gl,V] nach g.

E@; Dieses Strahlnetz nennt STRUBECKER [33] "Grundnetz" der kine-
matischen Abbildung. Die direkte Beziehung zu den Spurpunkten
in T, also zur Netzprojektion, ist dort nicht ausgesprochen.
Dagegen hat STRUBECKER bei der kinematischen Abbildung auf die

Minimalebene [30], S 338, die Identitdt der Spurpunkte des dort
parabolischen Grundnetzes mit den Elementpunkten angegeben,
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Die Drehung, auf welche sich eiln Raumpunkt P abbildet, ist
Bild der Rechtsschiebung von V nach P (Symbol VP ). Unterwirft men
den fixen Punkt M in 1l dieser Drehung, so ist der entstehende
Punkt Pk das rechte kinematische B;}g jener Geraden ap» welche aus
a =[M,V] durch die Rechtsschiebung VP hervorgeht. ap ist zu a links-
parallel, gehort daher jenem Netz an, welches die linksseitigen, a
schneidenden absoluten Geraden i1 und 12 als Achsen hat,

Der linke Bildpunkt von ap ist M; Spurpunkt von ap ist der
Netzrifd Pr von P mit i1, i2 als Achsen, Der linke und rechte Bild-
punkt einer Geraden in der kinematischen Abbildung liegen bzgl. des

Spurpunktes symmetrisch, Daraus ergibt sich Satz 5.

(II) Wie schon im § 3 wegen der Ahnlichkeit der Abbildungen
(N,3) und (N.5) angedeutet wurde, ist es mdglich, die zur Element-
abbildung erweiterte STUDYsche Speerabbildung, also die sphé8rische
Elementabbildung, aus der kinematischen Elementabbildung, einer
stereographischen Projektion und einer einfachen kongruenten Trans-
formation zusammenzusetzen:

Gegeben sel eine nullteilige Kugel A mit der Mitte O und
dem Radius 1li. In der STUDYschen Speerabbildung ordnet man einer
orientierten Raumgeraden (="Speer") die bzgl. ® links- bzw, rechts-
parallelen orientierten Geraden durch O zu, Unter den Schnittpunkten
dieser Bildgeraden mit einer einteiligen Kugel mit dem Mittelpunkt
O und dem Radius r wihlt man jeweils jene aus, welche O bei einem
Durchlaufen des Bildspeeres im positiven Sinn zuerst erreicht. Da-
mit ergibt sich eine eineindeutige Abbildung der orientierten Raum-
geraden auf Punktepaare einer Kugel.f1.27)

Analog zur kinematischen Abbildung zeigt sich, daB den
orientierten Geraden durch einen Punkt P die Punktepaare einer Dre-
hung von {l mit [0,P] als Drehachse entsprechen. Diese Drehung ver-
wendet STRUBECKER [28], um nach Vorgabe eines Ursomas auf f) jedem
Raumpunkt P ein orientiertes Linienelement auf der Kugel, im wei-~
teren Sinne also eine orientierte Tangente der Kugel zuzuordnen,

opeeren durch O entsprechen in der Speerabbildung identi-
sche linke und rechte Bildpunkte auf 11 . Die Drehung, welche
fiir Speere durch einen Punkt P deren linke Bildpunkte in die rech-
ten Uberfilhrt, ist Bild der Rechtsschiebung von O nach P. Unter-
wirft man jene orientierte Gerade b durch 0, deren im obigen Sinn

2 ) Polaren Geraden bzgl. fL entsprechen gleiche links- und rechte-
parallele Geraden durch O, jedoch in anderer Orientierung.
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eindeutig zugeordneter Punkt auf {1 der Punkt N des Ursomas ist,
dieser Rechtsschiebung, so erh&lt man eine zu b linksparallele
orientierte Raumgerade bP' bP gehdrt einem Rechtsnctz an, dessen
Achsen die linksseitigen, b schneidenden Erzeugenden j1, j2 von
N sind.,

Der linke Bildpunkt des Speeres bP ist N; der rechte Bild-
punkt auf der zu bP rechtsparallelen orientierten Geraden durch O
ist der Punkt P3 des Bildelementes von P in der Abbildung (N.3).
Pu sei der Fernpunkt von bP’ also die Netzprojektion von P durch
j1, j2 in die Fernebene, Fernpunkten entsprechen in der STUDYschen

Abbildung Umwendungen. Daraus folgt

9,2 Der Punkt P3 des Bildelementes zu P in der Abbildung (N,3)
geht aus N, dem Punkt des Ursomas, durch eine Umwendung um die
Gerade [O,Pu] hervor, Dabei ist Pu der NetzriB des Punktes P
mit den linksseitigen, b =[Q,N] schneidenden Erzeugenden ,j1
und j2 als Achsen und der Fernebene als Bildebene.

Aus (N,5) und Satz 5 ergibt sich

9.3 Den Punkt Py des Bildelementes zu P durch (N.5) erh#ilt man
folgendermaBen: 1) P wird durch i,» i, nach P, in T proji-
ziert, 2) M an P, zu P, gespiegelt, 3) P, stereographisch auf
eine Kugel @ projiziert, Die noch auszufilhrende Polaritédt an
der Kugel ¢> dndert den Punkt des Bildelementes nicht, Sie be-
deutet eine Drehung jedes Elementes um 900. Diese so0ll von in-
nen gegen den Uhrzeigersinn erfolgen.

Um eine einfache Beziehung zwischen den Punkten P3 und P5

ableiten zu konnen, verlangt man zweckmiBig:

a) @ sei mit [1 identisch, also auch M = O,

b) Die Achsen j1, 32 gseien mit i1, 12 identisch, Dies erreicht man,
indem man [0,N]= b = a und den Radius von % 1i = ki wiahlt.

c) N sei zugleich das Zentrum der stereographischen Projektion von
T nach fL. w liege "unter" .

Die Geraden [N’PB] und[N,Pu] sind nach 9.2 zueinander nor-
mal und liegen in einer Ebene durch O (siehe Abb.21), Projiziert
man daher Pu aus N nach.!l, so erhdlt man den Gegenpunkt zu P3.

PE seil die Projektion wvon Pu aus N nach ﬂ.. In welcher Be-
ziehung stehen der Netzris Pr und das Bild Pﬁ des Netzrisses Pu ZU~
einander, wenn die Achsen der Netzprojektionen nach b) identisch
sind?



- 54 -
9, Netzprojektion, kinematische Abbildung, Speerabbildung

Durch die Netzprojektion werden die Ebenen T von Pr und die
Fernebene als Ort von Pu kollinear aufeinander bezogen, Die Fern-
gerade von -n.entspricht sich selbst. Die Projektivitdt auvf ihr
ist wegen der harmonischen Lage der zwei Ebenen bzgl., der Achsen
i1 und 12 eine Involution mit den absoluten Kreispunkten als Dop-
pelpunkten, Durch Projektion der Fernebene aus N nach T erhilt man
eine allgemeine Kollineation in T. 0 ist dritter Doppelpunkt. Dreht
man Pﬁ um 0 durch 900, und zwar von oben (siehe c¢)) gesehen im Uhr-
zeigersinn, so sind Pﬁ und Pr bzgl, O zentrisch &hnlich mit posi-
tivem Ahnlichkeitsverhdltnis, Wihlt man N in der Hoche k unter TT,
so 1st die gedrehte Lage von PE mit dem Punkt Pr identisch. Man er-
kennt dies, wenn man P auf jenem einschaligen Drehhyperboloid durch
i1 und 12 wahlt, dessen Meridianschnitt eine gleichseitige Hyperbel
ist.

Pk ist nach Satz 5 zentrisch dhnlich zu Pr bzgl. O im Ver-
h&ltnis 2:1, Py fallt mit der gedrehten lLage von Pﬁ zusammen, wenn
N in der Hohe 2k unter 11 liegt, Man wird daher fordern
d) r = 2k.

9.4 Unter den Bedingungen a...d) erhilt man P3 auf {1 aus P5, der
stereographischen Projektion von Pk’ durch eine Vierteldrehung
um die Achse a, von oben gesehen gegen den Uhrzeigersinn, und
dem Ubergang zu Gegenpunkten auf.fl.

Y sel der Winkel der Drehung, auf welche sich in der kine-
matischen Abbildung der Raumpunkt P abbildet; V ist der zu T nor-
male Fernpunkt; 11, 12 seien die Schnittpunkte der Geraden[VP] mit
den Fbenen %ki. Dann gilt ¥/2 = 1/2,1n(VPI,I,) °%), d.h. @ ist __
gleich der doppelten quasielliptischen Linge der Schiebstrecke VP,
Dabei soll fiir Punkte iiber || der zugehorige Winkel ®/2 kleiner als
90O sein, wenn inTlvon oben gesehen gegen den Uhrgeigersinn gemessen
wird (siehe Abb,20),

Dreht man das Ursoma Eo der kinematischen Elementabbildung
um M durch den Winkel ¢ , von oben gesehen gegen den Uhrzeigersinn,
und verschiebt dieses nach Pk parallel, so erhglt man das Bildele-
ment Ek zu P, Stereographische Projektion aus N nach,fl ergibt: Das
zu Eo gleichsinnig parallele Element im Gegenpunkt N zu N auf N
wird, von O aus gesehen im Uhrzeigersinn, um ¢ gedreht und dann

2 . .
) (VPI1I2)1st Symbol fiir das Doppelverhiltnis dieser vier Punkte,
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léngs einem GroBkreis von N nach E5 durch P5 verschoben 29).

Bei der Transformation 9.4 von P5 nach P3, also der Dre-
hung von fl, dem Ubergang zu Gegenpunkten und der Polaritidt an 0N
bleibt ¥ gleich, dndert jedoch den Drehsinn, E5 geht dabei in ein
Element EB durch P3 ilber. Das Ursoma wird in ein Element E1 durch
N transformiert, das ungleichsinnig parallel ist zu Eo auf Grund
des in 9.3 festgesetzten Drehsinnes der Polaritidt,

9.5 EB sel das Element, das aus dem Bildelement E5 des Punktes P
durch (N.5) gemidB 9.4 hervorgeht, EB erhdlt man aus dem zum
Ursoma der kinematischen Abbildung ungleichsinnig parallelen
Flement E1 durch N, indem E1 von O aus gesehen gegen den Uhr-
zeigersinn durch den Winkel ¢ gedreht und l&ngs einem GroB-
kreis durch P3 verschoben wird (siehe Abb,22).

E2 durch N sg} das Ursoma der sphirischen Elementaboildung.
e Rechtsschiebung 0P, deren Bild die Drehung von E2 in das_Eild-
elemggf E3 von P ist, wird zerlegt in die Rechtsschiebungen OPu
und PuP. Dabei ist Pu der Fernpunkt der zur orientierten Geraden
b linksparallelen orientierten GeradegapP durch P,

Das Bild dexr Rechtsschiebung OPu ist eine Umwendung von {1
ui [O,Pu], wodurch N in P3 libergeht. Das zugehtrige Linienelement
erhalt man, wenn man das zu E2 ungleichsinnig parallele Element
Anrch N ldngs einem GroBkreiE_Each P3 verschiebt.

Die Rechtsschiebung PuP bildet sich auf eine Drehung um die
Bahngerade von 0, also um die Rechtsparallele [O,P3] zZu bP ab, Die
Bahngerade bP von P schneidet die zwei zu || parallelen Erzeugenden
i1 unad 120 Die elliptische Lsnge der Schiebstrecke ist daher vom
Doppelverhdltnis der zu I parallelen IEbenen durch Pu’ P, sowie i1
und i2 abhéngig, Sie ist somit dem Betrag nach gleich dem halben
Drehwinkel %/2 der kinematischen Abbildung.

bP ist zu b linksparallel, ist daher wie b von SEfn nach
nnten orientiert, Rechtsparallel zu bP isz_gie im Sinn OP3 orien-
tierte Gerade[p,PB]. Die Rechtsschiebung P,P hat unter Beachtung
der Orientierung von bP und des Winkels ¢ (Abb.22) die Lange +472.

Die sphérische Elementabbildung hat folgende Eigenschaft
(siehe etwa [40]):

9.6 Erfolgt auf einer orientierten Geraden g eine Rechtsschiebung

29) Diese Schiebung ist eine Drehung von 0 mit dem GroBkreis durch

N und P5 als Bahnkurve,
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mit der im positiven Sinn gemessenen elliptischen Lénge v/2,
so bildet sie sich durch die sph&8rische Elementabbildung ab
auf eine Drehung durch den Winkel ¢ um die zu g rechtsparal-
lele orientierte Gerade 8. durch O, Dabei ergibt der Drehsinn

von Y mit der Orientierung wvon gy eine Linksschraubung.,

—>
Also bildet sich die LRechtsschiebung PuP ab auf eine Dre-

hung um [p,P3]durch den Winkel ¢ , die von innen in Py gegen den
Uhrzeigersinn erfolgt.

9.7 Das dem Punkt P in der Abbildung (N,3) entsprechende Linien-
element E3 ergibt sich aus dem zum Grundelement E2 ungleich-
sinnig parallelen Ilement in N durch Verschiebung léngs einem
GroBkreis nach P3 und eine Drehung um P3 durch den Winkel ¥,
die von innen gegen den Uhrzeigersinn erfolgt.

Verschiebung langs GroBkreis und Drehung um P3 sind ver-
tauschbar. Ein Vergleich mit 9,5 zeigt: Fordert man zusigtzlich
e) die Ursomen der kinematischen Elementabbildung und der sphiri-
schen Elementabbildung seien gleichsinnig parallel,
so sind bei Erfiillung der Bedingungen a....e) die Bilder E5 der
Abbildung (N,5) nach Drehung, Spiegelung an O und Polaritidt mit
den Bildern E; durch (N.3) identisch,

nach [ habe das Ursoma EO durch den Punkt O, Das absolute
Gebilde der zugehorigen quasielliptischen Geometrie liege
in den Ebenen fki bzgl. T.

(II) Die nullteilige Kugel 9 als absolutes Gebilde der
sphédrischen Elementabbildung habe den Mittelpunkt O und den
Radius ki. Das Ursoma Ez durch den Punkt N unter T 1liege
auf der Kugel {1 mit dem Radius 2k und der Mitte 0; die
Tangentialebene in N sei parallel zu TI; E, sei zu Ej
gleichsinnig parallel.

Die sphirische Elementabbildung (II), also die ne,GKT (N.3)
STRUBECKERS ist mit der Zusammensetzung aus

1) der kinematischen Elementabbildung (I) nach T,

2) der stereographischen Projektion von W nach {1 aus N,

3) der Polaritit an.fl, von innen als Drehung um 9Oo ge-
gen den Uhrzeigersinn definiert,
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also der ne.GKT (N.5), mit

4) einer Drehung von L um den zu T normalen Durchmesser
um 900, von oben gesehen gegen den Uhrzeigersinn, und

5) mit dem Ubergang zu Gegenpunkten auf Il identisch,

Fithrt man die Polaritdt nicht durch, so miiBte das Ursoma
E2 gegeniiber EO um 900, von oben gesehen gegen den Uhr-
zeigersinn, gedreht sein,
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Die im § 5 unter b) genannte zweite Mdglichkeit der Verall-
gemeinerung der MULLERschen GKT besteht darin, diese aus der Abbil-
dung von Ebenenbiindeln oder Punktfeldern des Linienraumes auf die
entsprechenden Gebilde im Kugelraum zusammenzusetzen:

(I) Nichteuklidischer Fall: Die ne,GKT zwischen Punkten
aus L3 und Tangenten der absoluten Fl&che 0 in K3 ist nach 2.1
zweieindeutig. Mit den Punkten einer allgemeinen Ebene T werden
zugleich jene der bzgl. 7 involutorischen Ebene T abgebildet., Die
Schnittgerade (T,T) = o geht durch U in sich iiber., Auf ihr bilden
durch J zugeordnete Punkte eine Involution mit den Punkten P und
Q auf den Achsen p, q der windschiefen Involution als Doppelpunkten,
Die Punktepaare von T und T konnen zugleich als Punktepaare auf
durch 7 szugeordneten Hauptgewindestrahlblischeln aufgefaBt werden;
daher entsprechen ihnen Tangenten, die eine feste Tangente t von
{l schneiden. Enthielte T die Gerade p oder q, so wdre t eine Er-
zeugende von {l . Fir diesen Fall geben SCHRODER [25] und BRACH [7]
die ne,GKT (N,2) an. Dieser Fall wird ausgeschlossen,

Die Zuordnung zwischen Punkten A aus T und den t schnei-
denden Tangenten a durch eine ne . GKT ist i.allg, eineindeutig. Nur
fiir Punkte auf o ist die Beziehung zweieindeutig. Andererseits geht
durch einen Punkt AO auf Il , der nicht in der Tangentialebene
durch t liegt, genau eine t schneidende Tangente,

10.1 Um eine i.allg. eineindeutige Abbildung von Punkten A aus T
auf die t schneidenden Tangenten a wvon fl zu erhalten, kann
man A stereographisch aus dem Berithrpunkt O von t nach {1 in
den Punkt Ao projizieren, AO sei der Berihrpunkt der zugeord-
neten Tangente a,

Zu beachten ist dabei:
a) o muB die singulédre Gerade der stereographischen Projektion sein.
Also ist o die Schnittgerade der Tangentialebene W mit T .
b) Den Spurpunkten P und Q von p und g in T miissen nach 2,2 die t
schneidenden Erzeugenden e und f auf ¢} entsprechen.

Bs zeigt sich nun, daB bei Brfiilllung der Bedingungen a)
und b) die Abbildung fiir Punkte von o tatsidchlich zweieindeutig ist:
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g seil eine von o verschiedene Gerade aus T durch den Punkt C auf
0. Stereographische Projektion von g ergibt einen Kegelschnitt 84
auf {1 durch 0. Die lings go.fl beriihrenden und t schneidenden Ge-
raden bilden eine Erzeugendenschar einer Fléche y 2.0rdnung, Aus
Stetigkeitsgriinden ist die Erzeugende c dieser Schar durch O dem
Punkt C nach 10,1 zuzuordnen, falls sie von der Wahl von g unab-
hianglig ist.

£l una ¥ beriihren einander
o denselben Pol, Zur Tangente C,
selbe Tangente Co konjugiert. Die
0 sind die Doppelgeraden der Involution der bzgl..(l konjugierten
Tangenten, Also ist der Spurpunkt T der konjugierten Tangente Cs
zum Spurpunkt C der Tangente Cy harmonisch bzgl. der Spurpunkte E
und P von e und f. Andererseits milissen t und die zweite Erzeugende
¢ von ¥ durch O bzgl. cq und c, harmonisch liegen,

10,2 Bild des bzgl. E und F harmonischen Punktepaares C, C auf o
ist die Tangente ¢ in O mit jenem Punkt auf o als Spurpunkt,
welcher zum Spurpunkt T von t bzgl, C und T harmonisch ist,
¢ ist somit von g unabhingig.

Die Abbildung 10,1 von Punkten aus T auf die t schneiden-
denden Tangenten ist also fiir Punkte von o zweieindeutig, Den Punk-
ten E und F entsprechen nach 10,2 die inzidenten Erzeugenden e und
f. Um die Bedingung b) zu erfiillen, miissen P und Q mit E und F
identisch gew#hlt werden.

Durch einen allgemeinen Punkt B aus K3 gehen zwei t schnei--
dende Tangenten., Diese sind die Schnittgeraden des Tangentialkegels
aus B mit der Ebene EB,t]. Die stereographischen Bilder B1, B2 der
Beriihrpunkte ergeben ein ungeordnetes Punktepaar auf einer Geraden
durch T, Die dazu involutorisch gelegenen Punkte in % seien §1, §2.
Sie liegen auf einer Geraden durch T, dem zu T bzgl, E, F = P, Q
harmonisch gelegenen Punkt auf o, Nun sind B die Geraden b =[ﬁ1{ﬁﬂ
und © =[§1,B2] zuzuordnen., b und b sind involutorisch bzgl, ) und
Geraden eines Strahlgewindes Dieses wird durch die Bilischel T
und T in den Bbenen T und T nach SYLVESTER erzeugt.

Punkten von [) entsprechen iiber zusammenfallende Punkte in
T die Treffgeraden an p und g, Punkten der Tangentialebene w in O
sind nach singuldrer Abbildung auf Punktepaare auf o aus Stetig-
keitsgrinden die Treffgewindestrahlen von o zuzuordnen. Die Bezie-~
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hung zwischen Punkten aus K3 und Gewindestrahlen aus L3 ist ein-
zweideutig, daher nach Satz 4 eine ne.GKT.

(N,8): Voraussetzungen: a) In KBSei'teine Tangente an eine regulére
Plache Sl 2,0rdnung im Punkt O, Die Tangentialebene in O
schneide eine allgemeine Ebene T 1ldngs der Geraden o, E, F
in T seien die Spurpunkte der Erzeugenden von Q) aurch o.
b) Die Ebene T sei Bildebene eines allgemeinsten Zweispu-
rensystems in L3 und zugleich erste Spurebene, Die zweite
Spurebene T sei ihr durch eine windschiefe Involution J mit
den Achsen p und q, also allgemein kollinear zugeordnet, Da-
bei sei (T,%) = o, (o,p) = E, (o0,q) = F.

1) Aus Punkten B aus K3 legt man die zwei t schneidenden Tan-
genten an fl und projiziert deren Beriihrpunkte aus O nach T,
2) Das so erhaltene ungeordnete Punktepaar in T kann als

Bild zweier Geraden b und b im obigen allgemeinsten Zwei-

spurensystem aufgefafBt werden.

Die Zuordnung zwischen B aus K3 und b und b aus L3 ist eine
ne,GKT,

Ein allgemeiner Punkt A aus L3 gemeinsam mit dem involuto-
rischen & bildet sich durch (N.8), als Ort inzidenter Gewindestrah-
len aufgefaBt, auf zwei Geraden 249 85 in ®* ab, die auf o ein bzgl.
E und P harmonisches Punktepaar C, C ausschneiden. Den Geraden aqs
a, entsprechen zwei )l veriihrende Flichen Oy d2 2.0rdnung, Gemein-
same Geraden von o und a2 sind die Tangente t, die dem Punktepaar
¢, C auf o nach 10.2 entsprechende Gerade c und die Tangente, die
dem Schnittpunkt (a1,a2) entspricht. Letzere berihrt fl im stereo-
graphischen Bild A  von (a1,25). (a1,a2) ist die Netzprojektion
des Punktes A durch p und g nach T . Die vierte gemeinsame Erzeugen-
de a von &, und d2 ist das Bild von A, Sie bertihrt [l in Ao und
schneidet die Tangente c. Daraus ergibt sich als Verallgemeinerung
von 10,1 folgende vereinfachte Zuordnung zwischen allgemeinen Tan-
genten a an {) und Punktepaaren 4, L aus L

10,3 1) Die stereographische Projektion des Beriihrpunktes von a
mit {L nach T ist zugleich die Netzprojektion von A, X an
p und q,
2) Das dem Schnittpunkt mit der Tangentialebene @ in O nach
10,2 zugeordnete Punktepaar auf o ist zugleich Schnittpunkt
der Ebenender Hauptgewindestrahlen durch A, A mit o.
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Bemer 10,10: Bildet man mit Hilfe dieser Abbildung die Punkte
aus K3 ab, so ist Punkt 2 der Abbildungsvorschrift 10.3 entbehrlich.
Diese Konstruktion deckt sich mit (N.7).

Man konnte nun noch weiter zeigen, wie den aus Tangenten be-
stehenden Regelscharen die Punktepaare von Geradenpaaren in L3 ent-
sprechen 3O). Beachtet man weiters, daB ein t schneidendes Erzeu-
gendenpaar eine £l veriihrende Regelschar Y eindeutig bestimmt, wenn
man die zweite mdgliche Regelschar durch t ausschlieBft, so 1&B%
sich die Abbildungsvorschrift (N.8) allgemeiner formulieren:

(N,8') Voraussetzungen a), b) aus (N,.8),

1) Ist ¥ eine 1 veriihrende Erzeugendenschar, also eine
orientierte ne.Kugel, so werden die zwei Beriihrpunkte der
t schneidenden Erzeugenden von ¥ aus 0 nach T zu G1’ G2
projiziert.

2) Dieses ungeordnete Punktepaar kann als Bild zweier Ge-
raden g, g im allgemeinsten Zweispurensystem b) aufgefaBt

werden,

(II) Euklidischer Fall: Den Punkten einer Ebene M, aus Lg
entsprechen im Sonderfall, wolx1 die Achse u des Nebenkomplexes
enthédlt, die Minimalgeraden eines Biindels, Diese Zuordnung fiihrt
auf die MULLERsche Abbildung. Den Punkten einer allgemeinen Ebene
entsprechen nach 1,1 i.allg. eineindeutig die eine Minimalgerade
m. auBerhalb des absoluten Kegelschnittes schneidenden oder mit my
in gemeinsamer Minimalebene liegenden Minimalgeraden. Eine Bezie-
hung dieser Art kénnte man herstellen, wenn man durch Punkte von
M die m, sch?eidenden Minimalgeraden aufsuchte. Dabei entsprichen
jedoch den oo Minimalgeraden durch einen Punkt von m, nicht die
Punkte einer Geraden in,¢1.

Sind die Minimalgeraden C-Geraden bzgl.,&1, 50 kann man die-
se notwendige Bedingung erfiillen, wenn die Ebene/u,1 einer Inversion
mit dem Spurpunkt M1 von m, als Zentrum unterworfen wird, Einem
PunktPp AUS M ordnet man nun die m, schneidende C-Gerade durch den
inversen Punkt P' zu. Dadurch entsprechen
1) allen Punkten einer Geraden durch M1 parallele C-Geraden,

30) Speziell entsprechen Ebenen aus Ké die Geraden des Nebenkomple
r

xes P, . Dieser wird durch die "vérschrinkten" Strahlbiischel
T inT", T in T erzeugt.
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2) den Punkten der Ferngeraden von M1 die C-Geraden durch M1,
3) dem Punkt M1 singuldr die in der Fernebene liegenden m, schnei~
denden Geraden,
4) Fir Punkte der isotropen Geraden durch M1 in,;.1 egrhdlt man, Ste-
tigkeit vorausgesetzt, folgende Abbildung: I, I seien die absoluten
Kreispunkte wvon o e Ein Punkt P von [M1,I] habe bzgl, des Inver-
sionskreises die Polare p, p und die absolute Tangente in I bestim-
men eine zu,&1 normale Ebene. P entspricht nun die mq schneidende
C-Gerade dieser Lbene.

Die analoge Abbildung kenn nun filir Punkte einer zweiten Ebene
p? und die oo schneidenden C-Geraden durchgefilhrt werden. Um Wider-
spruchsfreiheit zu erhalten, miissen den Punkten der Schnittgeraden
8 von fb und,;z je die gleichen my und m, schneidenden C-Geraden
zugeordnet werden, Dabei zeigt sich, daB dies nur erreichbar ist,
Wenn/L1 und/AZ zusdtzlich einer Kollineation unterworfen werden:
bg seil die IKbene f" den Ebenen M1 und Mo je kollinear zugeordnet
(eventuell,&:};1). Die Spurpunkte von My MW, in ,h seien nun mit
M1, M2 bezeichnet:

Alle Treff-C-Geraden von m, und m, liegen auf einer C-Kugel
)%2. Unterwirft man deren Spurkurve 845 in ’L durch M1 und M2 den
beiden Inversionen, so erhdlt man projektiv zugeordnete Geraden s
und 52, Werden e und ,u.z derart auf IU- abgebildet, daf Punkten der
Schnittgeraden s = <Fﬂ’ﬂﬁ) Paare derselben Projektivitédt zwischen
s1 und s2 entsprechen, so ist eine e,GKT hergestellt.

Beweis: Einem Punkt P aus K3 entsprechen iiber die my bzw.
m, gschneidenden C-~Geraden zwei Bilder in }L, die als Spurpunkte
eine Gerade festlegen, Die Punkte einer C-Geraden g bilden sich
iiber eine Kugel X% durch g und m,
projektiv zugeordnete Geraden g ,
Bilder des endlichen Schnittpunkt
(g1,s1) und (gz,sg) einander in d
und auch g, g2 entsprechen, Damit erhdlt man als Spurkurven in}L1
bzw.f&2 zwel einander auf s schneidende perspektive Geraden, die
somit einen Punkt in L3 festlegen, Nach Satz 2 ist die Transfor-
mation eine e,GKT,

Analog zu (N,8') 148t sich die Konstruktionsvorschrift ver-
allgemeinern:

(E.10): Voraussetzungen: a) my, M, in K3 seien zwei windschiefe
oder einander schneidende C-Geraden bzgl, der Ebene,&.
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Ihre Spurpunkte in M seien M1 bzw. M2' S1o sei die Spur-
kurve der C-Kugel durch m, und .

b) j1 und '32 seien zwei Inversionen mit Zentren M, bzw. M2‘.2
Invers zu 840 seien die projektiv zugeordneten Geraden s ,s .
c) f‘ sei zugleich Bildebene eines allgemeinsten Zweispuren-
systems in L3. Die zwei Spurebenen.ﬂﬂ,‘p? seien derart kol-
lipear auf M abg$bil%et, daB der Schnittgeraden s = (pﬂ,p?)
das Geradenpaar s , s in derselben projektiven Zuordnung

wie in b) entspricht.

1) Eine LErzeugendenschar 5‘einer C-Kugel (auch C-Nullkugel
oder Ebene) in K wird durch die Spurpunkte der m, bzw. m,

schneidenden EZrzeugenden auf ein geordnetes Punktepaar G%,

Gé in M abgebildet,

2) Gi wird der Inversion 211, G5 der Inversion ‘32 unterwor-
fen,

3) Das entstehende Punktepaar G1, G2 ist als Bild einer Ge-

raden g im allgemeinsten Zweispurensystem c¢) aufzufassen.

Die Beziehung zwischen J° aus K3 und g aus L3 ist eine
e,GKT, Die Achse u des Nebenkomplexes aus L3 ist durch das
Punktepaar M1, M2 festgelegt.

Bemerkung 10.11: Gehen beide Inversionskreise durch einen gemein-
samen Punkt auf 8409 SO sind s1 und s2 perspektiv aufeinander be--
zogen, Damit konnen als Transformationen von bzw.l.k.2 nach M
Projektionen aus verschiedenen Punkten O1 bzw, O2 verwendet werden,
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Zuwusammenfassung

Als LIEsche Geraden-Kugel-Transformationen werden jene Be-
rithrtransformationen bezeichnet, welche die Geraden des "Linien-
raumes" auf die orientierten euklidischen oder nichteuklidischen
Kugeln des "Kugelraumes" abbilden, Dadurch sind die Liniengeometrie
und die euklidische oder nichteuklidische Kugelgeometrie einander
zugeordnet: Es entsprechen z,B. den dualistischen Transformationen
im Linienraum, welche lineare Strahlkomplexe festlassen, die
MOBIUS~ oder LAGUERREtransformationen, Bei der Transformation von
Pldchen gehen Schmiegstreifen in Kriimmungsstreifen iiber. Regel-
fldchen bilden sich auf Kanalflidchen ab, speziell Fléchen 2,0rdnung
auf DUPINsche Zykliden.

Die vorliegende Arbeit befallt sich mit der Frage, wie diese
Transformationen durch Zusammensetzung von Abbildungsmethoden der
Darstellenden Geometrie erzeugbar sind und welche Beziehungen
zwischen den einzelnen Abbildungsmethoden sich daraus ergeben, Auf
Grund dieser Aufgabenstellung wird eine synthetische Behandlung
vorgezogen, (Analytische Darstellungen der Geraden-Kugel-Transfor-
mationen findet man z.B, in Arbeiten von H.BECK oder L,A,WEISS).
Ausgangspunkt sind die folgenden, im euklidischen Fall auch aus-
filhrlich begriindeten Definitionen der Geraden-Kugel-Transformatio-
nen:

IIine euklidische Geraden-Kugel-Transformation wird erzeugt,
wenn Geraden eines Strahlgewindes i.allg, eineindeutig auf Punkte
des Kugelraumes abgebildet werden, wobei den Gewindestrahlen durch
einen Punkt die Punkte einer Geraden entsprechen und diese Geraden
die Treffgeraden eines Kegelschnittes sind. Diese werden als Mini-
malgeraden bezeichnet; der euklidische Kugelraum ist also komplex-
projektiv verallgemeinert, Diese Art der Beziehung zwischen Strahl-
gewinde und Minimalgeradenkomplex wird nach LIE "L-polar" genannt,

Im § 4 wird synthetisch gezeigt, daB eine eineindeutige
L-polare Abbildung eines Strahlgewindes immer suf den Treffgeraden-
komplex eines Kegelschnittes fiihrt und umgekehrt, Dieser Satz in
etwas anderer Formulierung ist von LIE mit Hilfe der Theorie par-
tieller Differentialgleichungen bewiesen worden,



Eine nichteuklidische Geraden-Kugel-Transformation entsteht
aus einer zweleindeutigen L-polaren Beziehung zwischen den Geraden
eines Strahlgewindes und dem Tangentenkomplex einer regulédren
Flache 2,0rdnung, also dem Komplex der isotropen Geraden einer
elliptischen oder hyperbolischen Raumgeometrie. Je zwel Geraden
des Linienraumes, die einander in einer windschiefen Involution
entsprechen, bilden sich dabei auf denselben Punkt des Kugelraumes
ab,

Auch fiir die nichteuklidische Geraden-Kugel-Transformation
gelten Sdtze, aus welchen hervorgeht, daB in der obigen Definition
Voraussetzungen weggelassen werden konnen: Eine zweileindeutige
L=polare Abbildung eines Strahlgewindes ergibt immer den Tangenten-
komplex einer regulédren Flidche 2,0rdnung und umgekehrt. Dieser Satz
kann auch nnch verschidrft werden: Jede ausnahmslos gzweleindeutige
Abbildung der Geraden eines Strahlgewindes auf Punkte oder von
Punkten auf Tangenten einer reguldren Flidche 2.0rdnung ist eine
nichteuklidische Geraden-Kugel-Transformation.

In den ersten beiden Paragraphen sind die wichtigsten der
bisher bekannten Moglichkeiten, Geraden-Kugel-Transformationen aus
bekannten Abbildungsmethoden zusammenzusetzen, gesammelt und be-
sprochen. Beim Aufsuchen nener Mtglichkeiten wird folgendermaRBen
vorgegangen:

Man untersucht auf Grund der Eigenschaften der Geraden-Ku-
gel-Transformationen, wie Ebenenbiindel oder Punktfelder a) aus dem
Kugelraum, b) aus dem Linienraum abgebildet werden. Nun wird ver-
sucht, diese Teilabbildungen aus Abbildungsmethoden der Darstellen-
den Geometrie zusammenzusetzen, Dies wird fiir zwei Punktfelder oder
Ebenenbiindel durchgefithrt, Nun werden allgemeine Geraden abgebildet,
indem man sie mit den Punktfeldern schneidet oder mit den 3Biindel-
trigern verbindet und die in den Teilabbildungen entsprechenden
Gebilde aufsucht., Mit Hilfe der allgemeinen Sdtze des § 4 1&Bt sich
dann zeigen, unter welchenr Bedingungen dadurch eine Geraden-Kugel-
Transformation erzeugt wird,

Bei spezieller Wahl der Ebenenbiindel oder Punktfelder er-
gibt sich aus a) und auch aus b) die LIEBMANNsche euklidische Ge-
raden-Kugel-Transformation (E.3) bzw, dual die MULLERsche Abbil-
dung (E.4) als Zusammensetzung eines Zweispurensystems mit einem



allgemeinen Zweibildersystem. Die neu gefundenen Abbildungsmog-
lichkeiten sind somit als Verallgemeinerungen der MULLERschen Ab-
bildung anzusehen,

Beispiele zum Typ a) sind die euklidische Geraden-Kugel-
Transformation (E.6) und die nichteuklidische (N,6): Zwei nicht-
parabolische Strahlnetze im Linienraum (im euklidischen PFall haben
sie eine Netzachse gemein) werden durch die ECKHART-REHBOCK-Abbil-
dung auf Geraden einer Ebene abgebildet. Da je eine Netzgerade
durch einen vorgegebenen Raumpunkt geht, entspricht diesem ein Ge-
radenpaar in der Bildebene. Dieses wird als Bild einer Geraden in
einem allgemeinen Zweibildersystem aufgefallit, wodurch sich unter
bestimmten Bedingungen eine Geraden-Kugel-Transformation ergibt.
(Zusdtzlich wird in dieser Zusammensetzung aus den Eigenschaften
der Teilabbildung abgeleitet, daB als Bildgeraden im Kugelraum tat-
séchlich isotrope Geraden erhalten werden).

Eine weitere Moglichkeit stellt die euklidische Geraden-
Kugel-Transformation (E,7) dar, die sich aus zwei Netzprojektionen
des Linienraumes und einem Zweispurensystem im Kugelraum zusammen-
setzt, Ahnlich dazu ist die nichteuklidische Transformation (N,7):
Gewindestrahlen werden durch Netzprojektion auf Kegelschnitte einer
Ebene abgebildet; diese werden durch geeignete stereographische
Projektion auf eine Flidche 2,0rdnung projiziert und die sich er-
gebenden Kegelschnittsebenen polarisiert.

Ein Beispiel fiir eine Abbildung des Typs b) ist die nicht-
euklidische Geraden-Kugel-Transformation (N,.8): Aus dem Komplex
der Tangenten an die absolute Fléche wird eine Tangente t heraus-
gegriffen. Eine Tangentenschar, als orientierte nichteuklidische
Kugel aufzufassen, enthdlt zwei t schneidende Erzeugende. Deren Be-
rilhrpunkte werden stereographisch in eine Ebene projiziert und als
Bilder einer Geraden in einem Zweispurensystem des Linienraumes ge-
deutet. Die euklidische Transformation (E.8) zeichnet zwei Mini-
malgeraden m, und m, aus. Eine Schar von Minimalgeraden enth&dlt
zwel m, oder m, schneidende Geraden, Deren Spurpunkte in einer
Ebene werden projektiven Inversionen unterworfen und dann ebenfalls
als Bilder einer Geraden in einem Zweispurensystem aufgefaBt.

Neben der Auffindung neuer Zusammensetzungen werden in dieser
Arbeit auch Querverbindungen zwischen einzelnen Abbildungen herge-
stellt, Bilden nédmlich beispielsweise zwel euklidische oder zwei



nichteuklidische Geraden-Kugel-Transformationen Punkte des Kugel-
raumes auf Geraden im Linienraum ab, so besteht zwischen den Bild-
geraden desselben Raumpunktes eine dualistische Transformation.

Die von mir als (N,5) bezeichnete Konstruktion einer nicht-
euklidischen Geraden-Kugel-Transformation ergibt sich unmittelbar
aus einer bekannten euklidischen Geraden-Kugel-Transformation
(BLASCHKE, STRUBECKER): In der kinematischen Abbildung entsprechen
Raumpunkten Drehungen in der Ebene., Unterwirft man ein festes orien-
tiertes Linienelement diesen Drehungen, so fithrt dies auf eine ein-
eindeutige Abbildung der Raumpunkte auf orientierte Linienelemente
der Ebene, Diese Abbildung wird von mir kurz "kinematische Element-
abbildung" genannt. Dabeil entsprechen den Geraden eines Gewindes
Zykel, Stereographische Projektion dieser Zykel auf eine Kugel und
Polaritat ergibt (N,5). Die Kugelraumabbildung von (N,5) stimmt
mit jener von (N,7) iiberein. Also muB eine Beziehung zwischen den
beiden Linienraumabbildungen bestehen., Es zeigt sich, daB der Punkt
des Bildelementes, welches einem Raumpunkt in der kinematischen
Elementabbildung entspricht, zu einer Netzprojektion desselben
Raumpunktos zentrisch &dhnlich ist,

Eine weitere Beziehung ergibt sich aus der mit (N,3) bezeich-
neten Abbildung (STRUBECKER): Orientierten Raumgeraden entsprechen
in der STUDYschen Speerabbildung Punkte einer Kugel, den Geraden
durch einen Punkt die Punktepaare einer Drehung. Ein festes orien-
tiertes Linienelement dieser Kugel wird durch die Drehung zum Bild-
element des Raumpunktes in dieser von mir "sph&rische Elementab-
bildung" genannten Zuordnung. Dieses Bildelement bestimmt unmittel-
bar eine orientierte Tangente, wodurch die nichteuklidische Gera-
den-Kugel~Transformation (N,3) hergestellt ist. Die Ahnlichkeit
der Bildelemente in dieser Abbildung mit jenen aus (N.5) 18Bt eine
Beziehung zwischen (N.3) und (N.5) erwarten. Es zeigt sich, daB
die sphérische Elementabbildung aus der kinematischen Elementab-
bildung, einer stereographischen Projektion und einer Bewegung der
Kugel aufgebaut werden kann,

Eine dritte Querverbindung ergibt sich aus (E.1)und der
MULLER-Abbildung (E.4): Man erhilt die euklidische Geraden-Kugel-
Transformation (E,1), indem man von Geraden eines Strahlgewindes
in der durch PLUCKERsche Linienkoordinaten vermittelten Zuordnung
auf Punkte der PLUCKERquadrik i{ibergeht und die entstehende Teil-



quadrik stereographisch auf den Kugelraum projiziert, Stellt man
andererseits den Ubergang vom Linienraum auf den Kugelraum durch
(E.4) her, so muB als Zusammensetzung ein synthetischer Ubergang
von Geraden des Linienraumes auf Punkte der PLUCKLERquadrik her-
stellbar sein.

Es ergibt sich: Die Bilder von Raumgeraden in einem Zwei-
spurensystem des Linienraumes werden als Bilder von Punkten eines
vierdimensionalen Raumes in einem linearen Zweibildersystem mit
zwei Geraden als Zentren aufgefaBt. AnschlieBende stereographische
Projektion auf eine reguldre Quadrik eines fiinfdimensionalen Raumes

ergibt die eineindeutige Beziehung.

H, Stachel



Zusammenfassung

In meiner Dissertation "Die beiden Lieschen Geraden - Kugel -
Transformationen in synthetischer Behandlung” werden die von Sophus Lie
im Jahre 1870 entdeckten Beriihrtransformationen behandelt, durch
welche die Geraden eines Raumes auf die orientierten euklidischen oder
nichteuklidischen Kugeln eines zweiten Raumes abgebildet werden, Dabei
geht es um die Frage, wie diese aus Abbildungsmethoden der Darstellenden
Geometrie zusammensetzbar sind.

In den ersten beiden Abschnitten werden die wichtigsten der bisher
bekannten Moglichkeiten angefiihrt, darunter die von E. Miiller gefundene
Herstellung einer euklidischen Geraden-Kugel-Transformation aus einer
Zweispurenabbildung und einem allgemeinen linearen Zweibildersystem.
Ferner werden am Beginn die im Laufe der Arbeit bendtigten Eigenschaften
der euklidischen und nichteuklidischen Geraden-Kugel-Transformationen
zusammengestellt,

Die Geraden-Kugel-Transformationen sind aus speziellen (von mir
“L-polar" genannten) Abbildungen zwischen Geradenkomplexen aufzubauen,
Im § 4 wird gezeigt, da3 aus den dafiir bisher verwendeten Bedingungen
einzelne weggelassen werden kénnen. Dies wird beim Aufsuchen neuer
Konstruktionsmdglichkeiten verwendet. So ergibt sich unter anderem:

Die euklidische und die nichteuklidische Geraden-Kugel-Transformation
sind aus Eckhart-Rehbock-Abbildungen zweier Strahlnetze und einem
allgemeinen linearen Zweibildersystem zusammensetzbar. Die euklidische
Geraden-Kugel-Transformation kann als Zusammensetzung von Netz-
projektionen und einer Zweispurenabbildung hergestellt werden, Eine
nichteuklidische Geraden-Kugel-Transformation ist erzeugbar, wenn man
eine Netzprojektion und eine stereographische Projektion zusammensetzt.

Zus#tzlich werden Querverbindungen zwischen einzelnen Konstruktionen
hergestellt. Daraus ergibt sich im § 3 ein aus einem Zweispurensystem
und Projektionen zusammengesetzter Ubergang von Geraden eines Raumes
auf Punkte einer reguliren Quadrik eines fiinfdimensionalen Raumes,
Weitere Querverbindungen lassen Beziehungen zwischen kinematischer
Abbildung und Netzprojektion, sowie zwischen einer Zusammensetzung
aus kinematischer Abbildung und stereographischer Projektion und der
Studyschen Speerabbildung vermuten. Dies wird im § 9 gezeigt.
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