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EINLEITUNG

In der Gangebene E 1liege die Trochoide kq; sie sei er-
zeugbar als Punktbahn beim Abrollen eines Kreises p (Mitte M;
Radius r) auf dem Kreis p' (M'; r') q); der k, beschreibende
Punkt A habe von der Rollkreismitte M den Abstand h (kurz:

k, =[r', v 35 h] ). Nun soll der in E liegende und mit k.,
konzentrische Kreis P (M'; R) auf dem Kreis P' (0O ; R')

der Rastebene E' abrollen (siehe Abb.1). Diese Bewegung von

E gegeniiber E' werde mit Bq bezeichnet (kurz: Bq = [R', R]).
Ferner sollen sich die Polkreisradien bei der Erzeugung von k,l

El

A~ \/

Lbb. 1

1) Fir die Vorzeichen der Polkreisradien wird wie iiblich ver-
einbart: Wenn die Kreise auf derselben Seite der Polbahntan-

gente liegen, sind die Vorzeichen gleich, ansonsten verschie-
den.
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bzw. bei Bq wie ganze Zahlen verhalten:

1 . _ . ! . — a -
(1) " :r = n,o:on, R' ¢+ R =N : N,I :

(no,n,l) = (NO,N,]) =1 .

Damit wird erreicht, dal Bq ein geschlossener Bewegungsvor-

gang ist und k, eine algebraische Kurve.

/I
In der vorlie den Arbeit werden Ligenschaften der Hiill-

bahn e der Trochoide k,I Pg} Q?PH§§W9§H§5m§q betrachtet.

Diese Hiillbahnen haben zum Teil in den letzten Jahrzehn-
ten technische Bedeutung erlangt in Zusammenhang mit der Ent-
wicklung der Dreh- und Kreiskolbenmaschinen (vgl. O. BAIER (1],
F. HOHENBERG [12] oder F. WANKEL [35]); dabei ist es zumeist
jener Fall, wo R =1r', R' = r , also B, die Umkehrbewegung zu
einer Erzeugung von k,I ist.

Neben den derzeit in der Praxis verwendeten Formen gibt
es auch eine Reihe theoretisch interessanter Fialle, die in
zahlreichen Veroffentlichungen behandelt worden sind: F. MOR-
LEY [20] fand im Jahr 1894, daBl bei R' =r' + r , R = r' oder
bei R' = 2r' - r , R = r' eine gespitzte Trochoide kq (also
h = |rl) bei der Bewegung B, die Bahn ihrer Spitzen einhiillt;
es entstehen sogenannte
MORLEYsche oiden-
paare. So 1aBt sich p'

z.B. (siehe Abb.2a)

eine Strecke k,I in ei- p
ner dreispitzigen

(3TEINERschen) Hypozy-

kloide e unter standi-

ger Berihrung umwenden,

wobei die Endpunkte von

K,
gleiten; in diesem Fall

auf der Hypozykloide

ist r': =2 : 1 und
R': R=3%3: 2 gewdhlt.
In allen im fol-

genden genannten Ar-
beiten wird IR| = |z'| Abb. 2a
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vorausgesetzt. Damit ist der feste Polkreis p' einer Erzeugung
von k,I mit dem Rollkreis P der Bewegung B,l identisch und es
spalten sich von der Hillbahn e nach dem Verzahnungsprinzip

von CAMUS [8] Trochoiden e, ab, sogenannte CAMUS-Bahnen.

W. WUNDERLICH [37] zeigte 1959, dal die Resthiillbahn €ns
d.h. die Hillbahn ohne CAMUS-Bahnen, bei nicht gespitzten be-~
wegten Trochoiden kq dann und nur dann eine gespitzte Trochoi-

de ist, wenn N_ : N, = (2no - nq) tng. Bel nj :n, =2 : 1
erhdlt man als Sonder-

fall ein von W. FRECHET

[9] bei Untersuchungen

zur Dreiecksgeometrie

im Jahr 1902 gefundenes

Ergebnis, wonach sich

eine fllipse k,l in ei~-
ner STEINERschen Hypo-
zykloide en unter stén-i
diger Berihrung umwen-

den 18Rt (siehe Abb.2b). P

J. HOSCHEK [13] konnte

1963 als Erginzung zu

[37] zeigen, daB immer e

00! Trochoiden k, bei N

geeigneten Bewegungen é '
dieselbe gespitzte Tro-

choide einhiillen; unter Abb. 2b

diesen cz; bewegten Trochoiden ist immer auch eine gespitzte,
die dann mit der Resthiillbahn zusammen ein MORLEYsches Zykloi-
denpaar bildet. Das von WUNDERLICH gefundene Ergebnis stellt
also eine direkte Verallgemeinerung der Untersuchungen von

MORLEY dar.

SchlieBlich wies P. MEYER [16] im Jahr 1966 einen wei-
teren interessanten Sonderfall nach: Bei |R| = |lr'l und
N, ¢ N,I = (no - nq) : n, ist die Resthiillbahn eine i.allg.
nicht gespitzte Trochoide (siehe Tafel IV).

In jenen Fdllen, wo bei IRl = |r'l die Radienverh8ltnisse

keinen einschrinkenden Bedingungen unterliegen, ist iiber die
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Hullbahn e ©bisher nur wenig bekannt. WUNDERLICH schrieb in
[57], daB "kompliziertere Resthiillen auftreten, die anschei-
nend keiner bekannten Kurvenfamilie angehdren". Die Verallge-
meinerung auf den Fall |R|] #Z ir'i wurde erst 1968 von P.
MEYER in [19] angedeutet.

In der vorliegenden Arbeit wird vom allgemeinsten Fall
ausgegangen. Im ersten Abschnitt wird gezeigt, dal der Bewe-

gung Bq von k,I ein zweigliedriger Bewegungsvorgang BII S0

zugeordnet werden kann, daBl die Hiillbahn e mit der Grenzli-
nie der oc? Lagen, die ein spezieller Punkt beil BII annimmt,
identisch ist. Daraus 148t sich ableiten, daB es i.allg. immer

selbe Bahn e einhiillen.

Ist das Radienverhidltnis einer Erzeugung von k,I ____________________________

y also n_:n, =N, : N_, so ist e als
1 0 1 1 0

Einhilillende von Kreisen einfach konstruierbar. Ist zusatzlich

zu Jenem von B

k,I gespitzt, so zerfidllt diese LEinhiillende in zwei Trochoiden.
Es zeigt sich, daB damit alle in friheren Arbeiten genannten
Sonderfdlle mit Trochoiden als Hiillbahnen zusammengefalt wer-
den konnen.

Fir den technisch wichtigen Sonderfall R = r', R' = r ,
wo natirlich auch reziproke Radienverhiltnisse auftreten, hat
bereits O. BAIER auf dem VII. Osterreichischen Mathematiker-
kongreR (Linz, 1968) diese Konstruktion als Einhiillende dop-
pelt berthrender Kreise angegeben. In 1.5 wird bewiesen, daf3
die Hullbahnen e dieser Fille i.allg. in insgesamt acht ver-
schiedenen Fdllen auftreten. Dieses Lrgebnis ist auch von
praktischer Bedeutung, da aus Jjedem einzelnen Fall eine Ferti-
gungsmoglichkeit von e ableitbar ist.

Im zweiten Abschnitt wird ein Teil dieser Ergebnisse mit
Hilfe einer raumlichen Deutung abgeleitet: Unterwirft man eine
euklidische Schraublinie mit der Achse a einer euklidischen
Schraubung mit zu a paralleler Achse, so entsteht nach E,.
MULLER [21] eine Schiebfliche. Zu einem analogen Ergebnis kam
W, WUNDERLICH [36] bel dem entsprechenden quasiel chen
Problem; wie im Buklidischen sind auch hier die Normalschnitte
der "Schraubschiebfléchen" Trochoiden. In der vorliegenden Ar-
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beit wird noch ein zweites Paar von Schiebkurvenscharen auf
den quasielliptischen Schraubschiebflédchen nachgewiesen. Fer-
ner wird mit Hilfe einer von R. BEREIS [2] gefundenen Bezie-
hung zwischen einer guasielliptischen Parallelprojektion, also
Netzprojektion, und der kinematischen Abbildung (nach W,
BLASCHKE und J. GRUNWALD) bewiesen: Bildet man diese Schraub-
schiebfldchen durch geeignete Netzprojektionen auf ihre Nor-
malschnittebenen ab so erhidlt man scheinbare UmriBkurven
welche zu eich Hiillbahnen von Trochoiden sind. Der mehrfachen
Erzeugung der Schraubschiebfldchen entsprechen die i.allg.
drei verschiedenen Fdlle mit gleicher Hiillbahn. Die quasiel-~
liptischen Regelschraubfléchen und Drehflidchen fiihren auf Jene
Fdlle, in welchen die Hiillbahn als Einhiillende von Kreisen
konstruierbar ist. Aus der Abbildung der Schraubtorsen und
Wendelfldchen erhdlt man die bekannten Sonderfille mit Tro-
choiden als Resthiillbahn,

Der tiefere Grund filir diese Beziehung zwischen Schraub-
schiebflédchen und Trochoidenhiillbahnen liegt in der kinema-
tischen Abbildung; diese ordnet néimlich den quasielliptischen
Schraubschiebflidchen genau die zweigliedrigen Bewegungsvorgsn-
ge BII des ersten Abschnittes zu.

Im dritten Abschnitt schlieBlich wird auf Anzahlprobleme
eingegangen, die sich bei allgemeinen Trochoidenhiillbahnen e
ergeben. Es werden Formeln fiir die Anzahlen der Symmetrieach-
sen und der Kurvenziige von e angegeben sowie die Anzahlen
der Hullpunkte der bewegten Trochoide und damit zusammenhin-
gende Realitdtsfragen behandelt.

Der Inhalt des ersten und dritten Abschnittes ist zum
groBten Tell in [29] verdffentlicht; der zweite Abschnitt
deckt sich im wesentlichen mit [30]. Der Vollstdndigkeit hal-
ber sind teilweise auch Ergebnisse aus [28] und [51] aufge-~
nommen worden.
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TISCHE LUNG

1.1 Bestimmung der Hullbahn

Die Trochoide k,l werde der Bewegung Bq unterworfen. Lin
Punkt A° ist dann und nur dann ein Hillpunkt von kq, wenn in
ihm die Normale an kq mit der Bahnnormalen in B,I zusammenfdallt
oder eine der Normalen unbestimmt ist. Ein_Hﬁllpgnkp‘A?.liqgt
also mit dem zugehorigen Momentanpol U der Erzeugung von
k, und dem Moment ol V der Bewegung B, auf einer Gera-
den g (siehe Abb.1 oder Abb.3). Folgende Sonderfdlle sind zu
beachten:

I. Die Pole U und V fallen zusammen. Dies ist nur bei
IRl = |r'l mdglioh, wenn also der Rastpolkreis der Erzeugung
von k,l zugleich Rollkreis der Bewegung B,l ist. Die zugehdrigen
Lagen von A® erfiillen eine Bahnkurve beim Abrollen von p auf
P'. Dieser Bestandteil €, der Hiillbahn e wird wegen des
Zusammenhanges mit dem Verzahnungsprinzip von CAMUS 2) CAMUS-
-Bahn genannt. Da kq zugleich von mehreren Punkten beim Abrol-
len von p auf p' beschrieben wird, treten nach [37] mehrere
kongruente CAMUS-Bahnen auf; nach [14] oder [28] ist bei den
in (1) angegebenen Radienverhiltnissen ihre Anzahl (nq,No) :
dieses Ergebnis wird im 3. Abschnitt nochmals abgeleitet.

II. A% £H11t mit U zusammen. Dann ist A° eine Spitze von
Lo Die Bahnen der Spitzen werden ebenfalls zur Hiillbahn ge-
zahlt.

Fir die Resthiillkurve e, » d.h. Hiillbahn ohne CAMUS-Bah-
nen oder Bahnen der Spitzen, 18Rt sich unmittelbar eine Ferti-
gungsméglichkeit angeben (siehe Abb.3):

§) Nach diesem Prinzip, das im wesentlichen auf CH. E. L.
CAMUS [8] zuriickgeht (vgl. auch [24], Satz 12 oder [12], Seite
285), erhilt man zusammengehorige Hiillbahnen der Bewegung B,I
auf folgende Weise: Eine in einer dritten Ebene E" feste
"Hilfsrollkurve" (im obigen Fall p) 1408t man einmal auf dem
Kreis P in der Gangebene E, einmal auf P' in der Rastebene E'
abrollen. Die Bahnen eines Punktes aus E" in E und E' ergeben
dann immer ein Hilllkurvenpaar.
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1.1 Bestimmung der Hillbahn

Armes Y, = M'M rollt auf p' der Xreis p ab, der mit dem Arm

™
I
=

starr verbunden ist. Eine Bindung zwischen den bei-

5) Dieser Mechanismus fihrt, wie in 3.3 gezeigt wird, bei ste-
tigem Ablauf immer nur auf eine Teilkurve der Hiillbahn. Weite-
re Teilkurven erhdlt man erst, wenn man das Getriebe auseinan-
derldst und in anderer Lage neu zusammenfigb.




1.1 Bestimmung der Hiillbahn

oder A° zusammenfallen kann, so muB in solchen Lagen die Gera-
de g die Tangente in U an p' sein, um die Hiillbahnen nach I.
und II. auszuschlieBen.)

Da k,I auf zwel Arten erzeugbar ist und die gleiche Hiill-
bahn, wie gezeigt werden wird, in mehreren Fidllen auftritt,
gibt es auch mehrere Moglichkeiten fiir eine solche (zumindest
theoretische) Fertigung einer Trochoidenhiillbahn.

Bei einer konstruktiven Bestimmung der Hiillbahn e (siehe
[1] oder [24]) geht man am besten von k, in der Gangebene L
aus. In einem Punkt A von k,l bestimmt man die Normale und
schneidet sie mit dem Kreis P. Nun 13i8t man P unter Mitnahme
von B solange auf P' abrollen, bis ein solcher Schnittpunkt
Momentanpol wird. In dieser Bewegungslage ist dann A ein Hiill-
punkt von k,; A deckt sich somit mit einem Punkt der in der
Rastebene E' liegenden Hiillbahn. £s sei auch darauf hingewie-
sen, dafl die Krimmungsmitten der Resthiillkurve einfach kon-
struierbar sind: entweder als komentanpole der Bewegung der
Normalen g aus Satz 1 gegeniiber E' oder als Krimmungsmitten
der Bahnen der Krimmungsmittelpunkte von kq in den Hiillpunkten
(vgl. [4) oder [24]).

Ein Punkt A, der k,I durchlsuft und zusidtzlich der Bewe-

gung B,| unterworfen wird, nimmt 002 Bewegungslagen an, unter-
liegt also einem zweigliedrigen Bewegungsvorgang BII' Erzeugt

man die Trochoidenbewegungen in bekannter Weise (siehe etwa
[(24]) als Zusammensetzungen von Drehungen zweier gelenkig ver-
bundener Arme und flihrt man flir die Erzeugung von k,I den re-

/l
folgendermafllen beschrieben:

ellen Parameter t, fiir B, den Parameter T ein, so wird BII

(2) Der Arnm Z’ = OM' dreht sich um O durch den Winkel

der Arm L, = M'M durch o, = CT + t , der Arm

2;3 MA  schlieBlich, der An B das Gangsystem dar-

stellt, durch &

r - r'
c = ;s CA£O0O,c#0.
r

3 = CT + ¢t . Dabei gilt und

Man findet sofort



1.1 Bestimmung der Hiillbahn

/|
Die Drehwinkel der drei Arme sind also linear ab ig.

(3) OC5=(’I—0)COL +oe, .

Halt man in BII den Parameter t fest, so beschreibt A
eine Bahnkurve von Bq, hélt man T fest, so wandert A auf einer
Lage von kq.

Analytlsch wird die Bahn des Punktes A in BII nach (2)
durch

(4) z = (R' - R)eT 4+ (! r)ei(CT+t) + pet(CT+ct)

erfaBt. Dabel sind die kartesischen Koordinaten in der Rast-
ebene E' zu komplexen Zahlen z zusammengefaBt, Die reelle Zahl
h legt den Punkt A in der durch 2:3 und p reprasentierten
Gangebene fest; auch in dieser werden die Koordinaten durch
komplexe Zahlen ersetzt. In der Ausgangslage T = t = 0 decken
sich die reellen Achsen der Gang- und Rastebene.

Wahlt man T und t als mindestens einmal ableitbare Funk-
tionen eines reellen Parameters u , also T = T(u), t = t(u),
so erh3lt man einen eingliedrigen Bewegungsvorgang BI aus BII'
Fir die Bahntangentenvektoren des Punktes A in BI findet man
durch Ableiten nach u die Darstellung

z = i(R' - R)TeiT + i(r' - p)(CT + %)ei(CT+t) +

+ in(oh + of)ei(CT+et) _ D.2,(T,8) + t.2,(T,t)

Die Bahntangentenvektoren sind also in Jjeder Lage T = TO,

t = to linear abhingig von den Tangentenvektoren 2 bzw. Z5

der Bewegung B,| (T = u, t = to) bzw. der Erzeugung der zu To
o) b = u). Sind z, und z, selbst
voneinander linear abhanglg - dies ist genau in Hiillpunkten Ao

von 51 der Fall -, so fallen fir alle aus BII die Bahntan-

gehdrigen Lage von k., (T =T

ektoren in eine Gerade zusammen. Diese "kurvenlzufigen"
Lagen A° des Punktes A (vegl. [5], III, Kap.8) bilden die
"Grenzlinie" ) von A bei Brre

4) Bei Jjenen Bewegungslagen von BII’ in welchen der Punkt A

auf der Resthiillkurve liegt (Abb 3), ist die Hiillbahnnormale g
jeweils Polachse. Llept A auf einer CAMUS-Bahn, so artet die
zugehdrige Polachse in einen Punkt aus. Daher erfaBt die
"Grenzlinie" im Sinne von W. BLASCHKE [5], III, Kap.18 keine
CAMUS-Bahnen.
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1.2 Dreifache Erzeugung der Hiillbahn

Fihrt man zwei linear unabhingige Linearkombinationen von
T und t als neue Parameter T*, t* ein, so fallen wieder die
Tangenten an die Parameterlinien T* = konst wund +t* = konst
genau in Punkten der Grenzlinie zusammen. Also ist die Grenz-
linie auch mit der Einhiillenden der Parameterlinien T* = konst
und +t* = konst identisch.

dies kommt einer Vertauschung der Summanden in (4) gleich -,
so bleibt die Bahn des Punktes 4 und damit auch dessen Grenz-
linie unverandert. Es #ndert sich Jjedoch zumeist der zwei-
gliedrige Bewegungsvorgang,

dessen Gangecbene Jjeweils A°

durch den A tragenden Arm re-

prasentiert ist, sowie die

bewegte Trochoide und die zu- P , 3.
P

-

gehorige Trochoidenbewegung.

Da eine Vertauschung des M M
zwelten Armes mit dem dritten
nur die Lrzeugungsweise der
bewegten Trochoide andert,
gibt es drei wesentlich ver-
schiedene Anordnungen (siehe
Abb. 4):

2e 22, Z," ZB; 0
30 EB’ Z,], Zgo

P
\Pl

Abb. 4
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In 2. und 3. kann der zum letzten Arm gehdrige Drehwinkel
wiederum als Linearkcombination der ersten beiden Drehwinkel
dargestellt werden. Ein Vergleich mit (3) ergibt neue Werte
i Cl (i =2, 3) fiir ¢ und C und damit Radienverhiltnisse fir
weitere Trochoiden ki und Trochoidenbewegungen Bi mit gleicher

Hillbahn:
(6) Ad 2.

Otz = C Oy + (1 - ¢c)C o,
(1 - o) )
Cr = (1 - ¢)C C
2 ’ 2 1 -« C + Cc
1 c -1
Ad 3. o, oL, + C ol
2 c 3 c 1
(¢ = 1)C 1
c C, = .
5 c ’ 5 C -Cc + ¢

Die Lingen der ersten beiden Arme geben jeweils die Dif-
ferenz (Ri - Ri) bzw. (ri - ri) der Polkreisradien bei der
Bewegung B bzw. bei einer Erzeugung von k an. Die dritte
Armlange 1st gleich dem Abstand h des Punktes A vom Mittel-
punkt des bewegten Polkreises bei der Lrzeugung von kl. Bei

- o 3 _ ' .
Verwendung der Schreibweise ki = [ri » Ty 3 hi] und
= [R! y R.] gilt
i i

r r' -1
T k1 [r', T h] h-, h—-——— ' - r}

r r
B, [R', R
R'r! Rr' + Rr Rr
2- k2 r' 9 "I‘—' h]
( R'r' Rr' + Rr (R' = R)r'
h , h : R' R
L. RI' Rr
Rr Ri'r! Rr' + Rr
B2 -
L R R
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1.3 Reziproke Radienverhiltnisse

L R R
R'pr! R'r' -« Rr
By = | , h ]
5 Rr Rr
Fir 2. ist R'r' Rr' + Rr £ 0 R'p! Rr # 0

voraugzusetzen. Die Anfangslagen der Trochoiden k; sind durch

die zugehSrigen Anordnungen in (5) festgelegt.

Ist bei einer gewissen Stellung der Arme I 222, 2:5
der Punkt A° ein Hillpunkt von k,, so auch von k, und k3' Die
Normale g in A° geht daher auch durch die Momentanpole der Er-
zeugungen von k2 und k5 sowie der Bewegungen B2 und B3' Damit
sind konstruktiv sehr einfach die weiteren Polkreisradien zu

ermitteln (siehe Abb.4).

Gilt IRl= |r', so hiilllt mit k,, wie aus Satz 3 abzulesen
ist, auch k, eine CAMUS-Bahn ein; k; ist gespitzt. Die CAMUS-

Bahnen von k, und k, und die Bahnen der Spitzen von k5 sind
identisch.

1.3 Rez ke Radienve tnisse

123.1__Allgemeines: By; oder die daraus durch Vertauschung der

Arme abgeleiteten zweigliedrigen Bewegungsvorginge kdnnen als
spezielle eingliedrige Bewegungen kontinuierliche Drehungen um

Festhalten des ersten Armes zugleich der Winkel zwischen dem

zweiten und dem dritten Arm konstant bleibt; dann enthilt der
zweigliedrige Bewegungsvorgang die Drehung des dritten Armes

um den Endpunkt des ersten Armes.

Fir die zweite Anordnung aus (5), bei welcher iibrigens
der nach (2) zugeordnete zweigliedrige Bewegungsvorgang mit
BII identisch ist, bedeutet dies, daR die Winkel Xo und
Otz = O linear abhingig sind, also nach (2)
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1.3 Reziproke Radienverh&ltnisse

¢c:1=(C=-1) ¢, somit (r' -r) : r' =R' : R ist. Aus
der dritten Anordnung erhdlt man r : r' = R' : R . Beide Fal-
le konnen dadurch charakterisiert werden, daB das Radienver-
hdltnis der Bewe B, zum Radienverh#&ltnis einer Erzeugung

i sttt .
reziprok ist. Diese Fdlle muBten in je einem Punkt des

von k

/l
Satzes 3 ausgeschlossen werden.

Fiir die erste Erzeugung von k, = [r'y r ;3 h] fihrt un-
ter der Bedingung r' : r = R' : R die dritte Anordnung zu

7 A
Q
I3
L
/ M m
e
ct
9 £2 h
L
4
0 M
5 z
R'-R
Abb. 5

Drehungen. Bei jeder Stellung der drei Arme 2:1, 2:2,2:5 er-
hialt man einen Drehungsmittelpunkt (siehe Abb.5) als Endpunkt
L des durch O parallel verschobenen Armes 2?5. Der Punkt A be-
schreibt bei dieser Drehung einen Kreis q um L mit dem Radius
p = LE = OM . Man erhilt alle Drehungen und Drehungskreise,

wenn man A die Trochoide k, durchlaufen 18Bt: qu bleibt fest,
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1.3 Reziproke Radienverhiltnisse

mit ):2 dreht sich M auf dem Kreis m um M' durch den Winkel t,
r -1'
mit 2:5 L auf dem Kreis 1 um O durch ¢t = —— %
r

Fir die Bahn des Punktes A in BII konnen die linear unab-
hangigen Drehwinkel von 2:5 und 2:2 als neue Parameter T* bazw.
t* eingefiihrt werden. Die Parameterlinien T* = konst sind
die Drehungskreise q. Auf Grund der Bemerkung am SchluB von
1.1 ist die Einhiillende dieser Kreise mit der Grenzlinie e von
& und dsher nach Satz 2 mit der Hillbahn von k., bei B, iden-—

1 1
tisch.

4: Ist das Radienverhdltnis der Erze von

1Xep!}

at

[

=[r',  h] zu jenem der Bewegung Bq.f"[szmB] re-

ziprok gilt also r' : r = R : R', so erh#lt man die Hiillbahn
e von bel allgemeiner Anf lage O, M', M, A als DEin-

hiullende von Kreisen (siche Abb.5): Mitte unk%vdes zur Aus-
- -
gangslage gehorigen Kreises g ist L bei OL = MA ; der Kreis-

radius ist eich dem Abstand OM. Man erhilt nach derselben

Winkelgeschwindigkeiten wie (r - r') : r verhalten.

Ist Bq genau die Umkehrbewegung zur Erzeugung von‘gq,
also R' = r = r' , so geht der Kreis m durch O. Nun gibt
es. uater der Kreismannigfaltigkeit (q) Kreise mit verschwin-
dendom Radius in den Stitzpunkten von k,. 7)

Beispiel 1: Tafel I zeigbt in den Bildern a), b) und c) die
Hillbahn der dreibogigen geschlungenen Hypotrochoide

k, = [150,100;40] (alle MaBe in mm) bei den Bewegungen

a) B,I = [56,84], b) Bq = [40,60], c) B1 = [30,45]. R ist also
einmal groBer, einmal gleich und einmal kleiner als der Radius
des festen Polkreises D' bei der zweiten Erzeugung [60,20;50]

von k,. Das Radienverh&ltnis von B, ist in allen drei Fiallen

1 1
zu Jenem von k1 reziprok. Also ist die Hiillbahn e nach Satz 4

°) Fiir diesen Fall hat O. BATER auf dem VII. Usterreichischen
Mathematikerkongrel (Linz 1968) bereits diese Konstruktion an-
gegeben, jedoch auf anderem Weg abgeleitet.

Eine interessante geometrische Eigenschaft dieser Kreisman-
nigfaltigkeit (q) ist in (15), Seite 49 angefiihrt.
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als Einhlillende der Kreisschar (q) konstruierbar.

In a) besteht die Hiillbahn e aus vier paarweise kongru-
enten Kurvenziigen; in c¢) weist e zwei Kurvenzige auf. In b)
zerfdllt e in die CAMUS-Bahn e = {40,20;50] (eine Ellipse)
und in die Resthiillbahn e in 1.4 wird gezeigt werden, daB e,
ebenfalls eine Trochoide, nimlich die geschlungene Epitrocho-
ide [40,-20;50] ist. C, und. en oskulieren einander in vier
Punkten.

Gemeinsam mit den in Tafel II und Tafel VI gezeigten
Hillbahnen sind im wesentlichen alle Formen erfaBt, die bei

diesen Radienverhidltnissen auftreten.

Aus Satz 3 erhdlt man bei r ' = R' : R einc weitere
Trochoide k, = [2R' - R, R'; h], die bei der Bewe
B, =[r, 2r r'] dieselbe Bahn e wie einhiillt. Die An-
fangslage von k2 ist durch die zweite Anordnung aus (5) fest-
gelegt. Die gemdB Satz 4 zugehtrige Kreismannigfaltigkeit (q)
ist mit Jjener fir kq identisch, denn der Kreis 1 und das Ver-
haltnis der Absolutbetrdge der Winkelgeschwindigkeiten der
Punkte L und M bleiben unversndert; es sind nur die L#ngen der
ersten beiden Arme OM' und M'M vertauscht, was am Ergebnis der
Konstruktion aus Satz 4 nichts &ndert.

Die Konstruktion in Satz 4 zeigt noch zwei weitere Tro-
choiden mit der gleichen Hiillbahn e : Wahlt man eine Anfangs-
lage, bei der E:q und 2:2 in eine Gerade fallen (vgl. Abb.5),
S0 bleidbt die Mannigfaltigkeit (q) und damit e unversndert,
wenn man M im entgegengesetzten Sinn um M' dreht, also - ¢

statt ¢ setzt. Dies ergibt ein neues Radienverhdltnis; aus den
Anfangslagen fir k, und k, erhdlt man die neuen Trochoiden k3
und k, und die zugehdrigen Bewegungen B5 bzw. B4

Satz_2: Die folgenden vier Trochoiden k; (i = 1,..,4) haben
bei den Trochoidenbewegungen B, unter der Bedingung
r r' = R' : R Jjeweils dieselbe Hiillbahn:

r' r' -1
1. k, = [r'yr5h)=|h—,nh -5 ' - r]
T T

B, = [R', R]
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r ' - 2r r' -r
2. k,=[2R' =R, R'; h] Jh , h - R -R'
R r T
B2 =|r 2r - ']
r ' - 2r r' -1
5 ky = [2r - 7', r ; h] = [ J
r T
B, = [R', 2R' - R]
r' r' -r
4, k4=[R,R';h]=[h——,h—-— R-R'J
. T r
B, = [z, r']
Dabei muB fiir 2. und 3. r' : v # 2 : 1 vorausgesetzt Werden.6)

Be el 2: In Tafel II ist kq als gestreckte PASCALsche

Schnecke gewzhlt, die einer elliptischen Bewegung unterworfen
wird; also r : r' =R' : R=2:1 (r' =26, r = 52; R'= 36,
R = 18). Die Hiillbahn besteht aus zwei Kurvenziigen. Aus Satz 5
folgt, daB noch eine zweite gestreckte PASCALsche Schnecke k4
sowie zwel dreizdhlige Hypotrochoiden k2 und k5 dieselbe Bahn

einhiillen.

T et dnn G S8 G e e v S e S —— — — — e T - A AR — i e T S S S —— - —— o o

punkte zweier Kreise q = (L;p ) wund q, = (L, ; ) liegen
P 1 13 P

bei LLq = z auf einer Geragen normal zur Zentralen im Ab-
2 2 2
z-+ p - Py . : .
stand x = von L . 9ind diese Kreise nach Satz 4
27

konstruiert und gehlren sie zu den Parameterwerten t bzw. tq,
wobei in der Ausgangsstellung t = O der Punkt M auf der Ge-

raden OM' liegt, so gilt

P2 - Pf = 2(R' = R)(r' - r)(cos t - cos tq),
r-r'
z = 2h.sin[—————— (t - tqﬂ .
er

Mit tq gegen t geht die Zentrale in die Tangente an den Mit-
tenkreis 1 iiber; die Schnittpunkte von q mit q, werden Berlihr-
punkte von g mit der Einhiillenden. Man findet somit nach einem
Grenziibergang

6) Dieser Fall ist im Beispiel 9 (Seite 49) behandelt.
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Satz 6: Die Beriihrpunkte eines Kreises q aus der im Satz &4

beschriebenen Mannigfaltigkeit mit der EinhUllenden e
(siehe Abb.5) liegen auf ciner Geraden, die vom Mittelpunkt T

(R! R) r
von g den Abstand x = sin t hat und zur Geraden
h

OL parallel ist. x ist gleich dem Abstand der Geraden M'M von

der auf OM' 1i und von

(R R).r
M' den Abstand hat.
h

Wenn die Berihrsehne den Kreis g beritihrt, so ist dieser
ein Scheitelkrimmungskreis der Einhiillenden. Die zu solchen
Kreisen gemdB Satz 4 gehdrigen Punkte Mi auf m haben die Ei-

Pl

Abb. 6

genschaft, daB die Abstédnde p - OMi gleich sind den Normalab-
stidnden der Geraden MiM' vom Punkt Z (siehe Abb.6). Bezeichnet
man den Normalabstand eines solchen Punktes M, von der Geraden

/'
OM' mit y, so gilt auf Grund gleicher Winkel

(R' - R).r p(r' = r)h ph
9 =y : (r'" -r), also y = = — ,
h (R'" ~R) r R
v h
Bezeichnet man den Winkel l\ll'OM,I mit g, so gilt sing = E = ——
R J

Satz 6a: Jene Punkte (i = 1,..,4) auf m, welchen gemidB

Satz 4 Scheitelkrimmungskreise der Hillbahn e zuge-
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ordnet sind, erhdlt man auf folgende Weise (siehe Abb.6): Aus
einem Schnittpunkt der Geraden OM' mit dem festen Polkreis P

der Bewegung B legt man die Tangenten an den Kreis 1. Diese

/I
werden parall@l durch O verschoben und schneiden dann m in den

vier Punkten

Diese Punkte Mi begrenzen zugleich auf m Jjene Bereiche
(in Abb.6 dick ausgezogen; sieche auch Tafel I, Bild a), deren
Punkten Kreise mit reellen Hillpunkten zugeordnet sind.

1.4 Trochoiden als Hullbahnen

Die Konstruktion der Kreismannigfaltigkeit (q) aus Satz 4
fir den Fall r : r' = R' : R 1dBt sich, falls eine gespitzte
Trochoide kq =[r', r ; r)] bewegt wird, anders deuten: Nun
bewegen sich die Punkte I auf 1 und M auf m (vgl. Abb.5) mit
gleicher Geschwindigkeit. Man kann daher m auf 1 abrollen las-
sen (zwei Moglichkeiten), wobeli immer zugeordnete Punkte M und
L zur Deckung kommen. Bewegt man mit m den Punkt O mit, so be-
rihrt dessen Bahn Jjeweils einen Kreis mit dem Walzpunkt L als
Mitte und dem Radius MO, also einen Kreis q. Die Einhiillende
der Kreismannigfaltigkeit (q) zerfdllt somit in diesem Fall in
zwei Trochoiden [r , '; R' -=R] und
hy, = [r, r' r ; R' R]. h,| ist, wie die zweite Erzeugung
[R', R 3 r'] zeigt, die Bahn der Spitzen von k, bei der Bewe-
gung Bq. Satz 5 ergibt drei weitere Trochoiden mit derselben
Hullbahn.

hq und h2 werden also erzeugt, indem der Kreis m mit dem
Punkt O auf beiden Seiten von 1 abrollt. L sei gemeinsamer
Walzpunkt. Dann liegen die zugehdrigen Bahnpunkte von hq und
h2 spiegelbildlich bzgl. der Polbahntangente, also bzgl. der
Tangente in L an 1. Wenn aus O reelle Tangenten an m legbar
sind und man m solange auf 1 abrollt, bis eine der Tangenten
Polbahntangente ist, so fallen die zugehdrigen Punkte von h,I
und h2 zusammen. Da zusdtzlich der Momentanpol dann Kriimmungs-
mittelpunkt fir h, und h2 ist, oskulieren einander hq und h2

/I
in solchen Lagen. Der Kreis m wilzt sich wegen (1) lnq[— mal
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auf 1 ab, bis er wieder in die Ausgangslage kommt; daher gibt
es 2|n1| Oskulationsstellen.

Zusammenfassend gilt

Satz 7: In den folgenden vier Fdllen

1. k,l {r',r;ril-_-[r"rl_r;r:,,
B, [R', R]

2. k, [2R' = R , R'; 1) [r' -2r , ' =7 3 R - R'} ,
B, [r,2r - r']

3 k5=[2r—r',r;r:|=[r' 2r r' -r ;' -]
By = [R', 2R' - R]

oo ky R,R';r] =2y -7 ; R -R'

B, r , r']
besteht bei r : ' =R' : R ( #1 : 2 fiir 2. und 3.) die
Hillbahn aus dem Trochoidenpaar
und  h, = [r, ' =T
k, und sind gespitzte Trochoiden. h 1ist fiir Bahn der

%1
Spitzen, h, fiir k,; h, ist fiir k, CAMUS-Bahn, h, fiir k,.

....................... 33 g 1SU IUr X, LAvoe-obahn, B
h, wnd h, oskulieren einander bei R|>Ir'l wegen (1) in 2|n1l
Punkten. Bei |Ri<|r'l sind diese Oskulationsstellen konjugiert

komplex.

Beispiel %: Tafel I, Bild 4, zeigt die Bewegung B,I = [100,50]
der Cardioide k,l = [20,40;40]. Die Ellipse ey = [400,50;20J=
= [40,20;50] ist die Bahn der Spitze von k,; die zweizdhlige
Epitrochoide e = [40,-20;40] ist Resthiillbahn, e, und e  os-
kulieren einander in vier Punkten.

Zu derselben Hillbahn fiihrt die geschlungene Hypotrocho-
ide k, = [60,20;50] (in Tafel I, Bild c, mit k,
bei der Bewegung [40,60]. In Tafel I wurde genau Jjene Lage

bezeichnet)

eingezeichnet, in welcher die bewegte Trochoide den Oskula- .
tionspunkt H von en mit e enthidlt und in H beide Hillkurven
dreipunktig beriihrt.

Unterwirft men h, = [r , r' - ; R' - R] =

= [R'y, 2R" = R ; 2r - v'] der Umkehrbewegung [R , R'] zu B, ;
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so wird neben der CAMUS-Bahn e = [R, 2R' =R ; 2r - r'] die
gespitzte Trochoide k,l [r', r ; r] eingehiillt. Dies ist
nach N.‘WUNDERLICH [57] der einzige Fall, wo nicht gespitzte

Troch01den ‘bei Troch01denbewegungen e 1itzte Trochoiden als

Resthiillkurve einhiillen.

Da k,I bei jeder Wahl von R' Trochoiden einhiillt, sofern

r =R : R', gibt es umgekehrt cxﬂ Trochoiden h2, die die-

I,I

selbe Trochoide k1 einhiillen, Diese Erweiterung stammt von J.
HOSCHEK [13].

Setzt man voribergehend
Rl
(7) 2R' =R=a ,2r-r' =b , m ,
2R' - R

so findet man die Darstellungen: h, = [ma , a ; b],
2= [(cm - 1)a , ma], k, = [(2m - 1)b , mb ; mb].

WUNDERLICH hat erkannt, daB in diesem Fall bei |b|>lal im
Reellen nicht die ganze Trochoide kq als Hiillbahn auftritt,
sondern nur doppelt iiberdeckte Kurvenstiicke von (vgl.Abb.2b
oder Tafel III), Die Grenzpunkte dieser Kurvenstiicke sind die
Berihrpunkte der CAMUS-Bahn e, mit der Resthiillbahn kq. Die
Konstruktion dieser Stellen ist in Tafel III ersichtlich und
in [37] und [28] beschrieben; es sind dies jene in Satz 1 er-
wahnten speziellen Lagen, wo die Normale g in einem Hiillpunkt
der bewegten Trochoide den festen Polkreis p' der Trochoiden-
erzeugung (zugleich Rollkreis P der Trochoidenbewegung B) be-
ruhrt.

nur doppelt uberdeckte Kurvenstiicke von kq als Hiillbahn auf,

bei |bj¢|al wird ganz k, "ausgefegt".

Erzeugung von kq' Der Radius des festen Polkreisés ist
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kreises ist eich dem Radius des festen oder b n Pol-~

Pﬁﬂkq ggthg%g [(em - Db, (m - b 3 (m - 1)b] erzeug-

bar ist, zelgt eln Koefflzlentenverglelch daf k1 auch Rest-~

gungen [(1 - 2m)a , (1 - m)a ist.7)

Satz % ergibt zur Bewegung von h2 als Fall mit gleicher
Hiillbahn die Bewegung einer Strecke (gespitzte Trochoide bei
einer elliptischen Bewegung). Da die Durchmesser des Rollkrei-
ses bei Trochoidenbewegungen bekanntlich (vgl. [24]) gespitzte
Trochoiden einhiillen, lieBe sich Satz 7a auch auf diesem Weg
ableiten.

Belsplel 4: Tafel III zeigt als Beispiel zu Satz 7a die Bewe-
gung Bq [80 60] der dreizdhligen gestreckten Hypotrochoide
h, = [60,40,80] (also m = 3, a = 40, b = 80) mit Flachpunkten.
Als CAMUS-Bahnen erh#lt man zwei Ellipsen e, = [80,40;80];
die Astroide kq = [160,40;40] ist Resthiillbahn. Jede Ellipse
e bertihrt kq in vier Punkten. (Dasselbe Beispiel gibt WUNDER-
LICH in [37], 4bb.4 an.)

Flir die Erzeugung von h2 wurde Jjene Lage gewdhlt, wo der

Momentanpol mit dem Momentanpol V der Bewegung B_q zusammen-—

1
fallt. Die zwel zugehdrigen Bahnpunkte A sind dann die Beriihr-

punkte von h2 mit den CAMUS-Bahnen.

Nach Satz 7 hiillt X, = [R,R';57]=[r', o'-r ; R - R
bei B4 = [r y '] neben der CAMUS-Bahn h2 die Trochoide h,|
ein. Nun ist das Radienverhdltnis der ersten Erzeugung von k4
zu Jjenem von B4 reziprok; der Rollkreis von B4 ist mit dem
festen Polkreis p' der zweiten Erzeugung von k4 identisch.
Diesen Fall hat P. MEYER funden ([16], [17] oder [18]). Wie-
der gibt es wegen der zweiten Erzeugungsmoglichkeit von h,I
noch eine zweite bewegte Trochoide kz mit derselben Resthiill-
bahn. Nach einer Bezeichnungsinderung analog zu (7) erhilt man
7—)_Sie im 2. Absatz von Satz 7a beschriebene Konstruktion der

Resthiillbahn ist in [28] angegeben. Die zweite Schar von Tro-
choiden hé, die ebenfalls 1«:,I einhiillen, hat als erster HOSCHEK

in [13] nachgewiesen.
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Resthiillbahn tritt bei k% = [b , mb ; ma] und der Bewegung
(1 - mb , b] auf.
Konstruktion von Man spiegelt den Rollkreis der Er-

der zweiten Seite des kreises abrollen.

Beispiel 5: Tafel IV zeigt den Fall m = 4 : Die vierzdhlige
geschlungene Hypotrochoide k, = [144,36;72] hiillt bei der Be-
wegung B, = [108,144] neben der CAMUS-Bahn h, = [108,36;72]
die geschlungene Epitrochoide h, = [108,-36;72] ein. h, und
h2 oskulieren einander in 6 Punkten.

Ein weiteres Beispiel zu Satz b ist in Tafel I, Bild ¢

gezeigt (m = 3),

SchlieRlich sei noch auf folgenden Sonderfall hingewiesen:
Wenn die bewegte Trochoide kq gespitzt ist und der feste Pol-
kreis der Erzeugung von k,I mit dem Rollkreis der Bewegung Bq
identisch ist, also h = |[r| und |r'l| = |R|, besteht fiir alle
R' die gesamte Hiilllbahn aus gespitzten Trochoiden. Diese sind,
da beide Erzeugungsmdglichkeiten von k1 den gleichen festen
Polkreis haben, alle als CAMUS-Bahnen erkldrbar. DaB damit
tatsdchlich die gesambte Hiillbahn von kq erfalt ist, zeigt die
Abzdhlung der Hﬁllpunkte.8)

Gilt speziell R = r' wund ferner R' = r + R (siehe
Abb.2a) oder R' = r' - r + R, so f&llt die Bahn der Spitzen
von kq mit einer CAMUS-Bahn zusammen; die zweite Erzeugung der
Spitzenbahnen hat dann ndmlich die Polkreisradien R', r bzw.
R'y ' =1 . k1 bildet in diesen Fdllen mit der Bahn der Spit-

E) Nach 3.4, Satz 19 gibt es lnql + Ino - nql Hiillpunkte der

gespitzten Trochoide kq.lnqlPunkte liegen auf den CAMUS-Bahnen
zur 1. Erzeugung von h,I (Radienverhiltnis n nq), Ino - nql

Punkte auf jenen zur 2. Erzeugung (n (no nq)).

o)
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Technische Bedeutung in Zusammenhang mit der Entwicklung
der Rotationskolbenmaschinen haben Jjene F&dlle erlangt, wo 81
die Umkehrbewegung zu einer Erzeugung von k,I ist, also
R=r'" und R' =r .9) Die zugehdrige Hiillbahn ist nach
Satz 4 wieder die Einhiillende einer Kreismannigfaltigkeit (q).
Die CAMUS-Bahnen bestehen nun nur aus je einem Stitzpunkt
("Anllegepunkt” oder "chhtepunkt") der bewegten Trochoide;
diese Stlitzpunkte sind Doppelpunkte der Hiillbahn; bei h < Ir|
sind sie nach Satz 6a isoliert. Aus Satz 5 leiten sich nun nur
zwel verschiedene Trochoiden kq = k4 und. k2 = k5 mit glei-
cher Hillbahn ab, die auch O. BAIER bereits angegeben hat.

Den einfachsten Fall mit nur einem Anliegepunkt erhdlt
man aus Satz 7 bei r : r' =R' : R =1 : 2 (siehe Tafel V):
Die Ellipse k, = [2R', R', r] = [2r , T 3 R'] (Halbachsenlén—

zweite Lage kl von k4 jene eingezeichnet, die im Stiitzpunkt A
einen Zweig der PASCALschen Schnecke oskuliert.) h,I wird nach
Satz 4 von jedem Kreis der Mannigfaltigkeit (q) doppelt be-
rihrt (siehe Abb.7); der Ort 1 der Kreismittelpunkte ist zu-
gleich fester Polkreis p' der zweiten Erzeugung von hq.
Nun soll der Kreis p' unter Mitnahme der nicht gespitzten
PASCALschen Schnecke h1 auf einem Kreis P' abrollen (siehe
Abb.7): Die Hiillpunkte sind jeweils die FuBpunkte der aus dem
Momentanpol an h,I legbaren Normalen. Der Punkt L auf p' sei
ein Momentanpol: Zwei der NormalenfuBpunkte sind die Beriihr-
punkte von h, mit dem Kreis q mit Mittelpunkt L. Die restli-
chen zwei (vgl. 3.4, Satz 19) sind die Bahnpunkte bei der
zweiten Erzeugung von hq, wenn L der Momentanpol ist. Diese

9) Eine Ubersicht iiber die technisch brauchbaren Fille ist bei
O.BATIER [1], Bild 20 sowie bei F. WANKEL [35], Bauformenblatt
1% sowie 15 - 18 angegeben.

10) Diese Bewegung findet iibrigens beim sogenannten "Ovalwerk"
von LEONARDO DA VINCI Verwend ng. Vgl. F. REULEAUX, [25],
Seite 316 f.
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Abb. 7

beschreiben bel der Bewegung von hq die CAMUS-Bahn. Die ersten
beiden Hiillpunkte ergeben die Resthiillbahn; sie ist LEinhiil-
lende der Kreise g, deren Mitten im Jeweiligen Momentanpol
liegen und die h,I in der zugehdrigen Lage doppelt berihren. Da
p' auf P' abrollt, unterliegen diese Kreise dem gleichen Bil-
dungsgesetz wie jene in Satz 4 bei R =r' , R' =1 . Somit
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kann zu Jeder solchen Hiillbahn e eine PASCALsche Schnecke
engegeben werden, die neben einer CAMUS-Bahn e, ebenfalls e

einhillt. Dabei kann bei gleicher Resthiillkurve der Mitten-

kreis p' von h, auf beiden Seiten des Mittenkreises von e ab-

/|
rollen. Zu jeder solchen Bewegung von h,I gibt es ferner nach
Satz 3 zwel weitere Trochoiden mit gleicher Hiillbahn. Bei ge-

anderter Bezeichnung gilt schlieRlich

Satz_8 Unterwirft man die Trochoide = [r, r; h) der Um-

kehrbewegung B, = (r , »'] zu ihre , SO er-

und der Bewegung “§2 = |

kurve auch in den f en Fiallen auf:
[ 1 - ' r - 1!
3. k5 = |h , 2h —— ; 2(r - r'ﬁ
L T r
i r' - r
=f{r -r', ' =73 h ]
L r
i r - r‘] _ r' - r]
B, = {h h und B h h
3 17 T 5 [ ’ r
F 2y - ! r - o'
4. Xk, = |h , 2h ; 2(r - r')]
L r r
— rl
=|2r - ', r'; h ——]
i T
[ 2r - r']
B, =lh , h —
& : r
' r' - r
5. k5 = th—, 2h ; 2(r' - r)] =
T T
3 2r - r!
= |r'y 2r = 7'; h ]
r
_ o
B. = [h h —
7 L ’ r ]
[ 2r' -1 r' - r r' - r
6. kg - |h , h ;s h ]
L r r r
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2r' - o r' r
= |n , h— h
T T T
By = [r, 2r' - 7]
[ 3r - 2r' ]
7. k h
7 i T
[ 3r - 2r' 2r - o'
h , h h —
| T T r

By [r, 30 - 2r'] .

55 ist eine PASCALsche Schnecke, K6 (r' t 241 : 2) und
(r r #3 : 2) sind gespitzte Trochoiden. §§2m321"k I

ist ' : » #£ 2 : 1 vorauszusetzen.

Beispiel 6: r' : r = 1 : 2 (siehe Tafel VI): Nun sind

k, =[r/2, v h] und ky = [h/2 , h ; r] je PASCALsche
Schnecken, die der Umkehrbewegung zu ihrer Erzeugung unterwor-
fen werden. Daher ist die Hiillbahn e dieses Falles auf zweil

Arten Einhiillende von Kreismannigfaltigkeiten (q). Ort der

Mittelpunkte sind zwei konzentrische Kreise mit den Radien h
bzw. r. e hat auf einer Symmetrieachse vier Doppelpunkte, von
welchen zwel isoliert sind. e besteht aus zwei kongruenten
Kurvenziigen; beide haben in den reellen Knoten Scheitel, wie
die Konstruktion gemiB Satz 6a zeigt. Nach O. BAIER ist e von
achter Ordnung.

Bei h>Ir] bilden die gestreckte PASCALsche Schnecke k
und der duBere Teil der Hilllbahn e Liufer und Gehduse des
2-Takt-Motors (OTTO oder DIESEL) System DORNIER-HUF. k, hat in

den reellen Knoten von e Stiitzpunkte (=CAMUS-Bahn). Es ist zu
beachten, dalB kq zeltweise e gar nicht in reellen Punkten be-

/'

riilhrt, sondern nur durch die Doppelpunkte gleitet (vgl. 3.4,
Seite 62). In Jjener Lage, wo eine Kriimmungsmitte der zwei
nicht auf der Symmetrieachse liegenden Scheitel von k1 der Mo-

mentanpol ist, berihrt k, einen Zug der Hiillbahn in einem re-

/]

ellen Knoten finfpunktig.
e wird nach Satz 8 zugleich von den dreibogigen Hypotro-

choiden k, = [3r/2 , ¢ ; h] bei B, = [r , 3r/2] und

k, = [30/2 , h ; r] bei B, = [b , 3h/2] eingehiillt. k, glei-
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tet wie die geschlungene PASCALsche Schnecke k5 durch die iso-
lierten Doppelpunkte von e. k2 hat in den reellen Knoten von e
Stutzpunkte; es wurde in Tafel VI genau jene Lage eingezeich-
net, in welcher k2 in einem dieser Punkte die Hiillbahn osku-
liert. e wird ferner von der Epitrochoide k. = [n/2 , -h ; r]
bei der elliptischen Bewegung B5 = [h , /2] und der Astroide
k) = [2h , b/2 3 h/2] bei der OLDHAM-Bewegung B, = [r, 2r]
eingehiillt. Als CAMUS-Bahnen treten zwei gestreckte PASCAL-
sche Schnecken auf; diese sind ibrigens 3hnlich zu k, im Ver-
héltnis 2 : 1 . Die Bewegungen B5 von k5 und B5 von k5 sind
gleich. Daher kdnnte k5 mit k5 starr verbunden werden und da-
bei zu derselben Resthiillbahn e fiihren.
Da k,| und k5 gleichwertig sind, kann h mit r vertauscht
werden, ohne die Hlillbahn zu dndern. Somit ist e auch Rest-
[r/2 , = r ; h] bei der Bewe-
nit der Bewegung B,l von kq
= [2r , /2 ; /2] bei
d nun zweil geschlungene, zu k5
dhnliche PASCALsche Schnecken; diese oskulieren die zwei Kur-
venziige von e in den reellen Knoten,
Da schliefBlich k,I und k5 auch bei den Bewegungen
B, =[r, - »/2] vzw. EB = [h , - b/2] neben CAMUS-Bahnen die
Kurve e einhiillen, tritt e in insgesamt 10 F&llen als Rest-

hiilllbahn auf. Satz 1 ergibt somit 20 verschiedene Fertigungs-
moglichkeiten fir e.
In Tafel VI ist h = 50 , r = 22 gewdhlt worden.

Beigpiel 7: r' : r =2 3 (siehe Tafel VII): Die zweibogige
Epitrochoide Xk, = [2r/3 , r ; h] und der HuBere Teil der
Hiilllbahn e dieses Falles bilden bei h >lr| Laufer und Ge-
hause des Kreiskolbenkompressors von BORSIG. k,I und die innere

Kontur von e sind Geh#duse und (theoretisch mdgliches) Liufer-
profil beim NSU-WANKEL-Motor (siehe etwa [35], [1] oder [12]).
e ist zugleich Hiillbahn der vierbogigen Hypotrochoide

ky = [4r/5 y * ;3 h] bei der Umkehrbewegung B, = [r, 4r/3]

zu ihrer Erzeugung.

Ferner tritt e als Resthilillkurve bei den Bewegungen
B3 =[h , /3] und §5 = [- h , b/3] der geschlungenen PASCAL-
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schen Schnecke kj = [n/3 , 2h/3 ; 2r/3] und bei der Bewe-
gung B, = [h , 4h/3] der zwei konzentrischen, durch 90° ge-
geneinander verdrehten Ellipsen k, = [4n/3 , 2n/3 ; 2r/3]
auf (vgl. Satz 16, Seite 55). e ist auch Resthiillbahn der ge-~
streckten PASCALschen Schnecke L [2n/3 , - 20/3 5 2r/3]
bei B5 = [h, 2h/3] (in der in Tafel VII gezeichneten Lage
beriihrt k- in H die Hiillbahn vierpunktig), der Cardioide

k. = [0/37, - b/3 5 n/3] vei B, = [r, r/3] und der fiinf-
spitzigen Hypotrochoide L [5n/% , b/3 ; h/3] bei

B7 = [r ’ 5r/5]-

Als CAMUS-Bahn bzw. Bahn der Spitzen tritt bei der Bewe-
gung B5 von k3’ bsi k4 und k6 eine dreizdhlige Hypotrochoide,
bei der Bewegung B3 von kB’ beil k5 und k7 eine dreizidhlige
Epitrochoide auf.

In Tafel VII wurde r = 30 , h = 2r = 60 gewdhlt. Bei
dieser Annahme hat k5 einen Flachpunkt. Bei h = 3r gidbe es
p die Hullbahn 6-punktig berihrte, sich
also besonders gut an die duBere Kontur der Hiillbahn an-
schmiegte (siehe Satz 20b, Seite 66); bei dieser Annahme hitte
k2 vier Flachpunkte.

Lagen, in welchen k
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2.1 Kinematische Abbild und Netzprojektion

Der Ausgangspunkt flir eine synthetische Behandlung der
von W. BLASCHKE [3] und J. GRUNWALD [10] entwickelten kinema-
?}ﬁﬁ??ﬁmﬁphi}ﬁﬁﬁﬁ ist folgende Abbildung von Raumgeraden g auf
die linken und rechten Bildpunkte Gl, G" in der Bildebene T
(bei Verwendung kartesischer Koordinaten soll 1l die Glei-
chung 2z = O haben): Die |
Schnittpunkte von g mit den
Ebenen z = = 1 und z = + 1 9
werden normal nach | pro- pt
jiziert und um ihren Mit-
telpunkt G, den Spurpunkt ¥
von g in [ , durch +90° 2
zu G bzw. GT gedreht (sie- 6"
he Abb.8).

Diese Abbildung hat z=-1
folgende wichtige Eigen-
schaft: Die Raumgeraden mit
gleichem linken (rechten) [
Bildpunkt G+ (G¥) bilden
ein links-(rechts-)gewunde-

nes Drehnetz mit G- (65)
als Mitte. Die Achsen die-

ses Netzes sind "rechts-
(links-)seitige" konjugiert - )
komplexe Geraden in den Abb. 8

Ebenen 2z = * i durch die absoluten Kreispunkte von ﬂ-.qq)

Die Gesamtheit der rechts- und linksseitigen Achsen, also
zwel Paare verschrankter Strahlblischel, als absolutes Gebilde
einer projektiven MaBbestimmung aufgefalt, erteilen dem Raum
eine quasielliptische Struktur. Raumgeraden mit gleichem lin-
ken (rechten) kinematischen Bildpunkt konnen nach CLIFFORD als

Y Zum Beweis siche [3], [10] oder etwa [2], [5], [23], [34].
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links-(rechts-)parallel bzgl. dieses absoluten Gebildes be-
geichnet werden. Die direkte Bezichung zwischen der quasi-
lliptischen Raumgeometrie und der ebenen Kinematik wird her-
gestellt durch

wirft man die Ra eraden ein sielli tischen
Links-(Rechts-)schicbung, bei der also die Punkte auf links-
(rechts-)parallelen Geraden wandern, so bleiben die rechten
(linken) Bildpunkte fest wahrend die linken rechten) einer
Drehung um de insamen linken (rechten) Bildpunkt der

Bahn raden unterworfen werden. Der Drehwinkel ist ich der
doppelten quasielliptischen Schieblédnge. Er ist positiv, wenn

unten nach oben erfolgt.

Bei Raumgeraden durch den zu || normalen Fernpunkt E
fallen beide Bildpunkte mit dem Spurpunkt zusammen. £ kann
durch Rechtsschiebung in jeden nicht dem absoluten Gebilde an-
gehorenden Raumpunkt P iibergefihrt werden. Aus dem Fundamen-

durch P mit den zugehdrigen rechten durch eine Drehung zur

Deckung gebracht werden. Mittelpunkt dieser Drehung ist der
Spurpunkt der Geraden EP, also der NormalriB P' von P, Hat P
die HShe z iber 11, so gilt fir den Drehwinkel ap :

ctg — = - z . Diese Drehung wird nun als Bild des Raumpunktes

2
P in der kinematischen Abbildung angeschen.

Unterwirft man einen fix vorgegebenen Punkt E* in || der
dem Punkt P in der kinematischen Abbildung entsprechenden Dre-
hung, so erhdlt man einen eindeutigen Bildpunkt P* (siehe
Abb.8). Diesec Abbildung der Raumpunkte auf Punkte in [] werde
z.B. einer Raumkurve die Bahn des Punktes E* in dem durch die
kinematische Abbildung zugeordneten eingliedrigen Bewecgungs-
vorgang). P* ist das rechte kinematische Bild Jjener Geraden h
durch P, deren linkes Bild E* ist. Alle Geraden mit dem linken
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Bildpunkt E* sind zueinander linksparallel; sie bilden das
Grundnetz der E*-Abbildung. Der Spurpunkt von h, aufzufassen
als durch das Grundnetz vermittelter NetzriB Pl von P nach Tf ,
liegt in der Mitte zwischen den zwei Bildpunkten E* und P*.
Somit folgt:

Satz_10 (R. BEREIS (2], Satz 4): Das Bild P* des Raum es P

in der E*-Abbildung geht durch eine Streckung aus E*
im Verhdltnis 2 1 in eine Netzprojektion von P iber. Das zu-

Abbild snetz ist ein links wundenes Drehnetz mit
E* als Mitte. Die Netzachsen horen dem der kinematischen Ab-

bildung zugrundelicgenden absoluten Gebilde an.

Satz 10 ergibt sich auch unmittelbar aus der Tatsache,
daB nach [22] der NetzriB Pl des Raumpunktes P mit der HGhe z
iiber T aus dem NormalriB P' durch eine Drehstreckung um E*
mit dem Drehwinkel & wund dem Ahnlichkeitsverhdltnis 1 : cos g
hervorgeht. Dabei ist die "Winkelkote" § gegeben durch
tg§ = z (siehe Abb.8). & gibt, wie aus der LAGUERREschen
Winkelformel folgt, die quasielli ische HShe von P iiber [ an.

Im folgenden werden gemdB Satz 10 die durch das Grundnetz
vermittelten Linksnetzrisse von Raumgebilden mit Hilfe der da-
zu zentrisch dhnlichen Bilder in der E*-Abbildung bestimmt.

—— e e e . —— e — e T - — ——— — — — - B e e e e A Gy S T D T SV S M G S e TR GeD M b

2.2.1 Quasielliptische_Schraubung: Drcht man in T das Feld

S T —— A (o S — - —— . G S

der rechten kinematischen Geradenbildpunkte um einen Punkt st
durch den Winkel 2c1t, das der linken um einen Punkt Sl
durch 2c2t (01 und Ch seien zueinander teilerfremde ganze

Zahlen, aufzufasscn als Geschwindigkeiten; t sei ein Parame-
ter), so werden die zugehdrigen Raumgeraden einer quasiellip-

mutative Produkt aus einer Rechtsschiebung mit der Linge c,t

1.2
und einer Linksschiebung mit der Lénge c,t .

2
Die Gerade s mit den kinematischen Bildern ST und Sl
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ist Bahngerade flir beide Schiebungen und heiBt Schraubachse.
Die Ebenen durch s werden bei dieser Schraubung einer quasi-
elliptischen Drehung durch den Winkel (c,I + 02)t unterwor-
fen; die waagrechten, d.h. zu [ parallelen Ebenen drehen sich
un die Ferngerade von [l durch den quasielliptischen Winkel

c
parameter p; es gilt p =
c

1% %
17 %
Die Bahnkurven der Punkte bei dieser Schraubung liegen auf

CLIFFORDschen Fldchen mit der Achse s ; dies sind Fldchen 2,

Grades durch die vier s schneidenden absoluten Geraden.

Die grundlegenden Arbeiten zu nichteuklidischen Schrau-
bungen stammen von F. LINDEMANN [15] und XK. STRUBECKER {32]
und [ 23]. Die Abbildung nichteuklidischer Schraubungen in cu-
klidischer und nichteuklidischer Parallelprojektion hat be-
reits W. WUNDERLICH [36] untersucht, wobei mit Hilfe dieser
Abbildungen eine Reihe interessanter Eigenschaften nichteukli-
discher Schraubflichen abgeleitet worden ist. F. HOHENBERG [11]
hat die Netzprojektion verwendet, um MaB- und Lagenaufgaben
der nichteuklidischen Raumgeometrie auf ebene Konstruktionen
zuruckzufiihren.

T G mmp S G S S R S e e G D e e U G G e e e T D e S5R e —— T s A T = D e S A S e b

P* eines Punktes P ist der rechte kinematische Bildpunkt Jjener
Geraden durch P, deren linkes Bild E* ist. Aus dem Fundamen-
talsatz (Satz 9) folgt

(8) Einer Rechtsschiquggmggyg richt in der E*-Abbildung eine

2:2.3_Bild_einer Geraden: Dem Spurpunkt G einer Geraden g ent-
spricht in der kinematischen Abbildung eine Drehung um G durch
180°; daher erginzt dessen Bildpunkt G* (siehe Abb.9) das
Dreieck Gl, E*, G" zu einem Parallelogramm. G kann durch
Rechtsschiebungen lidngs g in jeden anderen Punkt von g iiber-

gefilhrt werden. Nach (8) gilt somit

(9) Das Bild einer nicht waagrechten Geraden g in der E*-Ab-
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bildung ist ein Kreis g* mit

der Mitte G~ durch G*; sein

Radius ist gleich dem Ab- o*
stand E*GT (vgl. [34] und

[36] ). Das Bild des Punktes
Gg auf g mit der quasiel-

liptischen HShe € geht aus c*
G* durch Drehung um 6T durch
2 & hervor.

2:2:4 Bild einer Linksschiebung:
Zueinander linksparallele Geraden
haben einen gemeinsamen linken
kinematischen Bildpunkt Gl. Ihnen
entsprechen in der E*-Abbildung Abb. 9

nach (9) kongruente Kreise; die Strecken zwischen den Kreis-
mitten und den Bildern der zugehdrigen Spurpunkte sind alle
mit E*Gl gleichgerichtet. Bei einer Linksschiebung mit der
Lange 02t langs diesem Geradennetz wird die quasielliptische
Hohe der Raumpunkte um c2t vermindert. Daher drehen sich die
Bilder der Punkte aus T (allgemeiner: aus einer waagrechten
Ebene) auf den zugehSrigen Bildkreisen der Bahngeraden nach

(9) durch - 2 c,t ., Wegen der besonderen Anfangslage gilt
2

(10) Das Bild einer Linksschicbung der Lénge cot in der E*-Ab-
bildung ist fiir Punkte einer waagrechten Ebene eine krum-

me Schiebung. Die Bahnkurven sind Kreise; der Drehwinkel

aufl den Bahnkreisen ist 2 02t

2.2.5 Bild einer sischrau Die Schraubung sei durch die

Bilder Sr, SI der Schraubachse s gegeben; sie werde aus den
Links- und Rechtsschiebungen mit den Langen 02t bzw. cqt Zu-
sammengesetzt., P* sei das Bild eines Punktes P aus 1l (siehe
Abb.10). Die durch P gehende Bahngerade der Linksschiebung
habe die kinematischen Bildpunkte Gl = Sl und GT. Da P* das
Bild des Spurpunktes ist, bilden die Punkte E*, Gl, p*, 6T
ein Parallelogramm. Das Bild der Linksschiebung des Punktes P
ist eine Drehung von P* um ¢* durch - 202t. Durch darauffol-

gende Drehung um s™ durch 2cqt als Bild der Rechtsschiebung
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erhdlt man das Bild P; des ver-
schraubten Punktes P,. Da das
Verhaltnis der Drehwinkel kon-
stant i1st, beschreibt P* eine

Troch01de.12)

Deren zweite LErzeugung er-
halt man, wenn man den Strek-
kenzug Sr, Gr, P* durch den
Punkt S* zu einem Parallelo-
gramm erginzt und nun die Glie-
der STS* und S*P* mit propor-—
tionalen Geschwindigkeiten sl gl
dreht. Da S* das Bild des Spur-
punktes von s und daher von P* Abb. 10
unabhingig ist, beschreiben die Bilder aller Punkte aus T
Bahnkurven derselben Troch01denbewegung S* dreht sich durch

den Winkel 2(0 -c )t un ST und ist dann der Mittelpunkt
einer Drehung des bewegten Feldes durch 2c1t. 15)

Satz_11: Eine quasiclliptische Schraubung (Schraubachse s, Pa-

rameter (c +c2)'(c -c ) ) der Punkte von || bil-
det sich in der E*—Abblldung und analog in einer Llnksn@tzpro-
Jektlon auf eine Trochoidenb mit der Mitte ST und dem
Radienverhdltnis r' : r (c .8 ) __ab. Der Mittelpunkt

des bewegten Polkreises in der Anfangslage ist das Bild S* des
Spurpunktes der Schraubachse.

12) Siehe WUNDERLICH [36], Satz XIV. Dieses Ergebnis hingt un-
mittelbar damit zusammen, dal das kinematische Bild einer

uasielliptischen Schraubllnle eine Trochoidenbewegung 1ist
%s1ehe (5], IV, Kap.11).

15) Lautet das Verhdltnis dieser Drehwinkel allgemein \Z Vo,
so verhalten sich die Radien des festen und bewegten Polkrei-~
ses wie ' T = (v,| - v2) AP
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2;2 Schraubschicbhbflidchen

Achse a und dem Parameter (dq+d2):(dq-d2). Sie wer-
de einer quasielliptischen Schraubung mit der zu a linksparal-
lelen Achse s und dem Schraubparameter (cq+02):(oq—02)
unterworfen. Dann gilt:

1. Die dadurch erze e Fliche i) kann bei d2 Z 0 und
c dy = c5d, #Z 0 auch durch krumme Rechtsschiebung von k er-
zeught werden. Die Bahnkurven dieser Sch , eine zweite
Schar von Schiebkurven ("Linksschiebkurven"2wgg§"Qermﬁ}éghe,
sind Schraublinien mit zu s rechtsparallelen Achsen und dem
Parameter (o, + opd) @ (e4dy = co8y) -

2. Die Spurkurve von (ﬁ in einer waagrechten Ebene, also der

quasielliptische Normalschnitt von @ , besteht bei # ds
und  (4,,d,) = (c ,¢5) =1 aus (¢, -c, ,d, -d,) kongruen-
ten Trochoiden 1 mit demnm t S von s als Mittel-

dq(cq - °2)miw91§91.ﬁmg2> ; der Spurpunkt A von a ist Mitte

des Rollkreises in der Anfangslage.

Dieses Ergebnis gilt auch dann, wenn beil dq f_jﬂ’ngg =0 k
eine Gerade ist, also filir guasielliptische Regelschraubfla-
chen. In diesem Fall ist a die zu k rechtsparallele und zu
s linksparallele Gerade.

3, Die Flache q@ ist bel c,d, = c,d, + cxd, £ 0 und
94(§q.jw§2) #Z 0 auch durch krumme Rechtsschie einer
Schraublinie m erz ar: m hat eine zu s rechtsparallele
Achse b und den Parameter
(2c,d, = cqds + cyd ) 3 (cqdy = cyd ) o Die zugehdrige Schar

von Linksschiebkurven besteht aus Schraublinien mit zu s

rechtsparallelen Achsen und dem Parameter

-— - — Y"i‘r' . - -
(cqdy m.eqdp + 20p4,) = cq(dy = dp) . Wieder gilt dieses Br
gebnis bei dq = 1 und d2 = 0 auch fiir Regelschraubfliachen.
Es sind also die quasielliptischen Regelschraubfliachen eben-
falls Schiebfldchen.
1%) Die Abschnitte 1. und 2. dieses Satzes sind mit WUNDER-
LICH [36]}, Satz XVI identisch. Die Beweise sind gegeniiber

WUNDERLICH etwas abgedndert. Vergleiche auch den analogen
euklidischen Fall in [7] und [21].
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Beweis: Ad 1. Die Schraublinie k liegt auf einer
CLIFFORDfldche YW mit der Achse a. kS sei eine um s ver-
schraubte Lage auf der CLIFFORDflache W, mit der Achse 8.
Diese Schraubung wird aus einer Rechtsschiebung mit der Linge
cqt parallel zu s (kurz: Rechtsschiebung cqt/Vs) und einer
Linksschiebung cgt/Vs zusammengesetzt.

a muB bereits durch die Rechtsschiebung cqt,Vs in a
ubergehen, denn a bleibt dabei zu s linksparallel 15) und ist
daher bei der Linksschiebung c¢,t//s Bahngerade, bleibt also
fest. Damit kommt zugleich Y nach 'QIS. Durch die Rechtsschie-
bung cqt/Vs sollen k in k, und ein Spurpunkt P von k in P,I
ubergehen., k,| und ks liegen
nun auf derselben CLIFFORD-
flache XUE und sind kongru-
ent (siehe Abb.11). Sie kbn-
nen nicht nur durch die
dern auch durch eine Rechts-
schiebung zur Deckung ge-
bracht werden, falls k keine
rechtsseitige Erzeugende von
[ ist, d.h. d, # 0 . Bs
schneidet ndmlich jede
rechtsseitige Erzeugende von
[ die Schraublinie k in la,)
Punkten. Die Lange dieser
Rechtsschiebung wurd eindeu-
tig durch die Forderung, dalB
sie mit t-=>0 ebenfalls ge- -

gen Null gehen soll. Abb. 11

P, gelange durch diese Rechtsschiebung /Vas - ihre Linge
sel mit xt bezeichnet - in den Punkt Q auf kS. Die Links- -
schiebung cgt/Vs und damit auch ,Vas bringt Pq nach PS auf
ks. Da nun PS durch die Linksschiebung - c2t,7as und die
Rechtsschiebung Xt/Vas wieder in einen Punkt auf k_, n#mlich

15) Rechts-(Links-)Schiebungen erhalten die ILinks-(Rechts-)Pa-
rallelitat; dies folgt unmittelbar aus Satz 9 .
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in @ Ubergeht, gilt flir das Verh#dltnis der Schieblangen:
c,d

xt : (-c,t) = d, : d, , somit x = - —=—
2 1 2 d
2
(11) k geht also durch die Rechtsschicbungen c,t//s und
c~d
- =21 t /a_ in k_ lber.
d.2 S [T < SRR

Falls Q nicht in [ liegt, also c dy - e, £ 0 , ist
der Ubergang von k nach kS durch eine einzige Rechtsschiebung
herzustellen; die bei Verschraubung von k iberstrichene Fliche
@ ist auch durch krumme Rechtsschie erzeugbar.,

Die Bahnkurven dieser krummen Rechtsschie gehen wegen
der Kommutativitdt von Links- und Rechtsschiebung auseinander
durch Linksschiebungen hervor. Ein Punkt von a geht durch die
Rechtsschiebung cqt,Vs in einen gunkt von ag iber und bewegt

c
sich bei der Rechtsschicbung - g 1t,7as auf a_. Da a_ zu s
2

S s

linksparallel ist, ist die zweite Rechtsschiebung fiir Punkte

c,Hd
von a_ zugleich eine Linksschiebung + g 1t //s . Die Bahnkur-

ven der Punkte von a bei den Rechtsschicbungen (11) sind also
Schraublinien mit der Achse s und dem Schiebldngenverhidltnis
01d2 H c2d,| . Durch Linksschiebungen folgt daraus das allge-
meine Ergebnis. Beil qug - cgdq = 0 sind die Linksschieb-
kurven waagrechte Kreise; @ ist dann eine quasielliptische
Kreisschraubfldche.

Ad 2. Man kommt von einem Spurpunkt P von k zu einem
Spurpunkt R von ks auf folgende Weise: P wird um s nach PS auf
ks und hierauf um ag langs ks'nach R in 1T verschraubt. P

s
hat die quasielliptische Hohe (c,I - 02)t . Bei einer Ver-

schraubung léngs k, (Schiebléngen d t, d2f) nimmt die Hohe um

> 1
(4, - 4,)F zu. Soll P_ dadurch in die Ebene || kommen, so muB
1 2 s
c c
gelten: © 1 e,
dq =9

Nun wird der Spurpunkt A von a mit P mitbewegt: Bei der
Schraubung um s dreht sich die waagrechte Gerade AP durch
(c1 + 02)t und bleibt dabei zu 1 parallel; bei der Schrau-
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(d,l + de)(cq - 02)

bung um ag dreht sie sich durch t und

d, - d
kommt nach 1| . Dabei geht A in den Spurpun;t Asgvon ag Uber.
Die Strecke ASR ist also gegeniiber AP durch den Winkel
[c,l + Co <d1 * Zg)(cg 62) t 2(0221 _ qug) t verdreht.
1 2 1 2

Andererseits geht die Strecke SA (S sei der Spurpunkt von
s) nach der Rechtsschiebung cqt,Vs und einer Linksschiebung
cqt,Vas und zugleich /s in die Strecke SAS in T iber; SAS
ist daher um 2cqt gegeniber der Ausgangslage SA verdreht.
Aus der Lage des Streckenzuges SAP gegeniber dem Streckenzug
SASR und aus FuBnote 13 folgt: Die vom Punkt P beschriebene
Spurkurve 1 ist eine Trochoide mit der Mitte S und dem Ra-
dienverhsltnis (cqnzwgg}miwgngqm:”§2) ; dieses Verhidltnis

ist noch durch das Produkt der groRten gemeinsamen Teiler

k hat qu - d2| eigentliche Spurpunkte in 1l , die ein
regelmaBiges Vieleck mit A als Mitte bilden (siehe [%2] oder
[33])). Die Trochoide 1 wird zugleich von

Punkten beschrieben (siehel24]),

die ebenfalls ein regelmidfliges Vieleck mit der Mitte A bil-
den. Beide Vielecke haben mit einem Spurpunkt zugleich

d,I - d2

Eckpunkte ( = groBter gemeinsamer Tei-
(e, =-¢cqH, d, - Ad,)
1 2 1 2
ler der Eckenanzahlen) gemeinsam. Um alle |dq - d2| Spurpunkte
von k zu erfassen, sind daher (cq = Coh dq - d2) Trochoiden
noétig. Es nimmt jedoch eine davon im Laufe der Verschraubung
bei den Durchgingen durch || die Lagen aller anderen an, bevor

sie wieder in ihre Ausgangslage kommt.

Ad 3. Die Fliche Q§ ist durch die Angabe einer Trochoide
1 des Normalschnittes und des Schraubparameters eindeutig be-
stimmt, auBer bei Cy = Ch , WO die Schraubung eine Drchung um
s ist und der Normalschnitt aus Kreisen besteht. Erzeugt man
1 auf die zweite Weise durch das Radienverhidltnis
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dq(e, - 02) i (e 45 = c5d,) , so bleibt ¢ gleich; genmiB 2.
wird @ nun Jjedoch durch Verschrau giner Schraublinie m
mit zu s linksparalleler Achse b und dem Parameter

-— — . — — /I 6 - » .

(d,I + c12).(d,l - d2) erzeugt. ~) Dabei gilt

dq(cq - 02) : 01<d1 - d2) = d,](c,| - 02) : (ch2 - °2d1> .
Daraus folgt

(12) dy = cqd,y » d

Ersetzt men in 1. 4, durch aq, d, durch d,, so folgt bei
59 # 0 alles weitere. Der Spurpunkt B der Schraubachse Db
von m ist der Mittelpunkt des bewcgten Polkreises bei der
zweiten Lrzeugung von 1 in der Anfangslage, bildet also zu-
sammen mit den Punkten S, A und P ein Parallelogramm,
Satz_12a: Bei ¢, ¢, 1 sind diec Schraubschiebfléchen ¢
des Satzes 12 quasiell ische Drehflachen mit der
Rechtsschicbung von insgesamt vier verschiedenen Schraublinien
mit zu s rec arallelen Achsen erze ar: Mit der Achse a

Schraublinien. Nur wenn k die Achse s schneidet, fallen diese
Schraublinienscharen paarweise zusammen. Bei d2 = 0 sind
k und m, bei d, = 24, sind k und m BErzeugende verschiedener

Scharen auf einer Flache 2. Grades.

Beweis: Die Drehfldche werde durch eine Linksnetzprojek-
tion in die Normalschnittebene |l abgebildet, wobei s und
a dem Abbildungsnetz angehoren sollen. Somit bilden sich s
und a auf Punkte =N bzw. aq ab; das Bild der Schraublinie k

ist ein Kreis k, mit der Mitte aj (vgl.[11] oder [36]). P = Py
10 Dicselbe Uberlegung hat bereits L. BURMESTER [7] verwen-
det, um bei dem analogen euklidischen Fall die zweite Schar
kongruenter Schraublinien auf der Fldche - nach E. MULLER [21]
die zweite Schiebkurvenschar - nachzuweisen.
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sel ein Spurpunkt
von k in T[] (siehe
Abb.12).

Durch die
Rechtsschicbung
dqt/Va und die
Tinksschicbung
dgt/Va gehe P in 9
auf k Uber; Q hat
dann die quasiellip-
tische Hohe (d,-d,)%
tiber Tl . Da die
Linksschiecbung die

L0

Netzbilder unverdn-
dert 14Bt, cntsteht
das Netzbild Ql von
Q aus Pl wegen 2.2,
(8) durch Drechung um

8y durch den Winkel “-—— —
2d,t. Das Netzbild Abb. 12
des auf @} liegenden Parallelkreises p durch Q ist der Kreis

pp um sq durch Ql.

P sei auf der Geraden s12, angenommen, was bei der Dreh-
flache {ﬁ immer erreicht werden kann. Dreht man P auf kl im
entgegengesetzten Sinn, also durch - 2d1t y SO0 erhalt man
wieder einen Punkt Ql auf Py - Wenn nun das Urbild Q wvon Ql
cbenfalls in der Hohe (d, - d,)t iber T liegt, so gehdrt Q

wieder der Fliche QP an; Q liegt nun aber auf einer Schraubli-

nie k mit der Achse a und dem Schieblangenverhdltnis 51 52
bel dq = - dq , d,l - d2 = d,I - d2 ; also gilt
d, : dy = 4, i (2d1 - d,) . Dies stimmt mit (12) bei
Cqp = Cyp = 1 uUberein.
Wahlt man auf der Geraden SlP einen Punkt bl’ wobei
— —_
slbl = alP , und dreht man P auf dem Kreis oy mit der Mitte bl
durch die Winkel = 2d1t bzw. + 2d1t y S0 erhdlt man Punkte

Rl bzw. Rl’ die wiederum auf Py liegen. Haben die zugehOrigen
Urbilder R bzw. R die Hohe (d1 - d,)t , so gehdren sie
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ebenfalls der Fl&ache q; an. Andererseits aber liegen diese
Urbilder auf Schraublinien m bzw. m mit einer zu s linkspa-
rallelen Achse b durch den Punkt bl und den in Satz 12a ge-
nannten Schraubparametern.

2.4 Abbila der Schraubschiebflichen

Die im Satz 12 beschriebene Schraubschiebfléche é' ist
durch Rechtsschieb en (11) der Schraublinie k erze bar. Das
Bild dieser Rechtsschiebungen in der E*-Abbildung setzt sich
nach 2.2,(8) zusammen

1. aus einer Drchung um sT durch 2c1t dabei dreht sich der

rechte kinematische Bildpunkt AT der Achs a von k in das Bild

Ag der verschraubten Achse as),
c
2. aus einer Drehung um Ag durch 2 t
2

Das Bild ist also eine Trochoidenbewegung B,l mit der Mitte

cod, 1 c,dy o AT ist die Mitte
des bewegten Systems in der Anfangslage. Das Bild von k ist
nach Satz 11 eine Trochoide k* mit der Mitte AT und dem Ra-
dienverhidltnis d2 : (d2 - dq) . Der scheinba  UmriB f* von
¢ in dor E*-abbild  ist somit Hillbahn von k* bei der Be-

wegung B

Sr und dem Radienverhaltnis

1

Dazu ist folgende Bemerkung notig: Der wahre NetzumrifB
einer Fliache (vgl. [36]) ist Ort aller jener Punkte, in wel-
chen e¢s einec dem Abbildungsnetz angehdrende Flichentangente
gibt. Die Netzprojektioncen und damit auch die Bilder in der
E*-Abbildung aller durch einen UmriBpunkt verlaufenden Fli-
chenkurven berihren einander im Bild des UmriRpunktes. Wenn
nun umgekehrt im Bild die Tangenten in einem Punkt P* von k*
mit der Bahntangente in Bq zusammenfallt, P* also ein HiUll-
punkt ist, so ist das Urbild P entweder ein regulirer UmriB--
punkt von @ oder die Tangente in P an k ist zugleich Schieb-
tangente; dann ist P ein Punkt einer Rilckkehrkante auf é@, die
ebenfalls zum wahren UmriB gezdhlt wird.

bar. Das Bild dieser Schraubung um die Achse s mit dem Para-
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rameter (cq+02):(cq—02) ist nach Satz 11 eine Trochoidenbe-
wegung B2 mit der Mitte ST und dem Radienverh#ltnis

Ch (c2 - cq) . O* ist die Mitte des bewegten Systems in der
Anfangslage. Das Bild der Spurkurve in der E*-Abbildung be-
steht nach Satz 12,2. aus Trochoiden 1* mit dem Radienverhidlt-
nis dq(cq - 02) : cq(dq - d2) und mit der Mitte S*. Der
scheinbare UmriB f£* von @)jst somit auch Hiillbahn von 1* bei
der Bewegung B,.

SchlieBlich ist éﬁ auch durch Rechtsschiebungen der
Hiillbahn der Trochoide m*. Die zugehdrigen Radienverhdltnisse
erhdlt man, indem man in jenen fiir k* und B, d, durch d, und

- 1 % 1
d, durch d, nach 2.3,(12) ersetzt.

Satz 12 in der E*-Abbil und damit auch in einer
Linksnetzprojektion in eine Normalschnittebene ist i.allg, auf
dreifache Weise Hiullbahn von Trochoiden bei Trochoidenbewegun-
gen. Die bewegten Trochoiden sind jeweils mit den Rollkreisen

der horigen Bewe konzentrisch.

Unter den in Satz 12 genannten Voraussetzungen gelten fir

Radienverhdaltnisse:
1.0k [a, : (a, 4] =[4, dq]
By Lepdy  oqdp]
£ » o . -
2. 1 |:c1,|(c,1 02).c:,|(c1,I dg)] [dq(cq c2).(c,|d2 c2d1)]
B, [02 : (02 - cqﬂ
3, m* [(quq - c d, + c2d1) p (= cnds + ngq)] =
= [(°1d1 - c ds + c2d1) ocyd,]
B [oqu (e dy = cpdy + cgdq)].
Da diese drei Erz cn gleichwertig sind, haben je drei

Schraub chiebfl chen denselben scheinbaren UmriSB3.

Die drei bewegten Trochoiden und ihre Anfangslagen konnen
jewells festgelegt werden durch das Radienverhdltnis und durch
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das geordnete Punktequadrupel, bestehend aus dem Mittelpunkt
des festen Polkreises der Trochoidenbewegung, dem Mittelpunkt
des Rollkreises und zugleich der bewegten Trochoide, dem Mit-
telpunkt des bewegben Polkreises der Erzeugung der Trochoide
sowie dem erzeugenden Bahnpunkt. Dann gilt (siehe Abb.13) nach
den Satzen 11 und 12

(12) &
1*: Sr, S*v A*9 P

p*
st, AT, A*, P*

m* : BT, B*, P*.

P* ist das Bild eines Spurpunk- 8’
tes von k B* als Bild des Spur-

es der zu s linksparallelen (m
Achse b von m ist Mitte
des Rollkreises bei der zweiten

Erzeugung von 1*.
Ein Vergleich von Abb.13 mit —

Abb.4 auf Seite 10 zeigt unmittelbar, Abb. 13

daB der die ebene Kinematik betreffende Inhalt des Satzes 13,
wonach also eine Trochoidenhiillbahn immer in drei Fallen zu-
gleich auftritt, sich vollsténdig mit dem Inhalt des Satzes 3
deckt. Man braucht nur statt k* K, statt 1* kK, und statt
m* ky zu setzen. Satz 3 ist also auch durch Netzprojektion
quasielliptischer Schraubschiebfldchen abzuleiten.

Der tiefere Grund fiir diese¢ Beziehung zwischen Trochoi-
denhiillbahnen und Schraubschiebfldchen ist in der kinemati-
kinematischen Abbildung auf einen zweigliedrigen Bewegungsvor-
gang ab; das Bild von ¢ in der E*-Abbildung ist die Bahn des
Punktes E* bei diesem Bewegungsvorgang. Der scheinbare Umrif
von éE ist auf Grund der in Satz 10 ausgedriickten Beziehung
zur Netzprojektion der Ort der kurvenlsdufigen Lagen von E*,
also die Grenzlinie,

Nun sei @ eine Schraubschiebfldche aus Satz 12; é ent-
stehe also durch die in (11) angefiihrten Rechtsschiebungen der
Schraublinie k. Den Punkten von k entsprechen in der kinemati-
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schen Abbildung die Lagen des bewegten Systems bei der Erzeu-
gung der Trochoide k* (Radienverh&ltnisg d, dq). Entsprechend
den Rechtsschiebungen (11) werden nach Satz 9 alle diese Bewe-
gungslagen noch der Trochoidenbewegung B,I [c:2<3t,I : ch2] un-

sche Bild der Schraubschiebfléche ¢ ist damit aber genau mit
dem zweigliedrigen Bewegungsvorgang Bry aus 1.1,(2) identisen,
der dort der Bewegung B, von 7z eordnet worden ist. Mit
Hilfe der Sdtze 2 und 40 wird nun klar, weshalb die scheinba-
ren Netzumrisse der Schraubschiebflichen die Hillbahnen von

Trochoiden bei Trochoidenbewegungen sind.

Bemerkung: Da derselbe zweigliedrige Bewegungsvorgang BII
auch bei der Bewegung B2 der Trochoide k2 aus Satz 3 auftritt
(in der zweiten Anordnung aus 1.2,(5) ist ja 2:3 abermals das

rickwirkend auf das zweite Paar von Schiebkurvenscharen auf

17

den Schraubschiebfldchen geschlossen werden.

In 1.1 wurde gezeigt, daB sich von der Hiillbahn CAMUS-
Rastkreis einer Erzeugung von k,I identisch ist. Unter den drei
verschiedenen Fallen aus Satz 3 mit gleicher Hiillbahn exi-
stiert dann immer einer, wo die bewegte Trochoide gespitzt

e cht diesen Trochoiden auf der Schraubschiebfliche?

Ist k* gespitzt, so gehdren einzelne Tangenten an k dem
Abbildungsnetz bzw. Grundnetz der E*-Abbildung an. Unterwirft
man diese Tangenten den ib erzeugenden Rechtsschiebungen (11),
so bleiben sie zur Ausgangslage linksparallel, also im Abbil-
dungsnetz. Sie berihren d§ liangs Bahnkurven der krummen
Rechtsschiebung, also lidngs einzelnen Linksschiebkurven; deren
Bilder sind die Bahnen der Spitzen von k*.

17) Der Satz 13 stellt librigens einen kleinen Beitrag dar zu
einer von W. BLASCHKE [4] aufgeworfenen Fragestellung: Dort
wird angeregt, auch in der quasielliptischen Geometrie die
Theorie Jjener Fldchen zu entwickeln, die sich auf mehrere we-
sentlich verschiedene Weisen als Schiebflachen auffassen las-
sen und die Ergebnisse kinematisch zu deuten.
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Besteht der Normalschnitt von éE aus gespitzten Trochoi-
den 1, so spalten sich von der wahren UmriBkurve die Bahn-
schraublinien der Spitzen, also Riickkehrkanten auf {b ab.

(14) Enthélt somit f* CAMUS-Bahnen, so sind diese das Bild von
Riickkehrkanten auf @ oder von einzelnen Linksschiebkur-

ven, in deren Punkten die Rechtsschiebt ten dem Ab-

bildun etz angehOren.

In dem am Schlufl von 1.4 genannten Sonderfall besteht die
gesamte Hlllbahn aus CAMUS-Bahnen und Spitzenbahnen; auf der
nach Satz 1% zugehbrigen Schraubschiebfliche éﬁ wird die ge-
samte wahre UmriBkurve aus Schraublinien gebildet, ndmlich aus
Linksschiebkurven und Riickkehrkanten.

schraubung der nicht waagrechten Geraden g um die Achse s mit
denm Schraubparameter (cq+c2):(cq-02) erzeugt. Die kinemati-

schen Bildpunkte Gi bzw. Gi der einzelnen Erzeugenden By er-

halt man nach Satz 9, wenn man die kinematischen Bildpunkte Gt

bzw. Gl von g um die Bildpunkte st bzw. st von s durch die
Winkel 2c1t bzw, 2c2t dreht. In der E*-Abbildung ent-
spricht g; nach 2.2,(9) ein Kreis g¥ mit der Mitte Gi und ei-
nem Radius gleich dem Abstand E*GT (siehe Abb.14). Der
scheinbare Umri £* von 4§ ist die Einhiillende dieser Erzeu-

ndenbilder.

Fir Regelschraubflachen gelten jedoch auch die Satze 12,
2. und 3. sowie 13,2, und 3., wenn man d.,I = 1 und d, = o)
setzt. Daher ist f* zugleich Einhiillende der Trochoiden

1* [(cq - 02):041 (oder die zweite Erzeugung [(02 - Cq)‘cg])}
bei der Bewegung B, [c2z(c2 - cq)] und mn* [(02 + cq):cg]
bei der Bewegung B5 [c2:(02 + cq)]. In beiden Fillen ist das

Radienverhdltnis einer Erzeugung der bewegten Trochoide zum
Radienverhdltnis der zugehdrigen Bewegung reziprok. Die An-
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Abb. 14

fangslage von 1* in der zweiten Erzeugung ist im Sinne von
2.4,(13) durch das Punktequadrupel ST S*B*G* bestimmb, wobei
G* das Bild des Spurpunktes von g ist. Zu m* gehdrt das Qua-
drupel STBFR*G*,

Die hier auftretenden Fille mit reziproken Radienverhalt-
nissen sind bereits in 1.3 behandelt worden. Die im Satz &
(Abb.5) beschriebene Konstruktion der Hiillbahn als Einhiullende
von Kreisen deckt sich mit der hier aus der Abbildung der Er-
zeugenden abgeleiteten Konstruktion (Abb.14); man braucht nur
E* mit ST zusammenfallen zu lassen. Die hier gefundenen Tro-
choiden 1* und m* sind mit den in Satz 5 genannten Trochoiden
k,l und k2 identisch. In Satz 5 wurden noch zwei weitere Tro-

........................................................

choiden k; und k, mit derselben Hillbahn genannt. Auch dazu

gibt es eine rdumliche Erkldrung in Zusammenhang mit der Re-
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gelschraubflache é@:

Der NetzumriB einer Fldche bleibt gleich, wenn diese als
Gesamtheit der Tangentialebenen abgebildet wird; eine Tangen-
tialebene ist namlich genau dann eine UmriBebene, wenn der in
ihr liegende Netzstrahl durch den Berihrpunkt geht. Dann aber
ist der Beriithrpunkt ein UmriBpunkt der Fliche, wenn diese als
Punktmannigfaltigkeit aufgefalt wird, und die Netzbilder der
Tangentialebene und des Berihrpunktes sind identisch. In einer
linearen Korrelation, die die Geraden des Abbildungsnetzes
einzeln festldBt, werden Punkte und Ebenen mit gleichem Netz-
bild vertauscht. Auf diese Weise 148t sich einer Fldche d§
eine Flache (i so zuordnen, daB die Punkte von éb dasselbe
Bild haben wie die Tangentialebenen von é .

Es gibt ein lineares Nullsystem, das die Schraubachse s
der Regelschraubfliache ﬂ@ und die Geraden des Abbildungsnetzes
einzeln festlaBt. In diesem Nullsystem vertauschen sich die
rechtsseitigen, s schneidenden absoluten Geraden, widhrend dic
linksseitigen einzeln festbleiben, die sie dem Abbildungsnetz
angehdren. Das gleiche Netzbild wie die Tangentialebenen von
@é haben nun die Punkte einer Regelschraubflache @ mit der
Achse s und dem Schraubparameter (04-0223(c1+c2) .17) Die
Punkte eines waagrechten Schnittes von &) sind durch das
Nullsystem den Tangentialebenen von é@ aus einem Punkt der
Ferngeraden von Rk zugeordnet; das Bild Jedes solchen Tangen-
p}q}gx}}n@ggg ist somit eine Lage einer Trochoide 1* (in
Satz 5 mit k5 bezeichnet) mit dem Radienverhé%ﬁpis
[(c1 + 02) : 02]. Den Rechtsschiebkurven von <§ entsprechen
im Nullsystem Schraubtorsen, die durch Rechtsschiebungen die
Gesamtheit der Tangentialebenen von é@ erzeugen; Bild dieser
Schraubtorsen sind die Bewegungslagen ciner Trochoide m* (in
Satz 5 mit k4 bezeichnet) mit dem Radienverhdltnis

[(02 - cq) : 02] .
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in der E*-Abbildung und damit auch in einer Linksnetzprojek-

tion in eine Normalschnittebene ist i.allg. auf vierfache Wei-

se Hillbahn von Trochoiden bei Trochoidenbewegungen; dabel ist

das Radienverhidltnis einer Erzeugung der bewe en Trochoide zu

dem Radienverhdltnis der Trochoidenbewegung jeweils reziprok.
Die vier verschiedenen Trochoiden sind:

1. 1* [(02 - cq) : 02] als Bild der wa  echten Schnitte von
(1) gemnal Satz 12,2.

2. m* [(e5 + ¢ ) : c,] als Bild der Rechtsschiebkurven auf
nach Satz 12,3. (bei c, + Cp £ 0),

3, 1* [(02 + cq) : 02] als Bild der als Ebenenmannigfaltig-
keit aufgefaBten Tangentialzylinder mit waagrechten Erzeugen-
den (c,| + ¢y £ 0),

4, m* [(c2 - cq) : 02] als Bild jener als Ebenenmannigfaltig-

keit aufgefaBten Schraubtorsen, die bei krummer Rechtsschie-
bung die Fliche @ einhiillen.

Die in Satz 4 genannte Konstrulktion der Hillbahn als Ein-
hillende von Kreisen ergibt sich nun aus der Abbildung der Br-
zeugenden .

Bei el 8: Die in Tafel II gezeigte Hiillbahn e 148t sich auch
interpretieren als NetzumriB einer Regelschraubfliche 4@ bei
cy = 1, Cp = 2 . d@ ist von viertem Grad mit einer kubischen
Bahnkurve als Doppelkurve (also von III. STURMscher Art, falls
die Erzeugenden die Schraubachse s nicht schneiden). Ihr
scheinbarer NetzumriBR ist Hilllkurve von PASCALschen Schnecken
1* und m* bei elliptischen Bewegungen sowie von dreibogigen
Hypotrochoiden m* und T*, Da die vier Trochoiden gleichwertig
sind, tritt derselbe scheinbare NetzumriB bei drei weiteren
Regelfldchen 4. Grades, III. Art auf, deren Normalschnitte zu
n*, 1* bzw. m* shnlich sind.

Die Bildkreise g! der Erzeugenden von i) haben eine geo-
metrisch bemerkenswerte chaft: Das Bild G* des Spurpunk-
tes einer Erzeugenden g von éb liegt auf 1*, dem Bild der
Spurkurve, und auch auf dem Bildkreis g*. Das Bilad GE des
Schnittpunktes der Erzeugenden g mit einer waagrechten Ebene
in der quasielliptischen Hhe & geht nach 2.2,(9) (vgl.Abb.9)
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aus G* durch Drehung um G durch den Winkel 2§ hervor. Gg
liegt zugleich auf einer Bewegungslage von 1*.

(15) Dreht man also die Bilder der unkte von auf den
B;lgkggisep_QQ; jeweils inzidenten Erzeugenden mit glei-
cher Winkelgeschwindigkeit, so liegen diese zu jeden

Beispiel 9: Tafel VIII zeigt den Fall C, 1, ¢ = = 1 3
dicser ist in Satz 14 und Satz 5 teilweise ausgeschlossen wor-
den: Die zugechdrige Schraubung ist cine Quasidrehung um die
Ferngerade von ik : die Bahnkurven sind Quasikreise nit der
Achse s, ndmlich (euklidisch gesprochen) Hyperbeln, die die
absoluten Ebenen 2z = * i in Punkten von s berithren. Unter-
wirft man eine Gerade dieser Schraubung, so crhilt man eine
Fléche q5 2. Grades, die die Ebenen =z = * i auf s berihrt.
Die Spurkurve 1 von q; ist nach Satz 12,2. eine Ellipse.

Der durch das Grundnetz der E*-Abbildung vermittelte
scheinbare UmriB von §§ ist eine Kurve £ 4. Ordn ; es bil-
den niamlich jene Geraden, die die beiden rechtsseitigen Netz-
achsen a4 und a5 schneiden und é@ berithren, eine Regelflache
Hf von viertem Grad. Diese Regelfldche enthalt a4 und an als
Doppelgeraden; daher ist die Spurkurve f von WV bizirkular.
Die Erzeugenden durch eincn Punkt X von a, sind die Schnittge-
raden Xqy X5 des Tangentialkegels aus X an é@ mit der Ebene
[X,a2]. Ist X der Fernpunkt
von a, (siehe Abb.15), so fal-
len X, und X5 in eine Gerade x
zusammen, da q; die absolute
Fbene [X,ag] beriihrt; x ver-
bindet X mit dem Durchstol-
punkt von s mit der absoluten
Ebene durch 85e X ist zugleich
eine linksseitige Geradc des
absoluten Gebildes.

Analog geht durch den
Fernpunkt Y von a5 die links-~
seitige, s schneidende Erzeu-

gende y von W . Die Spuren der Abb. 15
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Ebenen [x,aq] und [y,a2] in T sind die jeweils einzigen Tan-
genten in den absoluten Kreispunkten X bzw. Y an die Spurkurve
f wvon Hf. Somit hat f Spitzen in den absoluten Kreispunkten;

’19)_

Die Ebenen [x,aq] und [y,a2] schneiden sich in einer Ge-

f ist also ein Cartesisches Oval

raden g. g ist zu s rechtsparallel, da g und s die linksseiti-
gen Geraden x und y schneiden; ferner gehdrt g dem Abbildungs-
netz an, da g a, und s schneidet. Also ist E* der linke und
sT der rechte kinematische Bildpunkt von g. Der Spurpunkt von
g, zugleich Schnittpunkt der Spitzentangenten von f, liegt in
der Mitte zwischen E* und S¥. Im zentrisch shnlichen Bild f*
von @) in der E*-Abbildung mnull sT der Schnittpunkt der Spit-
zenvangenten, also singuldrer Brennpunkt sein.

Mit Satz 5 findet man (fiilr 1* werden die Polkreisradien
von k,I eingesetzt): Unterwirft man eine Ellipse
1* = [2r , ¢ 3 h] (Halbachsen |h+ r|, |h = r|) der OLDHAM-
bewegung [R', 2R ], so hiillt 1* ein Cartesisches Oval f£* ein.
Da auch die zweite Erzeugungsweise von 1* = [2h , h ; r] das
Radienverhdltnis 2 1 hat, ist nach Abb.14 oder Satz 4
(Abb.5) £* auf zwei Arten Einhiillende von Kreisen g bzw. g .
Ort der Kreismitten ("Deferent"eo)) sind Kreise mit dem sin-
guldren Brennpunkt sT als Mitte und den Radien h bzw. r.

Die E11i se m* = [2R', R'; h] (Halbachsen |h + R'
lh - R I) hullt bei der Bewegung [r , 2r] nach den Satzen 5
oder 14 dleselbe Kurve £* ein. Die zweite Erzeugung von m*

erglbt eine drltte Schar doppelt beriihrender Kreise mit dem
Deferentenradius R'. SchlieRlich zeigen die Deferentenradien r
und R', daB auch die Ellipse n* = [2R', R'; r] (Halbachsen

£+ R'|, |z - R') bei dor Bewegung (n , 2] dasselbe Carte-
sische _einhillen muBl. Dieses Ergebnis wurde auf analy-

49) Siehe Enz.d.Math.Wiss.III, C 5, Nr,.90 oder H. WIELEITNER,
Spezielle ebene Kurven. Sammlung Schubert, Leipzig 1908, S 91.

20) Bei der Konstruktion der Kreise q - siehe Abb.5 - haben in
diesem Fall nun L auf 1 und M auf m gleiche Winkelgeschwindig-
keit. Aus der Konstruktion der Hiilllpunkte der Kreise nach

Satz 6 folgt, daB nun alle Berithrsehnen durch einen festen
Punkt F (ubrlgens ein Brennpunkt von f*) gehen, der von O

(hier sT ) denselben Abstand hat wie Z von M'. Damit gehdrt

die Kreisschar (q) einem Kreisbiindel an; alle Kreise q schnei-
den einen Kreis %"Dlrektorkrels") it der Mitte F orthogonal.
£* ist bzgl. des Direktorkreises anallagmatisch.
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tischem Weg von O. RICHTER [27] gefunden in Zusammenhang mit
der Behandlung der Systeme jener Kegelschnitte, die f£* in vier
Punkten berihren.

Bei R' = r ist die OLDHAMbewegung genau die Umkehrbewe-
gung zu einer Erzeugung von 1*. Die Hiillbahn hat den nun auf-
tretenden Stiitzpunkt als weiteren Doppelpunkt, ist also eine
PASCALsche Schnecke. n* artet zur Strecke aus, 1* und n* sind
identisch (vgl. [263). Dieses Ergebnis ist bereits in 1.5 aus
Satz 7 abgeleitet worden (siehe Tafel V).

2.5.2 Schraubtorsen: Ist die Regelflache @b eine quasiellip-
tische Schraubtorse, so ist der Normalschnitt eine gespitzte

Trochoide 1 [(02 - cq):czj. Vom scheinbaren UmriR f* spaltet
sich als Bild der Gratlinie eine Trochoide fé [02:01] ab; fé
ist Bahn der Spitzen von 1*, Das Bild der Tangentialebenen von
é@, auf Grund einer friiheren Uberlegung zugleich das Bild ei-
ner Schraublinie der konjugierten Schraubung, ergibt die Tro-
choide’ £} [02:(—04)] als eigentliche Hiillbahn von 1* bei einer
Trochoidenbewegung mit dem Radienverhdltnis [02:(02 - cq)].
Das Paar fq, fé ist zugleich Hiillbahn der Trochoide m*

[(c2 + cq):cgj, das Bild einer Rechtsschiebkurve m auf @ .

Satz 14a: Der scheinbare UmriB f* einer quasielliptischen

Schraubtorse besteht aus dem Trochoidenpaar f%

[czmimgzgq)], den Bildern der Gratlinie und

deren Schmie benen. Auf diese Weise erhdlt man nochmals die
Ergebnisse des Satzes 7 (Seite 19).

2.5.3 Wendelfléchen: Eine quasielliptische Wendelfléche tritt
unter den Schraubschiebflidchen des Satzes 12 dann auf, wenn
der Normalschnitt aus gespitzten Trochoiden 1 mit dem Radien-
verhdltnis 2 1 also aus Strecken besteht. Wegen der frei-
en Wahl der Streckenlinge ist jede Wendelflache auf cx§ Arten
Schiebfldche von Schraublinien k, die die Schraubachse s
schneiden, wobei in Satz 12 dq(cq - 02):01(d4 - d2) =2 : 1
zu setzen ist. Satz 12,3. ergibt keine weiteren Schiebkurven.

Der scheinbare UmriB der durch Rechtsschiebungen von k er-
zeugten Wendelfldche ist nach Satz 13 Hiilllbahn der Strecke 1*
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bei der Bewegung B2 [02 : (02 - cq)]. Er besteht aus der
Hiillbahn der Trigergeraden von 1*, also aus einer gespitzten
Trochoide f* mit dem Radienverhdltnis [202 (c + 02)] (siehe
etwa [24]) sowie aus den von der Streckenlange abhanglgen Bah-~
nen der Streckenendpunkte. £* ist nach Satz 13 zugleich Hull-
kurve von 0o Trochoiden k* [Ceq + c5) 201] bei den Bewe-
gungen B, [20 (c + c2)] Das ergibt wiederum den von WUN-
DERLICH [37] gefundenen Fall aus Satz 7a, wo Trochoiden ge-
spitzte Trochoiden einhiillen. Wghlt man die Strecke 1 so groR,
daB der feste Polkreis der Erzeugung von 1* mit dem Rollkreis
von B2 identisch ist, so 1st f* als CAMUS-Ba erklarbar. Nach
2.4,(14) ist daher die wahre UmriBkurve der Wendelfldche eine
der zu 1* gehdrigen Linksschiebkurven, wie schon WUNDERLICH in

[36] angegeben hat.

Satz_14b: Der scheinbare UmriB f* ein sielli tischen Wen-

delflache ép ist eine gespitzte Trochoide mit den
Badienverhé;pnighmgg2.:wggq + 02) als Bild einer Linksschieb-

mals dle Ergebnlsse des Satzes 7a abgeleltet.

2:5.4 Drehflédchen: Jene Flachen 4§, die durch Drehung quasi-
elliptischer Schraublinien mit zur Drehachse linksparalleler
Achse erzeugbar sind, sind nach Satz 12a auf vierfache Weise
Rechtsschiebflichen. Die Schiebkurven k und m haben den
Schraubparameter [(d1 + c12):(<iL,| - d2)], die Schraublinien k
4= d2):(d2 - dq)]. Der scheinbare
NetzumriB von é@ ist nach Satz 13 (cq = c, = 1) Hiillbahn von

und m den Parameter [(3d

Trochoiden k* und 'Iﬁ*[d2 : dq] bei Bewegungen mit dem Radien-
verhdltnis [d, : d,], sowie k* wnd m* [(2d; - d;) : d,] vei
Bewegungen |:d,I : (2d1 - dg)]. Es treten also wie beim Bild wvon
Regelschraubflachen reziproke Radienverhidltnisse auf.
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Hiillbahn der Trochoiden k* k* und m*
] pei Bewegungen nit den Radienverhsdltnissen
2
bzw. d, (24, - d,)]. Damit sind nochmals die Er-

gebnisse des Satzes 5 abgeleitet.

Die in diesen Fdllen nach Satz struktion
der Hiillbahn als Einhiillende von Kreisen ist nun aus der Ab-
bildung der Parallelkreise der quasie ischen Drehflache
herzuleiten (vgl. Abb.12). Der Ort der Kreismittelpunkte ist
das Bild der Drehachse s.

Beispiel 10: Wihlt man d, = 1, dy, = O , so sind k und n Ge-
raden. é@ ist - euklidisch gesprochen - eine Flache 2. Grades
nit waagrechten Kreisschnitten. Auf @ liegen die Schraublini-
en k¥ und m mit dem Schieblingenverhidltnis 1 : 2 , also kubi-
sche Kreise. Das Bild in der E*-Abbildung fiihrt auf dasselbe
Ergebnis wie in Bei 9 (Tafel VIII); wie dort 188t sich
namlich mit Hilfe der Netzprojektion zeigen, daB der schein-
bare UnriB £* wvon é@ eine Kurve 4. Ordnung mit Spitzen in den
absoluten Kreispunkten, also ein Cartesisches Oval ist. Die
oben genannten drei Kreisscharen, deren Kreise die Kurve f£* je
doppelt beriihren, gewinnt man nun als Bild der zwei Erzeugen-
denscharen von @ , sowie der Parallelkreise. Die zwei Rechts-
schiebkurven k und m von éﬁ bilden sich nach Satz 13 auf El-
lipsen k* und m* ab, die bei OLDHAMbewegungen die Kurve f*
einhiillen.

Der NetzriBl von @ bleibt gleich, wenn @ als Gesamtheit
der Tangentialebenen abgebildet wird. Diese Tangentialebenen
haben, wie mit Hilfe des Nullsystems aus 2.5.1 abzuleiten ist,
dasselbe Bild wie die Punkte einer Regelflache d?, die durch
Quasidrehung um die Ferngerade von TT entsteht. Diese FliEche
ist in Beispiel 9 behandelt worden und nun ist klar, weshalb
in den Beispielen 9 und 10 dasselbe Ergebnis auftritt, Die
waagrechten Schnitte von @ , die Ellipsen 1, haben dasselbe
Bild wie die Tangentialzylinder an @ mit waagrechten Erzeu-
genden, wenn sie ebenenweise abgebildet werden. Damit ist auch
fiir die dritte Ellipse, die sich in einem Cartesischen Oval
unter stidndiger Beriihrung (in 4 Punkten, von welchen zwei auch
konjugiert komplex sein kdnnen) umwenden 188%t, eine rdumliche
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Deutung gefunden.

oder einer Linksnetzprojektion ist ein Cartesisches Oval. Als
Bild der zwei Erz und der chten Kreise
von (¥ erhdlt man die drei Scharen der f* 4 elt beriihrenden

sowie die Tangentialzylinder mit waagrechten Erzeugenden

einhiillen (siehe Tafel VIII),.

AbschlieBend sei auf die Analogie im euklidischen Raum
hingewiesen: Unterwirft man eine euklidische Schraublinie nit
der Achse a einer euklidischen Schraubung mit zu a paralleler
Achse, so entsteht nach E. MULLER [21] eine Schiebfléche. De-
ren Normalschnitte sind nach L. BURMESTER [7] Trochoiden. Ein
euklidischer Parallelrif in eine Normalschnittebene ergibt
nach [6] als scheinbare UmriBkurve die Hiillbahn einer Trocho-
ide bei einer Zykloidenbewegung (vgl. P. MEYER [17]). Zugleich
ist die UmriRkurve Hiillbahn einer Zykloide bei einer krummen
Schiebung, deren Bahnkurven ebenfalls Zykloiden sind.
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3.1 Anzahl der bewegten Trochoiden

Die Trochoide k = [r', r ; h] werde der Bewegung
B = [R', R] unterworfen; die Radien der Polkreise sollen sich
dabei wie ganze Zahlen verhalten:

(1) r» :r=n , R' : R=0

(ngyng) = (N ,N.) = 1

Die Trochoide k geht bei Drehungen durch ganzzahlige

Vielfache des Winkels %E un ihren Mittelpunkt M' in sich

iiber und hat Inol Symmetrieachsen. Unterwirft man k der Bewe-
gung B, wobei M' einmal den Mittelpunkt O des Rastkreises der
Bewegung B umlaufen soll, so kommt k in eine Lage, die gegen-

2N
o)

iber der Ausgangslage durch verdreht ist (vgl. 1.1,

N

(2)). S0ll k nach u Uml3ufen mit der Ausgangslage zur Deckung

N
kommen, so muf -2 u ein ganzzahliges Vielfaches von 1/n

1 N
sein. Die kleinste Zahl, die dies erfiillt, ist u =

o)
1
(no,Nq)

N,

(no,Nq) N
zur » Daher wird die HUllbahn e zugleich von

/'
(nolyﬂ
konzentrischen und gegeneinander durch ganzzahlige Vielfache

237(n0’Nq)

des Winkels verdrehten Trochoiden eingehiillt.

Als Beispiel siehe k, in Tafel VII., Das Ergebnis des
Satzes 16 stimmt auch mit der Anzahl der Spurtrochoiden 1 der
Schraubschiebflache t@ aus Satz 12,2. liberein, deren Bilder
1* bei der Bewegung B, f* einhiillen (Satz 13).
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F51llt in der Ausgangslage der Arm 2:1 = OM' (vgl. Abb.”
oder Abb.3) in eine Symmetriecachse von k, so ist diese zu-
gleich Symmetrieachse der Hiillbahn e. Dreht sich 2:1 durch den

N
‘Winkel T nach 'Eq, so dreht sich k gegeniiber 211 durch - =2 T
g No em N1 Nq
nach k'. Gilt nun — T = — , also T = 277 , so ist die
Nq ng noNO

Lage von Z:J bzgl.k/| kongruent zu Jjener von L., bzgl. k in der

Ausgangslage. Somit milssen Drehungen durch gan;zahlige Viel-
fache des Winkels T die Hiillbahn e in sich iiberfiihren. Dies
sind andererseits die einzigen Deckbewegungen, wie man aus der
Anzahl jener Punkte der Hiillbahn, die vom Mittelpunkt maxima-

len Abstand haben, ablesen kann.

Das betragsmifig kleinste Vielfache von T mod 27w  ist

o 2JT(nO,N1)
N
5™ 0 N
Wird I, durch den Winkel = =T 1 gedreht, so ist k|
- . , 2 noNo , ‘
un =~ gegeniiber Zq verdreht; es f&llt [4 also wieder in
0

/I

eine Symmetrieachse von k' und damit von e.

Satz_17: Drehungen der Hiillbahn e um den Mittelpunkt O durch

- 27 (n ,N,) .
ganzzahlige Vielfache des Winkels o - fi n
n N
diese in sich {iber. e hat |——=——| Symmetricachsen.”’)
“Sﬂolngm
3.2 Anzahl der Teilkurven
Es zeigt sich, daB nicht nur im Fall |R| = |r'| die Hiill-

bahn aus zwei verschiedenartigen Teilen, ndmlich aus CAMUS-
Bahnen und der Resthiillkurve besteht. Auch bei |R| # |r'|

21y Dasselbe Ergebnis gibt C. LUBBERT in [38], (7.11) an.



- 57 -
3.3 Anzahl der Teilkurven

tritt eine solche Teilung im Reellen auf, nur zerfdllt dabei
i.allg. die Hiillbahn nicht. Es kann, wie sich zeigen wird, nur
folgendes festgestellt werden:

(16) Die reellen Hiillpunkte von k durchlaufen bei Ablauf der
der Rastebene E' i.allg. zwel Scharen von
jeweils kongruenten geschlossenen "Teilkurven'. Diese
Teilkurven konnen der nichtzerfallenden Gesanthiull-
bahn oder ciner ihrer Zerfallskurven (z.B. Resthiillbahn)
(z.B. CAMUS~Bahnen) oder erdeckte Stiicke von
Trochoiden (vgl. Satz 7a).

Die Anzahl der Teilkurven Jeder Schar soll abgeleitet
werden. Fir den Fall |R| = |[r'|] sind diese Anzahlen bereits
von J. HOSCHEK und C, LUBBERT in [14] angegeben worden.

Zundchst sei k nicht gespitzt und als zugehorige Erzeu-
gung sei jene mit kleinerem festen Polkreis p' vorausgesetzt,
also (vgl., [24], Kap.22)

(17) n>|rl .

Ein Punkt A von k ist nach 1.1 dann und nur dann ein
Hiillpunkt, wenn die Normale g in A an k den Momentanpol V der
augenblicklichen Bewegungslage der Gangebene E gegeniuber der
Rastebene E' enthdlt (vgl. Abb.1). In E erfiillen die Momentan-
pole den Polkreis P. Wenn somit A in E stetig die Kurve k
durchlduft und sich E zugleich gegeniiber E! stetig so bewegt,
daB ein Schnitt unkt V von P mit der Normalen ils der
Moment 1 ist, so beschreibt der mit A sich deckende Punkt
A' aus E' eine Teilkurve t der Hillbahn.

In der Ausgangslage falle A in einen Hauptscheitel 22) A
von k; VO sei ein Schnittpunkt von P mit der Normalen in Ao;
Aé sei der mit Ao augenblicklich zusammenfallende Punkt aus
E', Davon ausgehend sei nach stetiger Durchlaufung das Punkte-
paar A
Ao’ 1
meinsam mit V,| durch eine Drehung in AO bzw. VO iiberzufihren,
2§) Die auf Symmetriecachsen gelegenen Scheitel von k sollen

Haupt- bzw., Nebenscheitel heiBen, je nachdem, ob der Abstand
vom Mittelpunkt ein Maximum bzw. Minimum ist.

19 Vq in E das erste, das bzgl. k die gleiche Lage wie

Vo einnimmt; A, sei also wieder ein Hauptscheitel und ge-
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wobei k in sich iibergeht. Dann wiederholt sich in E' die von
Aé ausgehende Teilkurve t ab dem mit A,l sich deckenden Punkt
A! kongruent und bis auf eine noch zu bestimmende Ausnahme ist

/]

A% der erste Punkt mit dieser Eigenschaft. Eine Drehung von

E' um O, die Aé mit A% und damit auch die zugehoOrigen Momen-
tanpole auf P' zur Deckung bringt, filhrt t in sich iber. Das-
selbe gilt fiir Vielfache dieser Drehung. Der betragsmiallig

kleinste Drehwinkel dieser Drehungen sei mit Oy bezeichnet.

Andererseits geht nach Satz 17 die Gesamthiillbahn e bei
Drehungen durch den Winkel o in sich iber und o ist der

|u%/o¢|d1e Anzahl der in der Gesamthullbahn enthaltenen und
zu t kongruenten Tellkurven an. Elne geanderte Anfangslage
fihrt immer noch auf eine zweite Teilkurvenschar.

Um txt

a) |R{L |r'l : Jede reelle Normale an die Trochoide k schneidet
p', den festen Polkreis ihrer Erzeugung, reell; wegen (17)

zu bestimmen, sind Fallunterscheidungen notig:

gibt es darunter solche, die p' berlihren. Also kdnnen nicht
alle den nun im Inneren von p' liegenden Rollkreis P reell
schneiden. Der Punkt A durchl&auft nun, von Ao ausgehend, bei
der obigen Konstruktion der Teilkurve t nicht die ganze Tro-
choide k. Nachdem V einmal den Kreis P durchlaufen hat, kommt
A wieder in die Ausgangslage Ao; also f&dllt nun das Paar Aq,
V, mit Ao’ V_ zusammen. Wshrend der Momentanpol V einmal P

1 0
23N1
durchliuft, dreht er sich gegeniiber E' um O durch ‘
N
0

Das betragsmiaBig kleinste ganzzahlige Vielfache dieses Dreh-

27T
winkels mod 23 ist a% = —

N

0

Wshlt man einen Nebenscheitel als Ausgangslage, so erhdlt
man eine zweite Teilkurvenschar und denselben Winkel czt.

b) |R|> r'l Nun schneidet jede reelle Normale g an k den

auBerhalb p' liegenden Rollkreis P in zweil reellen getrennten
Punkten. Der Punkt 4 kann vom Hauptscheitel Ao aus in E stetig
die ganze Kurve k durchlaufen, wdhrend ein Punkt V der Kurven-

A

normalen g auf P wandert. Mit dem ersten Hauptscheitel, den A



- 59 -
32.% Anzahl der Teilkurven

dabei erreicht, ist aus Symmetriegrinden bereits die zur Aus-
gangsstellung bzgl. k kongruente Lage Aq, Vq gefunden. Bis
dahin hat sich, wie aus der Erzeugung von k ableitbar ist, die

23T(nq - no)

Normale g durch den Winkel gedreht; somit hat V

n
2?11'(n,| - nO)R

o
den Bogen auf dem Rollkreis P zuriickgelegt.

n
0

Diesem entspricht auf P' ein Bogen iliber dem Zentriwinkel
23‘. (n,l - nO)N,I
. Da dieser Bruch noch durch das Produkt der

n N
0" o
groBten gemeinsamen Teiler (nO,Nq)(nq - no,No) kiirzbar ist,
27 (n_,N )(n, - n_,N_)
ist in diesem Fall oy = 07 1 0’0 .

N

Wghlt man zu AO den zweiten Schnittpunkt der Normalen mit
P als Momentanpol der Ausgangslage, so erhdlt man bei gleichem
Winkel oy eine zweilte Teilkurvenschar.

In diesem Fall b) kann iibrigens eine Schar aus CAMUS-Bah~
nen bestehen, da P mit dem festen Polkreis der zweiten Erzeu-
gung von k identisch sein kann.

Kreis P in zwei getrennten oder zusammenfallenden reellen
Punkten. Ein Schnittpunkt von g mit P ist immer der zur Lage

A auf k gehdrige Momentanpol U der Erzeugung von k, Fir diesen
ergibt die obige Konstruktion eine CAMUS-Bahn als Teilkurve in
E'. Wghrend A von AO bis zum ndchsten Hauptscheitel A1 wan-

27 n p R
dert, legt U auf p' = P den Weg -——— zuriick, was
27 (g, ) (n,,IN) Ry
u% = ergibt. Da sich dabei die Normale g

jedoch durch den Winkel dreht, muB der zweite

) 23r(n1 - 2n°)R
Schnittpunkt V von g mit P den Bogen zuriick-

o

legen 25), was fir die Resthiillkurve bei n, # 2n, zu

25 Die Summe der Zentriwinkel, die zu den von U und V auf P
zurickgelegten Bdgen gehdren, ist nach dem Peripheriewinkel-
satz immer gleich dem doppelten Drehwinkel von g.



- 60 -

3,3 Anzahl der Teilkurven

2w (n N, )(n 2n_,N_)
o 0 L 0’70 fihrt. Bei n_ =1, n, = 2
t n N o] 1

(k ist eine gestreckbte PASCALsche Schnecke) gilt oy = 2 .

Der Wert lutﬁml gibt nun in den einzelnen Fdllen die An-
zahl der zu t kongruenten Teilkurven an, falls nicht bereits
ab einem Punkt Aé zwischen Aé und A% sich t kongruent wieder-
holt. Aé miilte wie Aé von einem Haupt- oder Nebenscheitel A2
von k stammen, wobeil A2 und der zugehorige Momentanpol V2 nun
nicht bzgl. k die gleiche Lage wie AO, Vo haben. Ein solcher
Scheitelhlillpunkt kann nur dann von O den gleichen Abstand wie
A! haben, wemn |R' - Rl =|r' - r| oder |R' - Rl=h oder
lr' = r| =h . Zusdtzlich stimmt in einem solchen Scheitel-
hiillpunkt nur dann die Kriimmung der Hiilllbahn mit Jjener in Aé
iiberein, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

r'h (r'=-r)h  _
r' ,R" =1 3.R=———=I",R'=————=r24)
r T

'y R' = 27' - T ,

2
2]
i

2¢e R=r'" , R' = 2r'= 1 4, R

Diese durch einfache Rechnung bestimmbaren Fglle sind die
einzigen, in welchen Zwischenlagen Aé mit obiger Eigenschaft
iiberhaupt mdglich sind und sich somit die Anzahl der Teilkur-
ven einer Schar vermindern konnte. Alle vier Fdlle sind be-
reits behandelt worden:

In 1. und 3. ist die Bewegung B die Umkehrbewegung zu
einer Erzeugung von k. Nach 1.5 arten die CAMUS-Bahnen in
Punkte aus und zwar treten in 1. lnql, in 3. |ng - n,| Stitz-
punkte auf. In 2. setzt sich nach 1.4, Satz 7a die Resthiill-
bahn wegen h > |rl| aus |2no - nql je doppelt iiberdeckten
kongruenten Kurvenstilicken einer gespitzten Trochoide zusammen.,
In Fall 4, tritt immer nur eine gespitzte Trochoide als Rest-
hiillbahn auf gegeniiber fallweise zwei CAMUS-Bahnen; dies ist
der einzige Fall in welchem die Teilkurvenanzahl tatsdchlich
von |, /e | abweicht.

Zusammengefalt erhdlt ma

zi) Mit r', T sind die Polkreisradien bei der zweiten Erzeu-
gung von k bezeichnet. Fiir diese gilt wegen (17) h < |r
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Kmf.[r', r ; h] mit h>|r| bei der Bewegung

B = [R', R setzt sich aus zwei Scharen von (i=1, 2)
kongruenten Teilkurven (im Sinne von (16)) zusammen, und zwar

n

a) |IRl¢lz!: 2z, = z ©
. , . N _ 25
b) [R|>|r']: 24 =32,=(n; =0, N) )

Ausnshme: bei R = T', R' = 27' = T gilt:

z2, = (n,| - 1, 2) 26), 2, = 1
o) IR|=l! ¢+ 2y = (M) )
bel nj =1 ,n,=2: z = INOI
bel n, # on, zp = (0g = 205, T)

Die Anzahl der Symmetrieachsen einer Teilkurve ist aus dem zu-
gehorigen zivnach Satz 1 als Wert des Quotienten

2T 2n
zu ernitteln.

%y X Zy

In gleicher Weise konnte man bei der Bewegung einer ge-
spitzten Trochoide k vorgehen. Einfacher ist es, Satz 3 zu
verwenden. Danach gibt es bei |R| # |r'| immer Bewegungen
nicht gespitzter Trochoiden mit gleicher Hilllbahn und diese
sind in Satz 18 schon behandelt. Gilt hingegen-|R|=lr'|, S0
sind alle Teilkurven als CAMUS-Bahnen erkliarbar; deren Anzahlen
gind ebenfalls schon in Satz 18 zu finden. Damit erh&dlt man

Satz 18a: Die Hillbahn der gegp}?gﬁggm@rggHQ;Qe

k = [r', v ; r] bei der Bewegung B = [R', R] setzt

sich aus Bahnen tzen sowie aus ein bis zwei

Scharen von Jje 25 kongruenten Teilkurven zusammen und zwar:

25y LUBBERT leitet in [38], Seite 92 analytisch ebenfalls die-
ses Teilergebnis ab, allerdings unter der strengeren Voraus-
setzung, daB die bewegbte Trochoide k ganz im Inneren des Roll-
kreises P der Bewegung B liegt.

26) Diese erste Schar besteht aus CANMUS-Bahnen.
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2.4 Anzahl der Hillpunkte

.......... 1
Do
2 IR 2, =
C(no?Nﬂ)< )
nN , (2n, = n )N
p) IRz 2= °° !
(no7N
o) IRI=lz'l: 2y = (ngyN) 5 zp = (ny = ngy N 5
dies ist der einzige Fall nmit zweil Scharen von Tellkurven.
bei mg fpg =21
a) IRl : z,
b) [RI>Ir'|: 2z
/‘
(2,),)
c) |Rl=|z"| : Zqy =20 -

Ausnahme: In den Fallen c¢) fallt nach F. MORLEY [20] bei

N, ¢ Nq = (no + nq) oo oder No : Nq = (2no - nq) n

eine Schar mit der Bahn der Spitzen zusammen.

O

§;4 Anzahl der unkte

Die Hiillpunkte der Trochoide k sind die Fuflpunkte der aus
dem Momentanpol V der Bewegung B an k legbaren Normalen. Diese
Anzahl ist analog zu bestimmen wie die Klasse einer algebrai-
gschen Trochoide in [5], Kap.33. Man erhilt

9P = 2 max(|n0|,|n1|,|no - nﬂl) = |n0| + lnqi + 'no -l

bei gespitzten Trochoiden vermindert sich diese Zahl un Inol.

einer nicht gespitzten Trochoide k lautet

V.= Anol + Ingl + Ing = nql. Bei Ir'|=IR]| liegen davon |n,l

reelle Hillpunkte auf den CAMUS-Bahnen. Bei gespitzten Tro-
choiden spalten gich.LpOLMSpitzen ab.

Im Laufe der Bewegung B kann sich die Anzahl vr"ggfmggf
ellen Hilllpunkte von k &dndern. Dies setzt Lagen voraus, in
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welchen mindestens zwei Hillpunkte zusammenfallen, der Momen-
tanpol V also ein Krimmungsmittelpunkt der zugehorigen Lage
von k ist. Im System von k, alsc in der Gangebene E, erfillen
die Momentanpole den bewegten Polkreis P. Schneidet nun P die
Evolute k* von k nicht reell, so bleibt Vo im Laufe der Bewe-
gung B konstant. Es lassen sich sonit aus der Gestalt von k*
hinreichende Bedingungen fiir die Konstanz von vr gewinnen:

Der Kriimmungsmittelpunkt X* zu einem reellen Punkt X der
nicht gespitzten Trochoide k = [r', r ; h] hat vom Mittel-
punkt M' dann und nur dann einen extremen Abstand, wenn

1. die Gerade M'X* auf der Tangente X*X an k* normal steht,
2. X ein Wende- oder Flachpunkt von k ist,
%3, X ein Scheitel ist.

Aus den Eigenschaften der quadratischen Punktverwandtschaft
zwischen X und X* (siehe [5] oder [24]) folgt

Ad 1. Bei h<|r| haben reelle Punkte X* mit der ver-

hr'
langben Eigenschaft von M' den Abstand Bei h>|rl
r
und dies kann wegen der zwei Erzeugungsmdglichkeiten von k im-
mer vorausgesetzt werden - gilt M'X* = |r'l.
Ad 2, Bei h>|r]| treten reelle Wende- oder Flachpunkte
' ¢ e
nur bei 0L — <2 und h3 auf,
he r' -1

Ad 3. Bei der Erzeugung von k besteht in jeder Lage der
Ort jener Punkte, welche augenblicklich einen Scheitel ihrer
Bahn durchlaufen, a) aus der Polnormalen, b) aus einem Kreis

3rr'
mit dem Durchmesser =————— ; dieser Kreis beriihrt die Pol-
2r' - r

kreise im Momentanpol (siehe [5], I, Kap.21). Ist der Punkt X
von k ein Scheitel des Typs a), also auf einer Symmetrieachse
von k gelegen, so hat der zugehorige Scheitelkrimmungsmittel-

2
hr'
punkt X* vom Mittelpunkt M' den Abstand 5 Fur
r“ * hir - ')

Scheitel des Typs b) 1liBt sich nachweisen, daB die zugehdrigen
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Krimnmungsmittelpunkte keinen absolut extremen Abstand von M
haben.

Es liegen somit bei h> |r| keine Punkte der Evolute k*
innerhalb eines Kreises b mit der Mitte M' und dem Radius

hr' e hr'2

min (|r'] .
’ rc + h(r = ') ’

r° - n(r - ')

und, falls k keine Wende- oder Flachpunkte enthalt, auBerhalb
eines Kreises B mit dem Radius
hr'2 hr'2
max (|r'], > )
r“ + h(r - ') - h(r - r'")
Liegt der bewegte Polkreis P innerhalb von b oder auBerhalb
des Kreises B, so bleibt die Anzahl Vo der reellen Hiillpunkte
von k konstant.

Die Anzahl V., ist nun aber fiir alle Kreise P innerhalb b
dieselbe, denn eine Anderung wiirde nach demselben SchluB wie
oben reelle Punkte der Evolute k* innerhalb Db bedingen."pr
ist daher als Anzahl der reellen FuBpunkte der aus M' an k
legbaren Normalen bestimmbar; es gilt somit V, = 2Ino|.

Ebenso ist fiir alle Kreise P auBerhalb B die Anzahl Yo
gleich. Man bestimmt in diesem Fall das 79, an einfachsten als
Anzahl der reellen FuBpunkte der aus einem Fernpunkt an k leg-
baren Normalen. Aus einer Parameterdarstellung

X

(r' - r).cos n,@ + h.cos (n, - n)e ,

\ . .
y = (r' - r).sin n, + h.sin (n,I - nO)W

von k findet man beispielsweise flir den Fernpunkt der y-Achse:

vr ist gleich der Anzahl der reellen Nullstellen der Glei-

chung
r.cos n,# + h.cos (n, - n )¢ = 0 fir welo, 277).

Die linke Seite dieser Gleichung stellt die Uberlagerung
zweier Kosinusschwingungen dar. Bei h>|r| hat die zweite die
griBere Amplitude und bei lnq - n0|>|nql, was gleichbedeutend

n n
ist mit =2 < O oder ; 2 1ist, auch die groflere Frequenz.

e]
n, n,
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2.4 Anzahl der Hillpunkte

Bei 0 Zo <2 msB |hin, -n)l> Irn,]l sein, da k keine
n

Wende=- oder/]Flachpunkte aufweisen darf; es verlauft also auch

in diesen zweiten Fall die zweite Kosinusfunktion in ihren

Nullstellen steiler als die erste. In jedem abgeschlossenen

Intervall, in den die zweite Funktion die Werte zwischen + r

und - r durchliuft, nuB daher genau eine Locung der obigen

Gleichung liegen. Insgesamt gibt es fir ¢ ¢fo, 2= )

2lno - n,ll derartige Intervalle.

Zusammenfassend gilt

Satz_20: Fir die Anzahl vy, der reellen Hillpunkte der Trocho-

ide k = [r', r ; h] mit h>|r| bei der Bewegung

l L] bei I{ < n lI. 1 I"
’ T t h’(r T ' ) , I h‘(I T ' )

hr'2 hI"2
2, bei |RI>max (lr'], 5

T +h(r—r')’ r" = h(r - r')

rl
und falls nicht zugleich 0 — < 2 und
r

In allen hier nicht genannten F&allen mit Ausnahme der Grenz-

falle &ndert sich v, im Laufe der Bewegung B.
Analog findet man fir gespitzte Trochoiden

Fir die Anzahl 'y, der reellen Hillpunkte der ge-

en Trochoide k = [r', r ; r] bei der Bewc-

gung B ] gilt:

r'2
1. bei |R{&Lmin (|r'l, |——1]) V, = |no

2r - r'
r'2
. : T _

2. bei |R|>max (|r', Se— ) V. |2n,] nl.
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Grenzfille: Geht der Rollkreis P der Bewegung B durch
Scheitelkrimnungsmitten von k, so gibt es einzelne Bewegungs-
lagen mit drei zusammenfallenden Hiilllpunkten, also mit sechs-
punktiger Berihrung zwischen Trochoide und Hiillbahn.

Ist der Rollkreis P mit dem festen Polkreis der Erzeugung
von k identisch, so liegen Inql reelle Hiillpunkte gleichmidBig
aufgeteilt auf den (nq,NO) CAMUS-Bahnen., Die Realitdtsver-
haltnisse der auf der Resthiillkurve liegenden Hiillpunkte, der
"Resthiillpunkte", sind in [28] ausfiihrlich behandelt. Es sei
hier nur das Ergebnis wiederholt!

k = [r', r ; n], die bei |R| = |z'| auf der Rest-

hiillkurve 1 , gilt:
. no
1. bei ;— > 1 und h>|r] %I‘= |2no nql
L n
h§ r 1 %r n,
2no n,
1 n,
2. bei = =241 und n<|rl A Ingl
2 n, N
> 1 -
hzg r - ) AL | 2n n,|
o) 1
n, 1
%2, bei —= = = und h< |l Ap = =2
n, 2
n, 1
4, bei 04 2 < - und hd|r| ?\r=|n,][
n, 2 L. L
h2 1 1 ﬁx‘ |2nO
2no nq
e
5. bei =< 0 wund bl r] AL = l2ng - n,|
n ier aneamanaert nretshiansesrerine s uee « svams  sae
7 n
llé r 1 7\r = Inql
2no - n,

In jenen Féllen, wo fiir h das Gleichheitszeichen gilt, gibt es

einzelne Lagen, wo sechspunktige Berihrung zwischen k und der

Resthiillkurve auftritt. ;g"degwggﬁgpg}lung Wurdgmdiegmg}gwgig




67
3.4 Anzahl der Hillpunkte

reeller Hullpunkt gezdhlv.

Die Er Dbnisse des Satzes 20b lieBen sich auch aus dem
Satz 20 ableiten: Bei h >|rl| beriihrt die Evolute k* von k den
festen Polkreis p' der Erzeugung von k. Ist ein solcher Be~
rihrpunkt Momentanpol der Bewegung B, so fallen zwar zwel
Hiillpunkte von k zusammen, jedoch ein auf der CAMUS-Bahn gele-
gener mit einem Resthiillpunkt (in Tafel I, Bild ¢ nimmt k,
eine solche Lage ein). Wenn keine weiteren reellen Schnitt-
punkte von k* mit p' existieren, wenn also die Spitzen von k*
entweder alle innerhalb bzw. alle auBerhalb des Kreises p'
liegen, so bleibt A_ konstant; man erhdlt %r’ indem man von
¥, aus Satz 20,2. bzw. 1. den Betrag lnql abzieht.

Bei h<|r| ist der groBere der festen Polkreise der Er-
zeugungsmdglichkeiten von k der Rollkreis P der Bewegung B.
Nun bleibt Ar nur dann konstant, wenn alle Spitzen von k* im
Inneren von P liegen und k keine Wende- oder Flachpunkte hat.
Nach Satz 20,2. ist ¥, und nach Abzug von lnql wiederun %r
zu ermitteln. Dabei ist zu beachten, daB Satz 20 nur fir
h>|r| gilt; in Satz 20 muB daher das Radienverhdltnis der
zweiten Erzeugung von k, also ' : r =nj : (nO - nq) ein-
gesetzt werden.,
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