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Was ist Geometrie?

Es wird ein Pladoyer fur die Geometrie,
jedoch . ..

Was ist Geometrie?

Genauer:

Wo liegen die Grenzen der Geometrie
innerhalb der Mathematik?

Ist die Geometrie ein Teil der Mathematik?

“Geometrie ist das, was der Geometer macht!”

Verallgemeinerung eines Satzes von
NAPOLEON: FUKUTA's theorem
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Geometrie hat etwas mit Bildern zu tun.

Aber Bilder illustrieren nur,

e sie verdeutlichen Aussagen oder
mathematische Ideen,

e sie sind Kontrolle,

e sie dokumentieren gewisse Schritte
innerhalb einer Herleitung.

Bilder ersetzen niemals einen Beweis.
Dieser bedarf jedenfalls einer Abfolge
streng logischer Schliisse.

Rechts: ‘Mathematical proofs in pictures’
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ist Professor fiir
Mathematik und Geometrie an der Uni-
versitit fiir angewandte Kunst in Wien
und Autor verschiedener Biicher im Bereich
Computer-Geometrie. Ebenfalls bei
Spektrum Akademischer Verlag ist von ihm
erschienen: Geometrie und ihre Anwen-
dungen in Kunst, Natur und Technik sowie
Der mathematische Werkzeugkasten.

ist Professor fiir
Mathematik an der Freien Universitét Berlin
und am DFG-Forschungszentrum MATHEON.
Er hat mehrere Fachbiicher zur mathemati
schen Visualisierung und unterhaltsame
Videos zur Mathematik im Springer-Verlag
verdffentlicht, wie das preisgekronte Video
MESH und die DVD zum MathFilm Festival
2008.

Umschlaggestaltung
wsp design Werbeagentur GmbH, Heidelberg
unter Verwendung einer Aufnahme von

Jos Leys, wwwjosleys.com

Wie sieht eine Kurve aus, die die ganze Ebene oder den Raum vollstandig ausfillt? Kann man einen
Polyeder flexibel bewegen, ja sogar umstiilpen? Was ist die projektive Ebene oder der vierdimensio-
nale Raum? Gibt es Seifenblasen, die keine runde Kugeln sind? Wie kann man Wirbel und die
komplizierte Struktur von Strsmungen besser verstehen?

In diesem Buch erleben Sie die Mathematik von ihrer anschaulichen Seite und finden faszinierende
und bisher nie gesehene Bilder, die illustrative Antworten zu all diesen Fragestellungen geben. Zu
allen Bildern gibt es kurze Erklirungstexte, viele Literaturhinweise und jede Menge Web-Links mit
weitergehenden Informationen.

Das Buch ist filr alle Freunde der Mathematik, die nicht nur trockenen Text und endlose Formeln
sehen wollen. Vom Schiiler bis zum Lehrer, vom Studenten bis zum Professor. Die Bilder sollen sie alle
inspirieren und anregen, sich mit diesem oder jenem vermeintlich nur Insidern vorbehaltenem
Thema zu beschiftigen. Lernen Sie die Mathematik von einer ganz neuen und bunten Seite kennen.

Die Neuauflage ist vollstéindig durchgesehen und um acht Doppelseiten mit weiteren spekta-
kuléren Bildern erganzt.

Die durchweg exzellenten grafischen Veranschaulichungen geben gute Beispiele, wie man elegant und sauber argumentiert.
Mage dieses Buch vi rinnen und Leser zur Mathematik verfiihren.” <t17/09

,In den Bildern der Mathematik* kann man nach Herzenslust schmakern. Denn die einzelnen Mathematik-Happchen und
Kleinen Geschichten sind zwar thematisch geordnet, bauen aber nicht aufeinander auf: So st dieses Buch ~ fir ein mathematisches
Sachbuch sicher erstaunlich - sogar fiir den Nachttisch geeignet.” Deutschlandradio Kultur

.-~einfach ein wundervolles Buch, das keine Wiinsche offen lisst, zumal die zahlreichen Literaturhinweise zum Weiter-
machen animieren.” Thomas Sonar, Mathematische Semesterberichte
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2. Auflage

Bilder der
Mathematik

GenieRen Sie die Schonheit und Faszination
der Mathematik auf mehr als 300 reich be-
bilderten Seiten zu den Themen:

Polyedrische Modelle
Geometrie in der Ebene

Alte und neue Probleme

Formeln und Zahlen

Funktionen und Grenzwerte

Kurven und Knoten

Geometrie und Topologie von Flachen
Minimalfiichen und Seifenblasen
Parkette und Packungen
Raumformen und Dimensionen
Graphen und Inzidenzen

Bewegliche Formen

Fraktale Mengen

Landkarten und Abbildungen

Formen und Verfahren in Natur

und Technik

& | @ B [

G. GLAESER, K. POLTHIER: Bilder der Mathematik.
Spektrum, Akademischer Verlag, 2. Aufl., August 2010

Es ist eine Herausforderung (vor allem fiir Geometer), attraktive Illustrationen zu
mathematischen Aussagen herzustellen, und auch dies erfordert Mathematik.
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Geometrie und Bilder

Auch weniger professionelle Bilder konnen
mathematische Aussagen vermitteln.

Max FRrRiscH (1911-1991):

Don Juan oder Die Liebe zur Geometrie
Komodie in funf Akten

DoN JUAN (zu DON RODERIGO): ... Was ist feierlicher als zwei Striche im
Sand, zwei Parallelen? Schau an den fernsten Horizont, und es ist nichts an
Unendlichkeit; . . . und schau in die MilchstraBe empor, es ist Raum, dass dir der

Verstand dampft, unausdenkbar, aber es ist nicht das Unendliche, das sie allein dir
zeigen: zwei Striche im Sand, gelesen mit Geist.
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Geometrie, ein Kulturgut durch Jahrtausende

Geometrie spielt in “idealen Raumen”, die
nichts mit unserem physikalischen Raum zu
tun haben mussen.

Schon Euklid (ca. 365-300 v.Chr.)  war
bewusst, dass das Parallelenaxiom niemals
experimentell nachweisbar ist.

Rund 2000 Jahre spater bewies Janos BOLYAI
(1802-1860), Offizier und Lehrer an der k.k.
Militarakademie in Wien, dass es auch eine
nichteuklidische Geometrie gibt, in welcher das
Gegenteil zum Parallelenaxiom zutrifft.
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Bilder sind stets hilfreich

Geometrie beschaftigt sich mit Raumen verschiedenster Art und Dimension.

Bereits vor A. EINSTEIN
war das geometrische
Modell der Raum-Zeit-
Welt, die pseudoeukli-
dische oder Minkowski
Geometrie bekannt.

Es gibt auch Bilder der
vierdimensionalen Raum-Zeit-
Welt (xz,y, z,t). Zielfotos
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Was ist Geometrie?

Bill CASSELMAN: Mathematical lllustrations
A Manual of Geometry and PostScript
Cambridge University Press 2005

In rendering mathematics in images, a person is
forced to understand the essentials of an argument
rather than to get lost in detalils.

The magic of geometry in mathematics, even at

the most sophisticated level, is that geometrical
concepts are somehow more visible than others.
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Am

Was ist Geometrie?

besten ist eine Definition durch

Aufzahlung der Fachgebiete innerhalb der
2010 Mathematics Subject Classification der
American Mathematical Society

51
52
53
14
54
57

GEOMETRY

CONVEX AND DISCRETE GEOMETRY
DIFFERENTIAL GEOMETRY
ALGEBRAIC GEOMETRY

GENERAL TOPOLOGY

MANIFOLDS AND CELL COMPLEXES

Dazu kommt noch die Geometrie in Natur-
wissenschaften und Technik
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CEOMETRIE.
LIVRE PREMIER.

Des problefmes qion peut confEraire fans
_y employer que des cercles ¢ des
lignes drostes.

g oee?e Ou s les Problefmes de Geometrie fe
KSR B2t peuuent facilement reduire a tels termes,
qu'iln’eft befoin parapres que de connoi-
%‘, ol fre lalongenr de quelques lignes droites,
AELEE B pour les conftruire.

Et comme toute |’ Anthmetique n’eft compofée, que comme:
de quatre ou cinqoperations, qui font I'Addition, la's cilew
Souftra&ion, la Multiplication, la Diuifion, & I'Extra- thmeri
ion des racines, qu’on peut prendre pour vae efpece 1% &

de Divifion : Ainft n'at’'on autre chofe a faire en Geo- ::fxpc?;c
metrie touchant les lignes qu'on cherche, pour les pre- 2;‘::,:“
pareraeftre connués, que feur en adioufter d"autres , ou tue.
enofter, Oubien en ayant voe, que e nommeray ['voié

pour la rapporter d’asrant mieux aux nombres , & qui
peutordinairement eftre prfe adifcretion, puis enayant

encore depxautres, en trouuer voe quatriefme , qui foit
al'vnede cesdeux,comme Pautre eft al'vnité, ce quieft

le mefme que laMultiplication ; oubien en trouuer yne

quacrie{me, qui foital'voedecesdeuyx, comme lvnice
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Geometrie und Schonheit

W. WUNDERLICH: Geometrie und Schonheit
Antrittsrede als Rector magnificus der Technischen
Hochschule in Wien, 1964:

. .. der Mathematiker kann bei gegebenem Anlass nicht
umhin, eine Theorie, eine Methode, eine Anwendung,
einen Beweis als “schon” zu bezeichnen, weil sie thm aus
dem Rahmen des Gewohnten hervorstechend erscheinen.

... beim Geometer kommt uber die rein gedankliche
Schonheit hinaus noch die visuelle Schonheit hinzu, also
die sinnliche Freude bei der Betrachtung von materiellen
oder vorgestellten Gebilden . . .

Links: Hotel de ville, Paris
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Geometrie ist eine Grundlagenwissenschaft.
Das zeigt schon ihre historische Entwicklung.

Die Geometrie war die erste Wissenschaft
mit einem streng deduktiven Aufbau. Auf
der Basis von Axiomen wurde ein ganzes
Gedankengebaude aufgebaut.

Die letzten Bausteine stammten von
D. HILBERT (1862-1943), bevor K.
GODEL (1906-1978) in seinem beriihmten
Unvollstandigkeitssatz nachwies, dass immer
wieder Fragen ubrig bleiben, die auf der Basis
des Axiomensystems nicht beantwortbar sind.
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Geometrie und ihre Anwendungen

Die wichtigste Rolle der Geometrie
iInnerhalb der Mathematik, in den
Naturwissenschaften, Medizin und
Technik ist es, Modelle anzubieten und
dadurch Visualisierungen zu ermoglichen.

Dies zeigen die vielfaltige Verwendung
des Begriffes Raum (Funktionenraum,
Farbraum) sowie die Wortkombination
mit -geometrie (Zahngeometrie, Lenk-
geometrie).

Geometrie steht oft auch als Pseudo-
nym fur metrische Eigenschaften, die
Abmessungen irgendwelcher Objekte.
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Bilder als Informationstrager

Bilder dominieren die Information.

Ohne Bilder konnten wir uns in
arabischen oder ostasiatischen Landern
kaum zurecht finden.

Daten jedweder Art (z.B. Statistiken)
werden zumeist in Form von Graphiken
prasentiert.

Medizin ohne bildgebende Verfahren ist
heute undenkbar.
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Die ‘Geometrie’ bestimmt gewisse Prozesse

Aus der Molekularbiologie: In der Architektur ist zumeist das auBere
Erscheinungsbild entscheidend.

Die Bindungen von Protein-
molekulen mit Liganden erfolgen =
bevorzugt an gewissen Nischen. Guggenheim-Museum Bilbao

S = S o
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‘Geometrie’ hei3t ‘Erdmessung’

Geometrie im Wortsinn bedeutet ‘Erd-
messung’.

Diese Aufgabe ist inzwischen von der
Geodasie ubernommen worden, die oft
voll-elektronisch als 'remote sensing’
(Fernerkundung) lber Satelliten erfolgt
und als GPS in jedem Auto oder
Wanderrucksack Platz findet.

Ohne Geometrie (Markscheidewesen)
hatte die Bergung der 33 Bergleute in
Chile niemals stattfinden konnen.
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Der Rettungsplan

fiir die 33 eingeschlossenen Bergleute

Es wird ain vertikaler
Schacht gebohn, durch
den die Barglaute
herausgeholl wardan,
Spezialbohrgerit
«SHrata 950"

- Hydraulischer Bahrer
« Gewicht: 301

Bohrungen
Zugangssicilen

Zundchst wird ain Loch mil einem
Duerchmessar von 33 em geboalirt,
dann vengriBert ein Matallbohrar
den Durchmesser auf 68 om

Bohrforischritt: 10 bis 15 m pro Tag

Grubaneinstirzs
blockieran Zugang

Meu gebohrier
Varsorgungsschacht
(Wasser, Mabrung,
Fommunikation,
Luftzuduhr)

| stollenbersich mitden -~
gingeschlossenen 7

Bergleuten .-"r
Lage: 688 m Tiet II 5,,,5..5'%“' 5.,;
- age: m g | e Bau 5
= Lange: 1,8 km \ 3 bis 4 Monale §
* Temparatur: 35°C %, S Bergung der Kumpel:

. » Luftfeuchtigkeit: 88 % ‘\ /r' Einzeln par Sail

" —————— -
Db, Minore Sat Esabare AHE
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Geometrie und Kunst

WA

il

\\

Zwischen Geometrie und Kunst gibt es seit
Jahrhunderten ein befruchtendes Wechselspiel

Rechts: Johannes Vermeer van Delft
De Schilderkunst [Die Malkunst]
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Die Rolle der Darstellenden Geometrie

Definition: Die Darstellende Geometrie ist
eine Methode, um dreidimensionale Geometrie m\z
anhand von ebenen Bildern zu studieren.

Sie ermoglicht einen Einblick in die Stuktur QN
. . . . u .

unc! metrischen Elgenschaftgn von raumlichen riggeben fr'SSeben

Objekten, Prozessen und Prinzipien.

Typisch fur die Darstellende Geometrie ist das
Wechselspiel

e zwischen der Raumsituation und deren
Darstellung,

e zwischen anschaulicher Interpretation und
streng logischem SchlieBen.
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Kinematik, das Paradies der Geometer

Die Kinematik (Getriebelehre) in
Dresden hat Weltruhm — ausgehend
von L. Burmester, H. Alt, K. Kutzbach,
W. Lichtenheldt, . ..

Neben aktuellen Gebieten wie Robotik
und Biomechanik besteht in Industrie
und Gewerbe nach wie vor Bedarf an
neuen Mechanismen.

Im kommenden Jahr gibt es den
groBe IFToMM 2011 World Congress in
Guanajuato/México mit mehr als 1000
Teilnehmern
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. . . und personlich

Wozu Geometrie?

Well sie ein Leben bereichern
und erfullen kann.
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