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Zusammenfassung

Es ist seit langem bekannt, dass Schrégzahnflanken {iber Stirnrddern
mit Evolventenverzahnung von Schraubtorsen gebildet werden. Dass die-
se Flidchen eine gleichférmige Bewegungsiibertragung auch zwischen wind-
schiefen Drehachsen ermoglichen, wurde erst in den letzten Jahren entdeckt
und wird im Folgenden auf darstellend-geometrische Weise begriindet.

1 Einleitung

Zahnrédergetriebes haben die Aufgabe, Drehungen des Antriebsrades ¥; (Achse
P10, Winkelgeschwindigkeit wyg) auf jene des Abtriebsrades ¥y (Achse pgg, Win-
kelgeschwindigkeit wog) zu iibertragen, und zwar in der Regel gleichférmig®, also
mit einem konstanten Ubersetzungsverhiltnis

1= w20/w10 = konst. (1)

Je nach Lage der Achsen zueinander unterscheiden wir

‘ Verzahnung ‘ Achsen p1g, p2o | Zahnrdder ‘
ebene Verzahnung parallel Stirnrader
sphérische Verzahnung schneidend Kegelrader

Hyperboloidrider (z.B.

rdumliche Verzahnung windschief Schneckenréider bei pro L pao)

Die weitaus héufigste Verzahnungsart fiir parallele Achsen ist die Evolven-
tenverzahnung (Abb. 2). Dabei konnen die Zahnridder entweder als Zylinder-
flichen mit den Stirnréddern als Querschnitt gefertigt werden oder aber auch als
Schréigzahnflanken in Form von Schraubflichen (Abb. 1). Die dabei entstehen-
den Flankenflichen sind bekanntlich Schraubtorsen, also die Tangentenflichen
von Schraublinien (Abb. 3, vgl. etwa [1, 6]). Die Beriithrkurve zwischen zwei in

'Es gibt auch ungleichférmig iibertragende Flankenpaare, doch bleiben diese hier aufler Acht.



Eingriff stehenden Zahnflanken ist dabei geradlinig und die gemeinsame Tangen-
tialebene ldngs dieser Beriihrstrecke konstant.

Nun hat der Australier Jack PHILLIPS kiirzlich entdeckt und in seinem Buch
[3] sehr ausfithrlich und reich illustriert dargestellt, dass Schraubtorsen sogar
noch bei zueinander windschiefen Drehachsen pqg, poo als Flankenflichen fiir ei-
ne gleichférmige Bewegungsiibertragung verwendbar sind. Dies ergibt dann al-
lerdings eine Punktverzahnung, also mit einer in der Regel nur punktférmigen
Beriihrung zwischen den Zahnflanken. Doch ist letzteres bei windschiefen piq, pag
der Normalfall.

Abbildung 1: Schrigzahnflanken zur Evolventenverzahnung

Diese rdaumliche FEvolventenverzahnung hat folgende bemerkenswerte zusétz-
liche Eigenschaft: Das Ubersetzungsverhéltnis ¢ hingt nur von den Abmessungen
der beteiligten Schraubtorsen ab, nicht aber von der relativen Lage der Dreh-
achsen pig, poo zueinander. Diese Verzahnung ist also unempfindlich gegeniiber
Montagefehlern.

Im Folgenden wird diese neue Verzahnungsart kurz vorgestellt und begriindet,
wobei vorwiegend darstellend-geometrische Methoden benutzt werden und nur
die Grundlagen der ebenen Kinematik vorausgesetzt werden. Gleichzeitig soll dies
dazu anregen, im Unterricht aus Darstellender Geometrie derartige Zahnrader mit
einer 3D-Modellierungssoftware zu entwerfen und das entstandene Zahnraderge-
triebe dann auch noch zu animieren.?

2Ein Beitrag von W. RATH mit Tipps zur Modellierung mittels MicroStation ist fiir das
kommende Heft geplant.



2 Kinematische Grundlagen

2.1 Ebene Verzahnungen
Fiir ebene Verzahnungen gilt bekanntlich (vgl. [1, 6])

Satz 1 (Ebenes Verzahnungsgesetz) Die Kurven c¢; aus ¥y und ¢y aus X
sind genau dann Zahnprofile fiir eine gleichformige Bewegungstibertragung, wenn
die Fingriffsnormale e, also die gemeinsame Normale im Berihrpunkt E, stets
durch den Relativpol 12 geht. Dabei teilt 12 die Strecke zwischen den Radmitten
01, 02 wm Verhdltnis
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Abbildung 2: Evolventenverzahnung mit der konstanten Eingriffsnormalen e

Die von L. EULER (1765) entwickelte (ebene) Fvolventenverzahnung ist ge-
kennzeichnet durch die Eigenschaft, dass alle Eingriffsnormalen e zusammenfal-
len (Abb. 2). Die Zahnprofile ¢y, ¢y sind Kreisevolventen. Diese ergeben bei Ver-
schraubung um die jeweilige Drehachse Schraubtorsen. Dabei ist die Evolute g;
der Kreisevolvente c¢; die Spurkurve des Drehzylinders durch die Gratlinie der
jeweiligen Torse (Abb. 3). Nachdem von den Profilkurven nur spitzenfreie Bogen
verwendbar sind, treten bei den Flankenflachen nur Bereiche aulerhalb der Grat-
linie auf, die damit zur Génze auf nur einem Mantel der Torse liegen.

Die ebene Evolventenverzahnung weist gegeniiber anderen ebenen Verzah-
nungsarten die folgenden Vorteile auf:

(i) Bei konstantem wyo lauft der Eingriffspunkt E relativ zum Rastsystem >,
auf der konstanten Eingriffsnormalen e mit konstanter Geschwindigkeit.
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(ii) Die iibertragende Kraft hat die konstante Wirkungslinie e und ist daher bei
konstantem Antriebsmoment ebenfalls konstant.

(iii) Das Ubersetzungsverhéltnis i = wyg/wyp ist unempfindlich gegeniiber Mon-
tagefehlern.

Es wird sich herausstellen, dass alle diese Eigenschaften auch noch auf die rdum-
liche Evolventenverzahnung zutreffen.

2.2 Raumliche Verzahnungen

Zunichst ein wichtiger Hilfssatz iiber rdumliche Verzahnungen:

LI

Abbildung 3: Schraubtorse als Tangen-  Abbildung 4: Beweis des Satzes 2
tenflache einer Schraublinie

Satz 2 Mittels der Flankenflichen ®1 aus ¥ und ®5 aus 3o werde eine Drehung
von X1 um pio Ubertragen auf jene von Yo um pog.

Dann legt ein einziger Berihrpunkt E zwischen ®1 und ®o bereits das augen-
blickliche Verhdltnis i = weg/wio der Winkelgeschwindigkeiten fest. Dieses hdngt



allerdings nur von der Fingriffsnormalen e, also der gemeinsamen Normalen der
Flankenfldchen im FEingriffspunkt E ab gemdf$ der Formel

w Q7 sin
j= 20 17T (2)
W10 Qg S111 (o
Daber sind &j und «; orientierter Abstand bzw. Winkel® zwischen e und der
Drehachse pjo fiir j =1,2.

Beweis: Sei gvq der augenblickliche Geschwindigkeitsvektor des Eingriffspunk-
tes E gegeniiber Yy. Dann ist diese Absolutgeschwindigkeit zusammenzusetzen
aus der Fiihrungsgeschwindigkeit gv;o, die £ bei der Drehung des Rades X, ge-
geniiber X, erfdhrt, und der Relativgeschwindigkeit gpv;, mit welcher E sich auf
der jeweiligen Zahnflanke ®; € ¥; veréndert. Das fithrt zu

EVo = EVi0 + EV1 = EV2 + EV2, (3)

Nachdem gv; und gvy parallel zur gemeinsamen Beriihrebene ¢ sind, miissen die
in der Richtung von e verlaufenden Komponenten von gvyy und gvgy iiberein-
stimmen.

Zur Feststellung der Grofle dieser Komponenten betrachten wir zunéchst das
erste Rad und wéhlen pjp und e parallel zur Aufrissebene (siche Abb. 4): Ist
der von der Drehung um p;¢ stammende Geschwindigkeitsvektor pvig unter dem
Winkel ¢ gegeniiber der Aufrissebene geneigt, so erhalten wir als Léange des Auf-
risses gV,

Twig cos @ = (T cos p)wig = awig, (4)

wobei r = Epyg ist. Wir erkennen, dass diese Aufrisslange fiir alle Punkte von e
gleich ist. Thre Komponente in Richtung der gewéhlten Orientierung von e betrégt
—w1pQ1 sin aq, was mit (3) zur Gleichung

—wlo&\l sin o] = _(.L)Qoag sin [6%) (5)
fithrt und nach einer einfachen Umformung weiter zu (2). O

Korollar 3 (Riumliches Verzahnungsgesetz) Die Flichen ®1 und ®, sind
genau dann Zahnflanken fiir eine gleichformige Bewegungstibertragung von ¥
auf 39, wenn die Fingriffsnormalen e in allen Beriihrpunkten E die Gleichung
(2) erfillen, wobei a; und «; fir j = 1,2 den orientierten Abstand bzw. Winkel
zwischen e und der Drehachse pjo bezeichnen (siehe Abb. 5).

3Um Abstand und Winkel vorzeichenbehaftet angeben zu kénnen, mufl neben den Orientie-
rungen der Drehachsen pig, p2g auch noch eine der Eingriffsnormalen e willkiirlich festgesetzt
werden.



Bemerkung: Die Gleichung (2) definiert einen linearen Geradenkomplex, den Nor-
malenkomplex der Relativbewegung Yo /3. Stellt man die Drehachsen pyg, pao, die
orientierte Eingriffsnormale e und die Momentanschraube von ¥, /%, durch duale
Vektoren p, . P, € bzw. g, dar (siehe z.B. [2, 4]), so folgt (2) unmittelbar aus
der Gleichung des Normalenkomplexes

q,-e= (wgogm - wloglo).g € R <= wyyisrsinay — wiply sina; = 0.

3 Raumliche Evolventenverzahnung

Die raumliche Evolventenverzahnung wird nach J. PHILLIPS [3] definiert durch
die Figenschaft, dass jeder Eingriffspunkte F gegeniiber ¥, auf einer konstanten
Eingriffsnormalen e verbleibt. Dabei mufl nur vorausgesetzt werden, dass e keine
der Drehachsen piy oder pog schneidet und auch zu keiner orthogonal ist.

Die Konstanz von e garantiert nach Satz 2 bereits ein konstantes Uberset-
zungsverhéltnis. In den verschiedenen Postionen des Eingriffspunktes F € e
sind die gemeinsamen Tangentialebenen ¢ an die Flankenflichen &, ®, stets or-
thogonal zu e. Wie sehen mogliche Flankenflachen iiberhaupt, welche Kurven
durchléuft F auf den Flachenflichen ?
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Abbildung 5: Die Lage der Eingriffsnormalen e zu den Radachsen p1q, pag

3.1 Relativbahnen des Eingriffspunktes

Um festzustellen, welche Bahn s; der Eingriffspunkt E relativ zu ¥; auf &
beschreibt, beachten wir: ¥; /3 ist eine Drehung um pjo, und relativ zu X lauft
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E auf e. Somit liegt die Relativbahn s; auf dem einschaligen Drehhyperboloid 114
durch e mit der Achse piq.

Nachdem der Eingriffspunkt E stets auf der Flankenfliche ®; liegen mu$,
deren Tangentialebene € in £ zu e normal ist, ist die Tangente an s; in E ortho-
gonal zu e (vgl. Abb. 5). Die gesuchte Relativbahn s; ist somit eine orthogonale
Trajektorie einer Erzeugendenschar des Drehhyperboloids IT; (Abbn. 6 und 7).

S1

Abbildung 6: Relativbahn s; als Orthogonaltra-

jektorie einer Erzeugendenschar des Drehhyper-

boloids II; samt Teil der ldngs s; orthogonal — Apbildung 7: Relativbahn s
durchsetzenden Schraubtorse ®, (‘Bettfedernkurve’)

3.2 Flankenflichen der Evolventenverzahnung

Die einfachste Zahnflanke ®; entsteht als Hiillfliche der Eingriffsebenen e,
withrend E eine Relativbahn durchléuft.* Dass dies eine Schraubtorse ist, wel-
che das Drehhyperboloid II; ldngs s; orthogonal durchsetzt, 148t sich wie folgt
zu begriinden (siche Abb. 8):

Wenn wir das Rad ®; mit der konstanter Winkelgeschwindigkeit wyy drehen
und F gleichzeitig derart auf s; laufen lassen, dass E gegeniiber ¥, auf e verbleibt,
so bewegt sich F lings e mit der (im Sinne von e orientierten) Geschwindigkeit
(vel. (5))

EVoj1 = —wip0y sin oy = konst. (6)

4Bei einer Punktverzahnung ist *theoretisch’ nur der Flichenstreifen lings s; wesentlich.
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Abbildung 8: Geschwindigkeiten von F und S

Aus deren Konstanz folgt, dass sich auch die durch F gehende Eingriffsebene e
gegeniiber ¥y mit konstanter Geschwindigkeit léings e verschiebt. Demnach hat
auch ihr Schnittpunkt S mit der Achse p;( eine konstante Geschwindigkeit. Diese
lautet im Sinne der Orientierung von pjo (siehe Abb. 8; e und pjq liegen wieder
aufrissparallel)

SUp = —wipQ tan ay. (7)

Nun zur Bewegung von e gegeniiber Y;: Die Eingriffsebene € dreht sich um p
mit —wyg, wihrend sie sich gleichzeitig ldngs pip mit der Geschwindigkeit gy
verschiebt. Die Hiillfliche @, ist somit eine Schraubtorse (siche Abb. 9) mit dem
Radius r; = @; und dem Schraubparameter

hl = 5% = El/\l tan 7. (8)

—Wwio0

®, ist durch e bis auf Verschiebungen langs p;o oder Drehungen um p;g bestimmt.

3.3 Koordinatendarstellung der Relativbahnen

Wiéhlt man ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Koordinatenebene z = 0
den Kehlkreis des Hyperboloids II; enthélt, so 148t sich die durch den Punkt



Abbildung 9: Schraubtorse ®; mit Relativbahnen s;

(@1,0,0) gehende Relativbahn wie folgt parametrisieren:

x(t) cost sin vy sin't
y(t) = a; | sint | +aytsinay | —sinajcost | =
2(t) 0 cos
cost —sint
= sint — aitsin® oq cost
ttan aq tan oy

Dabei ist t als Zeit gewdhlt und w;g = 1. Die erste Darstellung bezieht sich auf
sy als Flachenkurve des einschaligen Drehhyperboloids II;. In der zweiten Zeile
wird s; als Flachenkurve der Schraubtorse ®; gezeigt (vgl. Abb. 6).

4 Hauptsatze

Satz 4 (Erster Hauptsatz) Schraubtorsen ®1, &y mit den Achsen pig bzw. psg
und mit der konstanten Eingriffsnormalen e als Fldchennormale sind passende
Zahnflanken fiir eine raumliche Evolventenverzahnung mit Punktberihrung.

Satz 5 (Zweiter Hauptsatz) Werden zwei Schraubtorsen ®q1,®y derart posi-
tioniert, dass sie einander in einem Punkt E bertihren, und werden ihre Achsen



P10, P20 nun fiziert, so sind ®1 and Py passende Zahnflanken fiir ein konstan-
tes Ubersetzungsverhdltnis, gleichgiiltig, ob die Achsen parallel, schneidend oder
windschief sind. Das Ubersetzungsverhdltnis gentigt der Gleichung

W90 71 8in g

w10 T9 sin [6%)

mit r; als Radius des Gratzylinders und h; = r;tan «; als Schraubparameter von
®; fir j = 1,2. Das Ubersetzungsverhdltnis ist somit unabhdngig von der relativen
Lage der Radachsen.

Beweis:  Wir beginnen mit einer Lage, in welcher ®; und ®, einander in E
berithren. Dreht sich nun X;, 7 = 1,2, mit konstantem w;p um pj;o und lauft
E gleichzeitig entlang s; mit einer geeigneten Geschwindigkeit, so bewegt sich
E nach (6) gegeniiber ¥, auf der gemeinsamen Flachennormalen e mit der Ge-
schwindigkeit gvg; = —wjorjsina; (siche Abb. 8). Die anféingliche Beriihrung
bleibt erhalten, sofern stets pvgy = gvgj2 gilt. Dies ist nach Satz 2 dquivalent
zum konstanten Ubersetzungsverhéltnis .

Die Invarianz des Ubersetzungsverhiltnisses héngt auch damit zusammen,
dass sdmtliche Fldchennormalen einer Schraubtorse denselben Abstand von der
Achse und denselben Winkel mit der Achse einschlieflen. 0

Neu gegeniiber [3] ist

Satz 6 Wdhrend der gleichformigen Bewegungstibertragung mittels zweier
Schraubtorsen ®1, ®y bleibt der im Eingriffspunkt E auftretende Winkel zwischen
den Torsenerzeugenden gy C ®1 und go C Py konstant. Dieser Winkel ist kon-
gruent zum Winkel 6, welcher von den gemeinsamen Normalen ny,ny zwischen e
und den Achsen pyg bzw. pey eingeschlossen wird (Abb. 5).

Beweis: Die Erzeugenden g; C ®; und g» C P, sind ebenso wie die gemeinsamen
Normalen n; und ns orthogonal zu der in ¥ festen Eingriffsnormalen e. Zuséatzlich
ist gj, 7 = 1,2, orthogonal zu n; (siehe Abb. 8). Also sind < g1g, und % nyny als
Normalwinkel zueinander kongruent (siche auch Abb. 5). O

Im Sonderfall 8 = 0 entsteht

Korollar 7 Werden zwei Schraubtorsen ®1, ®, derart platziert, dass sie einander
lings einer Erzeugenden beriihren, so bleibt diese Linienberiihrung wdhrend der
gleichférmigen Bewegungsiibertragung bestehen. In diesem Fall liegen alle Ein-
griffsnormalen in derselben Parallelebene zu den beiden Achsen.®

5Die Frage, ob es noch andere evolventenverzahnte Flanken mit Linienberiihrung gibt, wird
in [5], Theorem 5 positiv beantwortet.
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Abbildung 10: Evolventerverzahnte Rader samt effektiven Relativbahnen; e ist
die konstante Eingriffsnormale

Abb. 10 zeigt zwei in Eingriff stehende evolventenverzahnte Zahnréder zum
Ubersetzungsverhaltnis i = —2/3 mit den Zdhnezahlen z; = 18 und z, = 27.
Die zwei Radachsen p1g und pog sind windschief bei ag = 21.35°, ap = 117.01.
Die gewihlte Eingriffsnormale e ergibt ay = —60.0°, a; = 45.0, ap = 76.98°,
a1 = 60.0. Der Winkel zwischen den jeweils treffenden Torsenerzeugenden ist
0 = 14.0°. py2 ist die Achse der Relativbewegung ¥5/3. Die auf den Zahnflan-
ken eingetragenen Kurvenbogen zeigen die effektiven Relativbahnen des Eingriffs-
punktes. In [5] sind auch noch Ansichten der Zahnflanken in Richtung von e sowie
— zur Kontrolle des Flankenspiels — normal zu e gezeigt.
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