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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird die klassische Theorie der ebenen Kegelschnitte, ins-
besondere der Ellipse und Hyperbel, auf die Sphére iibertragen. Anhand einer grofsen
Anzahl von Abbildungen wird versucht, die geometrischen Inhalte und Problemstellun-
gen moglichst verstindlich und ,schiilerfreundlich” zu gestalten. Computeranimationen
zu den wesentlichen Inhalten dieser Arbeit sollen weiters eine Briicke zwischen altbekann-
ter Theorie und den modernen Medien, welche mittlerweile eine grundlegende , Disziplin‘
der Darstellenden Geometrie einnehmen, darstellen. Die Arbeit ist in drei Kapitel ge-
gliedert, wobei stets versucht wird, die Analogie zwischen der Ebene und der Sphére

herzustellen.

Im ersten Kapitel meiner Arbeit werden die notwendigen Grundlagen der sphérischen
Geometrie, insbesondere der sphérischen Dreiecke behandelt. Weiters wird die gnomo-
nische Projektion untersucht, da diese im Folgenden von grofer Bedeutung fiir den Zu-

sammenhang zwischen sphérischen und ebenen Kegelschnitten sein wird.

Im zweiten Kapitel wird ausgehend von der Brennpunktsdefinition der sphérische Ke-
gelschnitt als Schnittkurve zwischen Kugel und quadratischem Kegel erzeugt. Neben der
Konstruktion von DE LA HIRE wird auch die projektive Erzeugung der Kegelschnitte
behandelt.

Im letzten Abschnitt werden verschiedenste Anwendungen, praktischer als auch theore-
tischer Natur besprochen. Der Schwerpunkt liegt dabei auf dem OMEGA Navigations-
verfahren und der sphérischen Version des Peripheriewinkelsatzes. Weiters werden noch

Beispiele zum Losen von Kegelschnittsaufgaben sowie der Satz von Ivory vorgestellt.

Alle Bilder wurden in Open Geometry |7| erstellt und in Corel Photo Paint beschriftet.
Die Computeranimationen entstanden aus einer Serie von Bildern, welche in Open Geo-
metry erstellt, und mit Hilfe der Rad Video Tools [14] in Videodateien exportiert wurden.
Mathematische Grundlagen, welche nicht Gegenstand dieser Arbeit sind, jedoch laufend

fiir Berechnungen herangezogen wurden, werden im Anhang zusammengefasst.

Die Animationen sowie die gesamte Diplomarbeit sind auf der beigelegten CD vorhanden.

Ebenso konnen die Dateien unter
www.geometrie.tuwien.ac.at/rath/student /tranacher

gefunden werden.
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1. Grundlagen

1.1. Kugelkoordinaten

Héufig wird in der Ebene ein Punkt P mit Hilfe seiner kartesischen Koordinaten (z, %)
festgelegt. Geraden und Kurven kénnen festgelegt werden, indem ein ,Zusammenhang®
zwischen den beiden Koordinaten z und y angegeben wird. Liegen zum Beispiel die

Punkte P = (z,y) auf einer Geraden, so gilt: y = k- x + d.

i
L

Abbildung 1.1.:

Analog zur Ebene wollen wir nun auf der Sphére mit gegebenem Radius R ein Koordi-
natensystem einfithren. Ahnlich zu den Koordinatenachsen in der Ebene bestimmen wir
die ,Koordinatenachsen auf der Sphére. Die Funktion der x — Achse im ebenen Koordi-
natensystem iibernimmt auf der Sphére der Aquator. Die y — Achse wird auf der Sphire
durch einen halben Léngenkreis ersetzt (sieche Abbildung 1.1). Jeder Punkt der Sphére
kann so durch Angabe von R, sowie seiner geografischen Linge \ und seiner geogra-

fischen Breite ¢ bezeichnet werden. Wahrenddessen die Kartesischen Koordinaten x



und y eines Punktes in der Ebene unendlich grofs werden koénnen, wird die geografische
Lange eines Punktes auf der Sphére von 0° ostwérts bis 360°, und die geografische Breite
vom Aquator aus nach Norden positiv von 0° bis 90° und nach Siiden negativ von 0°
bis —90° gezéhlt. Auch auf der Sphére kénnen wir Kurven beschreiben, indem wir den
y,Zusammenhang* zwischen A und ¢ mit Hilfe einer so genannten Funktionsgleichung

angeben.

1.2. Grolkreise und spharischer Abstand

Unter der Entfernung zweier Punkte A und B
versteht man im allgemeinen die Lénge der kiir-
zesten Verbindungslinie zwischen den beiden Punk-
ten. In der euklidischen Ebene, oder auch im eu-
klidischen Raum ist die kiirzeste Verbindungs-
linie die Strecke AB. Auf der Kugel ist es der
Grofskreisbogen zwischen A und B. Der Grof-
kreisbogen iibernimmt also auf der Kugel die
Funktion einer Strecke. Die Lange des Grof-

kreisbogens AB bezeichnen wir mit @ und

Abbildung 1.2.:

wird sphéarischer Abstand genannt. Er wird

bestimmt durch den Kugelradius R und die Gréfe des Mittelpunktwinkels 6 = ZAM B.
Nachdem zu gegebenen Punkten A und B zwei Grofkkreishogen existieren, gilt fiir
@ = 9, oder @ = 360 — ¢. Im folgenden werden wir immer von der Einheitskugel
ausgehen und den sphérischen Abstand durch den entsprechenden Mittelpunktswinkel

0 im Gradmafl angeben.

Ist AB ein Grofkreis, so schneidet die Senkrechte auf der Grofkreisebene durch M die
Kugel in zwei Punkten P und P, die Pole von AB genannt werden. Fiir alle Punkte X
auf dem Grofskreis AB gilt:

PX]| = [PX]| = 90°



1.3. Winkel auf der Sphare

Unter dem Winkel a zweier Grofkreise AS und BS oder zweier Grofkreishégen AS

und BS verstehen wir im folgenden den Winkel, den die beiden entsprechenden von

S ausgehenden Halbgeraden miteinander bilden, die auf den Tangenten in S an die
beiden Groftkreise liegen (siehe Abbildung 1.3). Fiir die Grofe a dieses Winkels gilt
0° < a < 180°, wenn die Grofkreise AS und B.S verschieden sind. Sind die beiden

Groftkreise dieselben, so ist entwender o« = 0° oder aber @ = 180°, je nachdem, ob auch

die beiden Halbgrofkreise dieselben sind oder aber sich zum Grofskreis ergénzen.

Hat nun der Winkel zweier Groftkreise die Gro-
e a, so sind deren Trégerebenen ebenfalls unter
« geneigt.

Schneiden einander zwei Grofskreise in S, so
werden von ihnen in S vier Winkel gebildet. Die
jeweils gegeniiberliegenden Winkel sind gleich
grofs und werden - wie in der Ebene auch - als
Scheitelwinkel bezeichnet. Jeweils zwei neben-
einander liegende Winkel werden als Nebenwin-

kel bezeichnet und ergénzen sich zu 180°.

1.4. Dreiecke auf der Kugel

Werden auf einer Kugel drei Punkte A, B und
C, welche nicht in einer Durchmesserebene der
Kugel liegen, durch die drei Grofkreise AB =
c, BC =aund CA=b verbunden, so wird die
Kugel in acht Gebiete zerlegt. Jedes dieser Ge-
biete wird von drei Grofskreisbégen berandet,
die zusammen ein Kugeldreieck bilden. Ein Ku-
geldreieck dieser Art, bei dem also die Winkel
a, 3 und v jeweils < 180° und die Seitenléngen
a,bund c jeweils < 180° sind, wird Eulersches

Dreieck genannt.

Abbildung 1.3.:

Abbildung 1.4.:



Analog zur Ebene bendtigt man auch auf der Sphére drei Angabestiicke um ein Euler-

sches Dreieck eindeutig bestimmen zu konnen. Diese wéren:
e drei Seiten a,b, ¢
e zwei Seiten und ein Winkel a, b,y oder a, b, «
e cine Seite und zwei Winkel a, o, § oder ¢, a, 3
Weiters kann ein sphérisches Dreieck, im Unterschied zur Ebene, durch die Angabe von
e drei Winkeln a, 3,7

eindeutig bestimmt werden.

(d) Geg.:a,a, 3 (e) Geg.:c,a, 3 (f) Geg.:a, B3,y

Abbildung 1.5.:

Bemerkung:

e Sind von einem sphérischen Dreieck die drei Seiten a, b und ¢ gegeben, so kann man
problemlos ein ,,Pappmodell“ bauen (siehe Abbildung 1.6). Klappt man die &dufseren
Sektoren mit den Seiten a und b ldngs der strichpunktierten Linien gegeneinander,

so entsteht ein Kugeldreieck mit den Seiten a, b, c.



Abbildung 1.6.: Animation 1

e Fiir sphérische Dreiecke gilt somit der WIWWW — Satz. Ohne Beweis sei noch be-
merkt, dass die Winkelsumme o + 3 + « fiir sphérische Dreiecke immer grofser
als 180° ist. Offensichtlich wird die Uberschreitung von 180° (Winkelsumme fiir
Dreiecke in der euklidischen Ebene) durch die Kriimmung der Kugel bewirkt. Man
bezeichnet daher den Betrag, um den 180° iiberschritten wird, als spharischen

Exzels ¢.

e Die Geometrie auf der Kugel ist ein Beispiel einer sogenannten nichteuklidischen
Geometrie. Typisch fiir nichteuklidische Geometrien ist, dass fiir die Winkelsum-
me 0 von Dreiecken gilt:

0=a+f[+v#180°

Ist 6 < 180°, so spricht man von einer hyperbolischen Geometrie, fiir § > 180

wird die Geometrie elliptisch genannt.

Noch genauer: Auf der Halbkugel stimmt die elliptische Geometrie mit der sphé-

rischen Geometrie iiberein.

1.4.1. Der ,spharische Pythagoras”, Nepersche Regel

Gilt auf der Kugel der Satz des Pythagoras? Setzt man voraus, dass unter dem ,Satz
des Pythagoras* die bekannte Beziehung a? + b? = ¢? fiir Dreiecke mit einem rechten
Winkel bei C' in der euklidischen Ebene gemeint ist, so kann man leicht durch Angabe
eines Gegenbeispiels zeigen, dass eine entsprechende Ubertragung auf die Kugel nicht

gilt.
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Als Gegenbeispiel wihlen wir ein Kugeldreieck
ABC, dessen Winkel «, 6 und ~ gleich 90° grof
sind. Fiir dieses Dreieck gilt (siehe Abbildung
1.7): a = b = ¢ = 90° und folglich a*+b? # 2.

Auf der Kugel gilt jedoch ein entsprechender
Satz, der deswegen auch sphérischer Satz des

Pythagoras genannt wird.

Abbildung 1.7.:

Satz 1.1 (Sphdrischer Satz des Pythagoras) Fir ein FEulersches

Dreieck mit einem rechten Winkel bei C' gilt:

cos(c) = cos(a) - cos(b)

Bewezis:

e 1.Fall: Rechtseitiges Dreieck (d.h.: @ = 90° oder b = 90° oder ¢ = 90°)

T a= \Ea = 90°. Da fiir v = 90° gilt,
ist B der Pol zum Grofikreis ZE und

somit gilt:
¢ = [BA| = [BC| = 90°

Durch a = 90° und ¢ = 90° ist die
Gleichung cos(c) = cos(a) - cos(b) er-
fiillt.

— Analog fiir b = 90° und ¢ = 90°

Abbildung 1.8.:

e 2. Fall: Nicht rechtseitiges Dreieck (d.h.: a # 90° und b # 90° und ¢ # 90°)
Diskutiert man die moglichen Falle beziiglich der Seitenldngen eines rechtwinkli-

gen, nicht rechtseitigen Kugeldreiecks, so kommt man zu folgendem Ergebnis:

11



— Alle drei Seiten sind spitz (d.h.: < 90°).
Wir betrachten die Kugelecke M ABC' (sieche Abbildung 1.9(a)) und féllen von
A aus das Lot AD auf MC und von D aus das Lot DE auf MB. AD steht
senkrecht auf der Ebene M BC'. M B verliuft also senkrecht sowohl zu AD als
auch zu DE, also auch senkrecht zur Ebene ADE. Also gilt ZAEM = 90°.
Damit ergibt sich bei |M E| =z und |MD| = y fiir

E D
cos(c) = g = —, cos(b) = |MD| _Y
| M A MA] 1
und folglich
_x _ cos(c)
cos(a) = y "~ cosh)

— Genau eine Seite ist spitz (sei b < 90°).
Ahnlich zum obigen Fall gilt (siche Abbildung 1.9(b)) fiir

ME| = (MD| _y
cos(180 —¢) = —= = —, cos(b) = —= ==
( ) a1 (b) A1
und folglich
180 —
cos(180 — a) = o c0s(180 — c)
y cos(b)
Nachdem wir fiir cos(180 — a) = — cos(a) und fiir cos(180 — ¢) = — cos(c)

setzen konnen gilt obige Behauptung.

— Genau zwei Seiten sind spitz.
Sind in einem Eulerschen Dreieck zwei Seiten spitz, so muss auch die dritte

Seite spitz sein.

Weiters gilt nach Abbildung 1.9(a) fiir |[ED| = cos(3) - sin(c) und fiir z = cos(c).
Somit erhalten wir im Dreieck M ED

_TED] _ cos() -sin(o)

tan(a) x cos(c)
und weiter .
cos(f) = tzz((g = cot(90 — a) - cot(c).

Dies ist eine der sogenannten 10 Neperschen Gleichungen die im folgenden Satz

behandelt werden.

12



Abbildung 1.9.:

Satz 1.2 (0.B.) (Nepersche Regel) Fir ein Eulersches Dreieck mit
einem rechten Winkel bei C gilt, wenn man fir die Katheten a und b
deren Komplemente (d.h. deren Erginzungen zu 90°) setzt:

Der Kosinus eines jeden Stiickes ist

gleich dem Produkt der Kotangens-Werte der benachbarten Sticke und
gleich dem Produkt der Sinus-Werte der nicht benachbarten Sticke.
(,benachbart* heifst: in zyklisch angeordneter Reihenfolge a,b,c, ¢, 3)

Abbildung 1.10.:

Wir erhalten somit folgende Gleichungen:
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) = cot(a)-cot(90 — a) = sin(c) - sin(B) (
) = cot(c) - cot(90 — b) = sin(fF) - sin(90 — a) (
cos(c) = cot(a)-cot(F) =sin(90 — a) - sin(90 — b) (1.
) = cot(c) - cot(90 — a) = sin(«a) - sin(90 — b) (
) = cot(90 —b) - cot(F) = sin(«) - sin(c) (

Bemerkung:

Nachdem wir fiir sin(90 — a) = cos(a) und fiir sin(90 — b) = cos(b) setzen konnen, folgt

aus (1.3) unmittelbar der sphérische Pythagoras.

1.4.2. Formeln zur Berechnung von spharischen Dreiecken

Satz 1.3 (Seiten-Kosinussatz) In einem Eulerschen Dreieck gilt:

cos(a) = cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos()
cos(b) = cos(a) - cos(c) + sin(a) - sin(c) - cos(3)
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos(7)

Bewezs:

Abbildung 1.11 zeigt ein spitzwinkliges Kugel-
dreieck, das durch die ,Hohe* h in zwei recht-
winklige Teildreiecke zerlegt wurde. Nach dem

sphérischen Pythagoras (Satz 1.1) gilt

cos(a) = cos(h) - cos(p) und
cos(b) = cos(h) - cos(q).

Elimination von cos(h) liefert

cos(a)  cos(b)

cos(p)  cos(q)’ Abbildung 1.11.:

14



wobei fiir spitzwinklige Dreiecke stets a < 90°, b < 90°, p+ ¢ = ¢ < 90° und somit

cos(q) # 0, cos(p) # 0, tan(b) # oo
gilt.
Somit erhalten wir

cos(b) - cos (¢ —
contg) "D

cos(a) =

und weiter nach dem Additionstheorem (A.1) (siche Anhang)

= COS(b)- cos(c) - cos sin(c) - sin
cos(a) = o5 (cos(e) - cos(q) +sin(e) - sins)

= cos(b) - cos(c) + cos(b) - sin(c) - tan(q).

Nach Satz 1.2 ist
cos(a) = cot(90 — q) - cot(b) = tan(q) - cot(b)

und somit tan(q) = tan(b) - cos(a),

und dies liefert

cos(a) = cos(b) - cos(c) + cos(b) - sin(c) - tan(b) - cos(a)
= cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a).

Durch zyklische Vertauschung erhilt man analoge Formeln fiir cos(b) und cos(c). (Ahn-

liche Uberlegung fiir stumpfwinklige Dreiecke. )

Satz 1.4 (Sinussatz) In einem Eulerschen Dreieck gilt:

sin(a)  sin(b)  sin(c)

sin(a)  sin(B)  sin(y)

Beweis:

In Abbildung 1.11 gilt nach Satz 1.2

cos(90 — h) = sin(«) - sin(b), cos(90 — h) = sin(f) - sin(a).

15



Elimination von cos(90 — h) liefert
sin(a) - sin(b) = sin(B) - sin(a)

und weiter

sin(b)  sin(a)
sin(8)  sin(a)’ (16)

Analog liefert Abbildung 1.12 nach Satz 1.2:

cos(90 — h) = sin(7) - sin(b),
cos(90 — h) = sin(f) - sin(c).

Elimination von cos(90 — h) liefert

sin(7y) - sin(b) = sin(f) - sin(c)

und weiter

sin(b)  sin(c)

= : 1. : _
sin(8)  sin(y) (1.7) Abbildung 1.12.:

Aus (1.6) und (1.7) folgt die Behauptung.

1.5. Die gnomonische Projektion

Eine gnomonische Projektion entsteht, indem man eine Kugel vom Kugelmittelpunkt M
aus auf die Tangentialebene 7 der Kugel in einem Punkt O projiziert (sieche Abbildung
1.13(a)). Die dabei entstehende Karte wird Grofskreiskarte genannt, weil Grofskreise
der Kugel auf Geraden abgebildet werden. Dies ist in der Navigation von wichtiger
Bedeutung, denn verbindet man auf einer Grofkkreiskarte zwei Punkte A" und B’ durch
eine Gerade, so ist diese Gerade das Bild des Grofskreises AB. AB ist somit die kiirzeste

Verbindung der Punkte A und B auf der Sphére (siche Abbildung 1.13(b)).

16



Abbildung 1.13.:

Féllt O mit einem der Pole der Erde zusammen,

bezeichnet man die entstehende Karte als ,,pol-

standig®, liegt O auf dem Aquator, als ,Aquator-

standig”, sonst als ,zwischensténdig”. Bei einer

polstandigen Grofskreiskarte werden die Brei-

tenkreise auf konzentrische Kreise um O und Abbildung 1.14.:
die Léngenkreise auf Geraden durch O abgebil-
det.

Die gnomonische Projektion ist weder winkel- noch flichentreu. Die Flachenverzerrung
nimmt sehr stark zu, je kleiner ¢ wird (siehe Abbildung 1.13(a)). Wegen dieser Eigen-
schaft ist die Grofkkreiskarte (als Bild der Erdoberfliche) in der Geographie unbrauch-
bar.

17



2. Die spharischen Kegelschnitte

2.1. Die spharische Ellipse als Ortslinie

Vorerst wollen wir die Ellipse in der euklidischen Ebene definieren. Dabei verwenden wir

die tibliche Brennpunktsdefinition:

Definition 2.1 Unter einer Ellipse k verstehen wir die Menge aller
Punkte P einer Ebene ¢, die von zwet festen Punkten S € € und Sy € ¢,

den Brennpunkten, dieselbe Abstandssumme 2a haben.

k= {P €| [PS)|+|PS,| = 2a}

Diese Definition erlaubt es uns die sogenann-
te Gartnerkonstruktion der Ellipse durchzu-
fithren, welche erstmals bei ANTHEMIOS VON
TRALLEIS (?-534), dem Erbauer der Hagia

Sophia in Konstantinopel, auftritt.

Sei M der Mittelpunkt der Ellipse und e =
|M S| = |MS,| die lineare Exzentrizitit, sowie
a=|MA| = |MB]| und b = |[MC| = |MD| die
halben Haupt bzw. Nebenachsenlédngen, so gilt
nach Definition 2.1

a’ =b* + e’ (2.1)

Analog zur Ellipse in der Ebene gilt folgende

18

Abbildung 2.1.: Animation 2

Abbildung 2.2.:



Definition 2.2 Unter einer sphdrischen Ellipse k verstehen wir die
Menge aller Punkte P einer Kugel s, die von zwei festen Punkten S, € s

und Sy € x, den Brennpunkten, dieselbe sphdrische Abstandssumme 2a
haben.

k:{P€%||EST|+|@|:2a}

Sei M der Mittelpunkt der sphérischen Ellip-
se und e = |]\/4-S\1| = |]\/45\2|,sowiea:@:
WE] und b = @ = @ die halben Haupt
bzw. Nebenachsenldngen, so gilt nach Definiti-
on 2.2 und Satz 1.1

cos(a) = cos(b) - cos(e). (2.2)

Abbildung 2.3.:

Abbildung 2.4 zeigt die ,sphérische Version“ der Gartnerkonstruktion. Nachdem der
sphérische Abstand entlang von Grofskreisbogen gemessen wird, miissen die Kreisbogen

von S; nach P und analog von Sy nach P Grofskreisbégen sein.

Abbildung 2.4.: Animation 3 Abbildung 2.5.:

Grofskreise welche nicht identisch sind, schneiden einander genau in zwei verschiedenen

diametralen Punkten. Es gibt daher neben dem Schnittpunkt P noch einen weiteren
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Schnittpunkt ). Um nachzuweisen, dass sich die Menge aller Punkte () ebenfalls auf einer
sphérischen Ellipse befindet, miissen wir lediglich zeigen, dass die Summe der Abstédnde
zu den Brennpunkten konstant ist. Aus |S;Q] = 180 — |S1P| und |S2Q| = 180 — | Sy P|
folgt:

[51Q] + [S2Q] = 180 — [S, P| + 180 — [S,P| = 360 — (S, P| + [S2P|) = 360 — 2a = konst.
~—_————

2a

Ist im Folgenden eine sphérische Ellipse k zur Abstandssumme 2a gegeben, so nennen
wir
K2 = {Q € 5 | [QS:] + |QSa| = 360 — Qa}

den zweiten Ast von k.

Abbildung 2.5 lidsst vermuten, dass die beiden sphirischen Ellipsen & und k2 zentral-
symmetrisch beziiglich des Mittelpunktes der Kugel zueinander liegen. Dies und noch

weitere Eigenschaften werden in Kapitel 2.3 genauer behandelt.

2.2. Die spharische Hyperbel als Ortslinie

Analog zur Hyperbel in der Ebene wird die sphérische Hyperbel definiert.

Definition 2.3 Unter einer sphédrischen Hyperbel k verstehen wir die
Menge aller Punkte P einer Kugel s, die von zwei festen Punkten S, € s
und So € s, den Brennpunkten, dieselbe sphdrische Abstandsdifferenz
2a haben.

k={Pex| |[PS|-[PS)|=2a}

Dass auch die sphérischen Hyperbeln aus zwei Asten bestehen, ist leicht einzusehen,
denn nach Abbildung 2.6 gilt:

$1Q1 - [5:Q1| = 180 — [5,P| ~ (180 = [$;P]) = | =[5\ P + [5:P]| = 2a
N——— R ., 1

-~ -~

151Q| %0l 2a

Weiters legt Abbildung 2.7 die Vermutung nahe, dass sphérische Hyperbeln gleichzeitig

auch spharische Ellipsen sein konnten.
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Abbildung 2.6.: Abbildung 2.7.:

Satz 2.1 Fine sphdrische Hyperbel mit der Abstandsdifferenz 2a zu den
Brennpunkten S7 und So st gleichzeitig eine sphdrische Ellipse mit der
Abstandssumme 180 — 2a oder 180 + 2a zu den Brennpunkten Sy und Ss,

wobei Sy zentralsymmetrisch beziiglich des Kugelmittelpunktes zu Sy liegt.

Beweis:

Nachdem P ein Punkt einer sphérischen Hyperbel zu den Brennpunkten S; und S
ist, betragt seine Abstandsdifferenz gleich 2a. Fiir die Abstandssumme von P zu den
Brennpunkten S; und S, gilt daher (siehe Abbildung 2.7):

S1P|+[S:P] =[S, P| + (180 - @Fy) =180+ S, P| — [SoP| = 180 + 2a oder 180 — 2a
—_———
———
= |2al
5

Aus der konstanten Abstandssumme und Definition 2.2 folgt die Behauptung.

g

Auf der Sphére ist demnach keine Unterscheidung zwischen Ellipse und Hyperbel mog-
lich.
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2.3. Die spharischen Kegelschnitte analytisch

In diesem Abschnitt werden wir die Funktionsgleichungen (siehe Abschnitt 1.1) der sphé-
rischen Hyperbeln und Ellipsen entwickeln, und anschliefsend den Verlauf dieser Kurven

diskutieren.

Nach Definition 2.3 gilt fiir jeden beliebigen Punkt P(\,¢) der sphérischen Hyperbel
mit der Abstandsdifferenz 2a:

5,P| — [S,P|| = 2a

Wenn wir nun |§1?| = [; und |§2?| = [y be-

zeichnen so gilt nach Satz 1.1

im A\ S;TP :cos(ly) = cos(A+e)-cos(p)
und im A\ SoTP : cos(ly) = cos(A—e) - cos(p).

Unter Beriicksichtigung von (A.2) gilt:

Abbildung 2.8.:

I =1

cos(ly) + cos(ly) =2 - (:os(l1 —; l2) - cos( 2) = cos(¢p) - [cos(A + €) + cos(A — e)],

und weiter nach (A.1)

cos(l1 i lz) -(30:s(l1 _ l2) = cos(¢p) - cos(A) - cos(e).
\\,l_/ ~——
a+lo a

Setzen wir [; > I, also l; = 2a + ls, so gilt nach (A.1)
[cos(a) - cos(ly) — sin(a) - sin(ly)] - cos(a) = cos(p) - cos(A) - cos(e)

und weiter
cos(ip) - cos(A) - cos(e)  cos(a) - cos(ls)

—sin(ly) = cos(a) - sin(a) - sin(a)

Quadrieren und Beachtung von sin®(ly) = 1 — cos?(l5) liefert

. cos®(ip) cos*(A) cos?(e)  2cos(¢p) cos(A) cos(e) cos(a) cos(l) N cos?(ly)

cos?(a) sin®(a) cos(a) sin®(a) sin?(a)
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Setzen wir fiir cos(ly) = cos(A — e) - cos(¢) so erhalten wir nach einigen weiteren Umfor-

mungen

- cos?(ip) cos?(A) cos?(e) — cos?(p) cos?(N) cos?(e) cos?(a) + cos? () cos?(a) sin?(A) sin?(e)

Y

cos?(a) sin*(a)
und schlieflich
cos?(A) - cos?(p)  sin?(\) - cos?(y)

cos?(a) sin®(a)
COSQ(E) sin (5)

1= mit a < e < 90° (2.3)

Entsprechendes ergibt sich fiir ls < [y.

2 Eg—pund

cos(a)
cos(e)

= ¢, so erhélt die Funktionsgleichung der sphirischen

Hyperbel die Form

sin?(\) - cos?(p)  cos?(N) - cos?(p)
2 T 2
p q

und nach ¢ aufgel6st:

P’
¢+ (p?> — ¢?) - cos?(N)

cos?(p) = mit p < 1lundq>1. (2.4)

Wegen p < 1 und ¢ > 1 ist der Zéhler und der Nenner des Bruchs immer positiv, so dass
die Wurzel aus der rechten Seite der Gleichung (2.4) immer gezogen werden kann. Nun

kénnen wir folgende Eigenschaften direkt aus (2.4) entnehmen:

e Ist der Punkt (), ¢) Losung, dann ist auch der Punkt (A, —¢) Losung. Die sphé-

rische Hyperbel verlduft also symmetrisch zum Grofkreis S;.5;

o Ist der Punkt (), ¢) Losung, dann sind auch die Punkte (=X, ¢), (180° — A, ¢) und
(A — 180°, ) Losungen. Die Trégerebenen des Nullmeridians, 90° Meridians und

—90° Meridians sind somit ebenfalls Symmetrieebenen.

e Die spharische Hyperbel ist somit punktsymmetrisch zum Mittelpunkt O der Kugel
(siche Abbildung 2.9).
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Abbildung 2.9.:

Um die Funktionsgleichung einer sphérischen Ellipse zu erhalten, miissen nach Satz 2.1
in (2.3) die Werte fiir A, a und e der Hyperbel ersetzt werden durch A — 90, 90 — a
und 90 — e (siche Abbildung 2.7). Die Funktionsgleichung der sphérischen Ellipse lautet
daher (vergleiche mit (2.3)):

~cos?(A) - cos?(p)  sin®*(A) - cos?(y)

1= cos?(a) sin?(a)

cos?(e) sin?(e)

mit a>e > 0°

Die ,Mittelpunktsgleichungen von sphérischer Hyperbel und sphérischer Ellipse sind
also in dieser Form dieselben. Ein Sonderfall tritt ein, wenn a = e gilt. Dann liefert
(2.3)

1 = cos®(A) - cos® () + sin®(A) - cos®(p) = cos”(p) - [cos®(A) + sin®*(\)] = cos*(p)

.

-~

1

und damit ¢ = 0 fiir beliebiges A. Dies liefert den Aquator, welcher sowohl als entartete

spharische Ellipse als auch als entartete sphéarische Hyperbel angesehen werden kann.

Die hier erhaltenen Ergebnisse werden im folgenden Satz zusammengefasst:
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Satz 2.2 Die Funktionsgleichung eines sphdrischen Kegelschnittes zu

den Brennpunkten Si(—e,0) und Ss(e,0) und zur ,Hauptachsenlinge®

a lautet:
cos?(\) - cos?(p)  sin®*(A) - cos?(y)
1 - 2 2
cos?(a) sin®(a)
cos?(e) sin?(e)

1. Fir a > e liefert diese Gleichung eine Ellipse, fir a < e eine
Hyperbel.
2. Fiir a = e liefert diese Gleichung den Aquator.

Abbildung 2.10.:

2.4. Die spharische Ellipse als Kegelschnitt

In Abschnitt 2.1 und 2.2 haben wir die Kegelschnitte sowohl in der Ebene als auch auf
der Sphére als Ortslinien definiert. Nachdem ein ebener Kegelschnitt auch als Schnittkur-
ve eines quadratischen Kegels und einer Ebene aufgefasst werden kann, wird in diesem
Kapitel versucht, die sphérischen Kegelschnitte, insbesondere die spharische Ellipse, als

Schnittkurve eines quadratischen Kegels und einer Sphére zu erzeugen.

Im Folgenden werden wir also einen quadratischen Kegel mit der Einheitskugel zum

Schnitt bringen.
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Der Kegel wird mit seiner Symmetrieachse auf
die x-Achse so in ein dreidimensionales recht-
winkliges Koordinatensystem gelegt, dass die
Spitze im Nullpunkt liegt (siehe Abbildung 2.11).

Die Gleichung dieses Kegels lautet nun

p-y+q- 2 —2=0.

Wenn wir diesen Kegel mit der lotrechten Ebe-

ne x = 1 zum Schnitt bringen, erhalten wir Abbildung 2.11.:

bS] "‘l@w

2
z
tr=1
q

was uns fur

L= = tan(0)

= tan(a), Iy = ﬁ

liefert. Setzen wir fiir % = tan?() und fiir % = tan*(f3), so ergibt sich

Sl-

1
2

2 2
Y z 2

tan?(«) * tan2(3) =0

Bringt man diesen Kegel mit der Kugel 22 + y? + 22 = 1 zum Schnitt, so erhalten wir

bei Elimination von x
y? 2

sin?(a) * sin?(/3) -

Dies ist die Gleichung eines Zylinders mit x— parallelen Erzeugenden. Der Schnitt einer

Kugel mit einem quadratischen Kegel liefert demnach die gleiche Kurve wie der Schnitt
derselben Kugel mit einem geeignet gewahlten quadratischen Zylinder.
Nachdem jeder Punkt dieser Schnittkurve auf der Einheitskugel liegt, gilt fiir y = cos(¢p)-

sin(A) und fiir z = sin(p), sodass fiir die Kurve

=1

sin?(\) - cos?(ip) N sin?(y)
sin?(a) sin?(3)

gilt. Nachdem wir fiir
sin(p) = 1 — cos?(¢) = 1 — cos*(¢) - (sin?(\) + cos?(\))

setzen konnen, ergibt sich nach einigen Umformungen

_cos?(N) - cos®(p)  sin®() - cos?(p)

1=
cos? sin?(a)-cos®(8)
<ﬁ> cos? () —cos?(a)

(2.5)

Dies liefert nach Satz 2.2 fir a > e unter Beachtung von cos(a) = cos(f3) - cos(e) eine

sphérische Ellipse zu den Hauptachsenlédngen a und [ (sieche Abbildung 2.12).
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Abbildung 2.12.:

Satz 2.3 Die Schnittfigur einer Kugel um O mit einem quadratischen
Doppelkegel, dessen Spitze in O liegt und dessen halbe Offnungswinkel o
und (3 betragen, ist fiir a # (B eine sphdrische Ellipse zu den Hauptach-

senldngen o und (3.

Abbildung 2.13.:
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Aus Satz 2.3 folgt:

Gegeben sei eine Ellipse als ebene Raumkurve
und eine Kugel mit Mittelpunkt O. Wird nun
diese Ellipse aus O auf die Kugeloberfliche pro-
jiziert, so liefert das Bild dieser Projektion ei-
ne sphérische Ellipse oder als Sonderfall einen
Kreis (sieche Kapitel 2.7). Ist zusétzlich die Tra-
gerebene der Ellipse eine Tangentialebene der
Kugel, so liegt eine gnomonische Projekti-
on vor (siehe Kapitel 1.5). Mit Hilfe einer sol-
chen gnomonischen Projektion werden wir nun
versuchen, einige Zusammenhénge zwischen der

Ebene und der Sphére herzustellen.

Vorerst aber wollen wir folgende Frage beantworten:

Abbildung 2.14.:

Gegeben: Sphirische Ellipse k& welche gnomonisch in die Ebene ¢ : = 1 abgebildet

wird. Das Bild dieser Projektion sei die ebene Ellipse k.

Frage: Werden zusétzlich die Brennpunkte Si, S» von k auf die Brennpunkte S, Sy von

k abgebildet?

Abbildung 2.15.:
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Wir starten mit der sphérischen Ellipse & mit den halben Hauptachsenlingen o und j3,
wobei nach Satz 2.3 a # ( gelten muss. Fiir die Kugelkoordinaten der Brennpunkte von
k gilt somit S;(—e/0) und Ss(e/0), wobei nach (2.2) fiir

cos()

cos(ﬁ))
gelten muss. Nach Satz 2.3 gilt fiir die halben Hauptachsenldngen a und b von k

e = arccos(

a = tan(a), b= tan(b).

Die xyz— Koordinaten der Bilder von S; und S, lauten (siehe Abbildung 2.15)
S3(1/ — tan(e)/0), S4(1/tan(e)/0)

wobei nach (2.1) gilt:

Insgesamt erhalten wir

cos(a)

tan(arccos(

Umformen geméf (A.3) liefert

cos(a)

cos(B)

und weiter

Vcos? () — cos?(a)  \/cos?(f) — COSQ(Oé)'

cos(a) ~ cos(a)cos(p)

(2.6)

Setzen wir 0 < a < 90 und 0 < 8 < 90 voraus, so liefert (2.6) als einzige Losung
a=p.

Bemerkung:

Fiir o = (3 ist die sphérische Ellipse ein Kreis (siehe Kapitel 2.7). Die Brennpunkte von
k fallen mit dem Mittelpunkt von k zusammen, und dieser Mittelpunkt wird bei der

gegebenen gnomonischen Projektion auf sich abgebildet.

Satz 2.4 Wird ein sphirischer Kegelschnitt k mit den Brennpunkten Sy
und Sy gnomonisch abgebildet, so gilt fiir das Bild k von k:

Die Bilder von S, und Sy sind nicht die Brennpunkte von k.
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2.5. Konstruktion von DE LA HIRE

Gleichwertig mit der Brennpunktsdefinition ist die bereits ARCHIMEDES (287-212 v.
Chr.) bekannte Eigenschaft zur Erzeugung einer Ellipse:

Satz 2.5 (0.B.) Verkiirzt oder verlingert man die zu einem Kreisdurch-
messer normalen Halbsehnen eines Kreises in einem bestimmten Verhdlt-

nis, so liegen die neuen Sehnenendpunkte auf einer Ellipse.

Abbildung 2.16 zeigt eine Anwendung dieses
Satzes, die als Konstruktion von DE LA HI-
RE bekannt ist. Dabei sind alle zur Hauptach-

se normalen Halbsehnen des Hauptscheitelkrei-

ses, wie zum Beispiel Py P, im Verhéltnis C'M :

CoM = b : a zu verkiirzen. Dies erfolgt, indem
man durch den Punkt Py den Halbmesser M P,
welcher den Nebenscheitelkreis in P; schneidet,
legt. Die Nebenachsennormale durch P; schnei-
det die Halbsehne FPyP, im Ellipsenpunkt P,

weil fiir diesen gilt:

Abbildung 2.16.: Animation 4

P.P:P.Ph=MP, : MFy=0b:a

Analog zur Ebene konnen wir die Konstruktion von DE LA HIRE auf die Sphére {ibertra-

gen, indem Strecken in der Ebene als Grofkreise auf der Sphére interpretiert werden.
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Die Konstruktion von DE LA HIRE auf der Sphére lautet folgend:

Gegeben: Hauptachsenléinge und Nebenachsenldnge
Gesucht: Sphérische Ellipse

1. Die Hauptachse wird auf dem Aquator
und die Nebenachse auf dem Nullmeridi-

an angenominen.

2. Konstruktion des Haupt- und Nebenschei-

telkreises.

3. Ein beliebig gewidhlter Grofskreis durch M
schneidet den Hauptscheitelkreis in P, und

den Nebenscheitelkreis in P;.

4. Weiters legen wir einen Groftkreis [ durch Abbildung 2.17.: Animation 5
Py, wobei [ die Hauptachse im Punkt Py
unter rechtem Winkel schneiden muss. Es gilt somit: ZM Px Py = 90°
Analog gilt fiir den Grofskreis g durch P;: /M Py Py = 90°

5. Behauptung: Die Grofskreise [ und g schneiden einander im Ellipsenpunkt P.

Bewezs:

Wir starten mit der Tangentialebene €, in M.

In e,; konstruieren wir eine Ellipse mit Hilfe
der Konstruktion von DE LA HIRE.

Wenn wir nun die Ebene ), insbesondere die
Konstruktion von DE LA HIRE, auf die Kugel-
oberflache projizieren, so wird der rechte Win-
kel bei Py und Py wieder auf einen rechten
Winkel abgebildet. Zuséatzlich werden die Haupt

- und Nebenscheitelkreise der ebenen Ellipse in

die zugehorigen Haupt - und Nebenscheitelkrei-

Abbildung 2.18.:

se der sphéarischen Ellipse iibergefiithrt. Weiters
wird nach Satz 2.3 die Ellipse in ), auf eine sphérische Ellipse abgebildet, womit der
Punkt P als Schnittpunkt der beiden Grofskreise P/X?O und P/y\Pl auf einer sphérischen

Ellipse liegen muss.
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g

Wird umgekehrt die sphérische Konstruktion von DE LA HIRE gnomonisch auf die
Ebene e, projiziert, so liefert das Bild dieser Projektion die Konstruktion von DE LA
HIRE in €);.

Abbildung 2.19.:

32



2.6. Projektive Erzeugung der Kegelschnitte

In Kapitel 2.1 und 2.2 wurde fiir die Definition der sphérischen Kegelschnitte eine Lan-
geneinheit a bendtigt. Die projektive Erzeugung der Kegelschnitte liefert eine Mog-
lichkeit, die Kegelschnitte auf eine Weise zu erzeugen, die vollig ohne Mafbeziehun-
gen auskommt. Erstmals taucht diese Erzeugung der Kegelschnitte bei STEIN ER und
CHASLES auf, systematisch benutzt wird sie aber erst durch C'hristian von ST AU DT
(1798 — 1868).

2.6.1. Projektivitdten in der euklidischen Ebene

Unter einem Grundgebilde 1. Stufe verstehen wir entweder ein Geradenbiischel oder
eine Punktreihe. Ein Geradenbiischel P(x) ist die Menge aller Geraden x durch einen
Punkt P. Eine Punktreihe p(X) ist die Menge aller Punkte X einer Geraden p (siehe
Abbildung 2.20).

Abbildung 2.20.:

Eine Abbildung zwischen zwei Grundgebilden 1. Stufe wird Perspektivitit genannt.

Es ergeben sich 3 verschiedene Typen von Perspektivitaten.

e Typ a: Zuordnung zwischen Geradenbiischel P(x) und Punktreihe p(X). Wir schrei-
ben:
P(z) A p(X)

e Typ b: Bezichung zwischen zwei Punktreihen p;(X;) und pa(Xs3). Wir schreiben:

P
Pl(Xl) A Pz(XQ) oder pl(Xl) sz(Xz)a
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wobei die Verbindungsgerade entsprechender Punkte X; und X, stets durch den
festen Punkt P geht.

e Typ c: Beziehung zwischen zwei Geradenbiischel Sy (z1) und Sa(xq). Wir schreiben:

P2
Si(x1) N Sa(xa) oder Si(xq) A Sa(xs),

wobei die Schnittpunkte entsprechender Geraden x; und x, stets auf der Geraden
p liegen.

P D
(a) P(z) A p(X) (b) p1(X1) A pa(Xa) (c) Si(z1) A Sa(w2)

Abbildung 2.21.:

Definition 2.4 Das Produkt beliebig vieler Perspektivititen heifst Pro-
jektivitat.

Sind zwei Punktreihen p; (X;) und pe(Xs) durch eine Projektivitiat aufeinander bezogen,
so heifsen sie projektiv verbunden, und wir schreiben: p;(X;) A pa(Xs). Analog gilt fir
zwei Geradenbiischel S;(z1) und Sp(xs): Si(z1) A Sa(xs).

Beispiel:

Eine mogliche Projektivitét zwischen zwei Geradenbiischel Si(zq) und Sy(z4) kann fol-
gend gegeben sein (siehe Abbildung 2.22):

p1 p2 p3

Sl (.CCl) ﬁ SQ(.I'Q) f 83(373) f S4<£IZ'4)

-~

51(221) K 54(1‘4)
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Abbildung 2.22.:

Bemerkung:
e Jede Perspektivitit ist eine Projektivitat.

e Man kann beweisen, dass das Produkt beliebig vieler Perspektivitdten auf ein Pro-
dukt zweier Perspektivitdten zurtickgefiihrt werden kann. (Verkiirzungssatz fiir

Projektivititen)

e Eine Projektivitit ist eindeutig bestimmt, wenn drei Punkte (Geraden) der einen
Punktreihe (Geradenbiischel) und die entsprechenden drei Punkte (Geraden) der
anderen Punktreihe (Geradenbiischel) gegeben sind. (Fundamentalsatz der pro-

jektiven Geometrie)

2.6.2. Projektivitdten auf der Sphare

Analog zur euklidischen Ebene definieren wir ein Geradenbiischel P(Z) als die Menge
aller Groftkreise z durch einen Punkt P, und eine Punktreihe p(X) als die Menge aller
Punkte X eines Grofkreises p.
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Abbildung 2.23.:

Wiederum erhalten wir 3 verschiedene Typen von ,spharischen Perspektivitaten:

e Typ a: Zuordnung zwischen Geradenbiischel P(Z) und Punktreihe p(X'). Wir schrei-
ben:

P(z) A p(X)
e Typ b: Beziehung zwischen zwei Punktreihen p;(X;) und pa(X5). Wir schreiben:

P
ﬁl(Xl) A ﬁz(Xz) oder 2/9\1(X1) Kﬁz(Xz)y

wobei der Grofskreis durch entsprechende Punkte X; und Xj stets durch den festen
Punkt P geht.

e Typ c: Bezichung zwischen zwei Geradenbiischel Sy (71) und Sa(Z3). Wir schreiben:

_ P
Sl (/x\l) K SQ(/Z'\Q) oder Sl (/I‘\l) K SQ(/I‘\Q)

wobei die Schnittpunkte entsprechender ,Geraden* (Grofskreise) Z; und 7y stets
auf dem Grofkreis p liegen.

P
(b) p1(X1) A p2(Xa)

Abbildung 2.24.:
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Definition 2.5 Das Produkt beliebig vieler sphdrischer Perspektivititen
heifit spharische Projektivitit.

Bemerkung:

Eine Projektivitat in der Ebene kann durch gnomonische Projektion in eine sphérische

Projektivitat iibergefiihrt werden.

2.6.3. Projektive Definition der Kegelschnitte

Definition 2.6 Gegeben sei eine Projektivitit = : Si(xy) A Sa(w2).
Ist w keine Perspektivitit und S; # Sa, so heifit die Menge k =
{X|X Iz, Xz, wobei xo = 7(x1)} ,, Punktkegelschnitt”

Abbildung 2.25.:

Bemerkung:

Ist Kg die Menge aller Kegelschnitte im Sinne der elementargeometrischen Brennpunkts-
definition und Kp die Menge aller Punktkegelschnitte im Sinne der projektiven Defini-

tion, so gilt:
Kg=Kp
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Satz 2.6 FEin Punktkegelschnitt ist durch 5 Punkte, von denen keine 3

auf einer Geraden liegen, eindeutig bestimmit.

Bewezis:

Seien S;...S5 die gegebenen Punkte. Man wihlt zwei der fiinf Punkte (zum Beispiel S
und Ss) als Biischelscheitel und verwendet die restlichen drei Punkte zur Definition der
Projektivitat 7 : S1(x1) A S2(22). Nach Definition 2.6 erzeugt 7 einen Punktkegelschnitt
durch alle 5 Punkte. Nach dem Fundamentalsatz ist die Projektivitdt = und folglich der
Kegelschnitt eindeutig bestimmt.

g

Analog zum Punktkegelschnitt in der Ebene koénnen wir einen sphérischen Kegelschnitt

wie folgt definieren:

Definition 2.7 Gegeben sei eine sphdrische Projektivitit
S1(Z1) AN So(Zy). Ist m keine Perspektivitit und S; # Ss, so heifit
die Menge k = {X|XIxy, XIZTy, wobei Ty =m(Z1)} ,sphdrischer
Punktkegelschnitt”.

Abbildung 2.26.:
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Satz 2.7 FEin sphdarischer Punktkegelschnitt ist durch 5 Punkte, von de-

nen keine 3 auf einem Groflkreis liegen, eindeutig bestimmit.

Beweis:

Seien S;...S5 die gegebenen Punkte. Wir proji-
zieren S7...S5 gnomonisch auf die Ebene €. In ¢
ist der Punktkegelschnitt k. nach Satz 2.6 ein-
deutig bestimmt. Das Urbild von k. unter der
gnomonischen Projektion liefert nach Satz 2.3
den Kegelschnitt £.

Abbildung 2.27.:

Bemerkung:

e Wihrend ein Linienelement (A, t,) eines ebenen Kegelschnitts aus der Tangente
t4 und dem zugehorigen Bertihrpunkt A besteht, besteht ein Linienelement (A, tAA)

eines sphérischen Kegelschnitts aus dem Grofikreis ta und dem Beriihrpunkt A.

e Wir haben bereits gezeigt dass Punktkegelschnitte durch 5 Punkte eindeutig be-

stimmt sind. Weiters sind ebene und sphéarische Kegelschnitte durch
— 3 Punkte und 1 Linienelement
— 1 Punkt und 2 Linienelemente

eindeutig bestimmt.
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2.6.4. Der Satz von Pascal

Der Satz von Pascal in der euklidischen Ebene

Satz 2.8 (0.B.)(Satz von Pascal) Seien 1...6 beliebige Punkte eines
Punktkegelschnittes und

12Nn45 = R
23N56 = S
34N61 = T

dann gilt: R, S und T sind kollineare Punkte.

Abbildung 2.28.:

Bemerkung:

e Der Satz von Pascal gilt auch dann noch, wenn...

— zwei Punkte zum Beispiel 1 und 2 zusammenfallen und statt der Verbin-
dungsgerade die Tangente an den Punktkegelschnitt in 1 = 2 genommen wird

(Siehe Abbildung 3.11 auf Seite 56).

— zweimal zwei Punkte (1,2) und (3,4) zusammenfallen, sofern man statt der

Verbindungsgeraden die entsprechenden Tangenten nimmt.
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— dreimal zwei Punkte (1,2) , (3,4) und (5, 6) zusammenfallen, sofern man statt

der Verbindungsgeraden die entsprechenden Tangenten nimmt.

e Liegen die Punkte R, S und T aus Satz 2.8 kollinear, so liegen die Punkte 1...6 auf
einem Punktkegelschnitt (Satz v. Pascal - Umkehrung).

Der Satz v. Pascal auf der Sphéare

Satz 2.9 (Satz v. Pascal auf d. Sphdre) Seien 1...6 beliebige Punkte

eines spharischen Punktkegelschnittes und

12n45 = Rund R,
93N 56 = S und Sy
34N61 = T und Ty

dann gilt: R, S,T" sowie Ry,S1 und Ty liegen auf einem Grofikreis.

Abbildung 2.29.: Animation 6
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Bewezs:

Die gnomonische Projektion fiihrt die sphéarische Version von Pascal in die ebene Version
tiber. Die Punktepaare (R, R1), (S, 51) und (T, T}) liegen je zentralsymmetrisch beziiglich
des Kugelmittelpunktes und folglich liegen alle 6 Punkte auf demselben Grofskreis.

Bemerkung:

e Der sphiérische Satz von Pascal gilt auch dann noch, wenn...

— Fall a: zwei Punkte zum Beispiel 1 und 2 zusammenfallen und statt des Grof-
kreises durch 1 und 2 der beriihrende Grofkreis an den Punktkegelschnitt in

1 = 2 genommen wird.

— Fall b: zweimal zwei Punkte (1,2) und (3,4) zusammenfallen, sofern man
statt der Grofkreise durch 1,2 und 3,4 die beriihrenden Grofskreise an den
Punktkegelschnitt in 1 = 2 und 3 = 4 nimmt.

— Fall c: dreimal zwei Punkte (1,2) , (3,4) und (5,6) zusammenfallen, sofern
man statt der Grofskreise durch 1,2 ; 3,4 und 5, 6 die beriithrenden Groftkreise
an den Punktkegelschnitt in 1 =2, 3 =4 und 5 = 6 nimmt.

Abbildung 2.30.:
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2.7. Kreise

Definition 2.8 Unter einem Kreis verstehen wir die Menge aller Punk-
te P einer Ebene, die von einem festen Punkt M, dem Mittelpunkt,

konstanten Abstand besitzen.

Bemerkung:

Zu jedem Kreis auf der Sphére existieren zwei Mittelpunkte M; und M,, und somit zwei
Radien a = |M;P| und 180 — o = | M, P.

(a) Kreis in euklidischer Ebene (b) Kreis auf der Sphére

Abbildung 2.31.:

In Abschnitt 2.1 haben wir die Ellipse mit Hilfe der Brennpunktsdefinition definiert. Als

Sonderfall von Definition 2.1 betrachten wir:

S1=5=M:= |SP|+|S2P|=2-|MP|=2-a = |MP| = a. Der Abstand aller
Punkte P von einem festen Punkt M ist somit konstant = a, und wir erhalten nach

Definition 2.8 einen Kreis.

v

Abbildung 2.32.:
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Analog gilt fiir die sphérische Ellipse:

Setzen wir in Definition 2.2: S; = Sy, = M so gilt ebenfalls @ = a und wir erhalten

einen Kreis.

(a) (b) (c)
Abbildung 2.33.:

In Abschnitt 2.4 haben wir die sphérische Ellipse als Schnittkurve eines quadratischen
Kegels py? + qz? — 22 = 0 und einer Sphire erzeugt. Wie bereits in Satz 2.3 behandelt,

ist diese Schnittkurve fiir a # 3 eine spérische Ellipse.

Ein Sonderfall liegt vor, wenn fiir die Koeffizienten des Kegels p = ¢ gilt. Dann sind
die halben Offnungswinkel a und 3 des Kegels gleich und der quadratische Kegel ist ein
Drehkegel. Als Schnittkurve ergibt sich somit ein Kreis.

Abbildung 2.34.:
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2.8. Leitkreis und Gegenpunkte

2.8.1. Die Leitkreise der ebenen Kegelschnitte

Wir versuchen folgendes Problem zu 16sen:

Gegeben: Kreis [ mit Mittelpunkt M, Punkt F' wobei F' # M und F ¢ I.
Gesucht: Welche Kurve £ bildet die Menge aller Punkte P, mit der Eigenschaft:

PF| =|Pl|

Abbildung 2.35.:

e Fall 1: Fiir einen beliebig gewéhlten Punkt G € [ gilt: |[M G| = r = konst. Liegt
nun der feste Punkt F' innerhalb des Kreises [, so gilt fiir jeden Punkt P € MG

|MP|+|PG| = |MP|+ |FP| =r = konst.

Nach Definition 2.1 ist die Kurve k eine Ellipse mit den Brennpunkten M und F

zur Hauptachsenléange r.

e Fall 2: Liegt F' auferhalb des Kreises [, dann gilt

|MP| — |PG| = |MP|— |FP|=r = konst.

Somit ist k eine Hyperbel mit den Brennpunkten M und F' zur Hauptachsenlénge

r.

Der Kreis [ wird Leitkreis und die Punkte G' € | werden Gegenpunkte genannt.
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Abbildung 2.36.:

2.8.2. Die Leitkreise der spharischen Kegelschnitte

Analog zur Ebene betrachten wir folgendes Pro-

blem:

Gegeben: Kreis [ zu den Mittelpunkten My, M,
(siche Definition 2.8), sowie ein fester Punkt F
mit F # My, # My und F ¢ [.

Gesucht: Welche Kurve k bildet die Menge al-
ler Punkte P, mit der Eigenschaft:

e~

|PF| = |Pl]

Abbildung 2.37.:

e Fall 1: Fiir einen beliebig gewéhlten Punkt G € [ gilt: |M1G| = r = konst. Liegt
nun der Punkt P auf dem Grofkreis M,G so gilt wegen |PF | = | l):

|M,P| + |PG| = |M,P|+|PF|=r

Nach Definition 2.2 liegt somit die Kurve k auf einer sphérischen Ellipse mit den

Brennpunkten F' und M; zur Hauptachsenldnge r.

e Fall 2: Nach Definition 2.8 gilt ebenso |m| = 180 — r = konst., und weiter

M, P| - [PG| = [MyP| — [PF| = 180 — 1.
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Dies liefert fiir die Kurve k nach Definition 2.3 eine sphéarische Hyperbel mit den
Brennpunkten M, und F' zur Hauptachsenldange 180 — r.

Somit liegt die Kurve k einerseits auf einer sphérischen Ellipse zu den Brennpunkten
F und M, zur Hauptachsenldnge r, und andererseits auf einer sphérischen Hyperbel zu

den Brennpunkten M und F' zur Hauptachsenliange 180 — r (vergleiche mit Satz 2.1).

Abbildung 2.38.: Animation 7
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3. Anwendungen

3.1. Funknavigation

Unter dem Begriff Funknavigation werden Verfahren zur Navigation zusammenge-
fasst, die Radiowellen zur Positionsbestimmung nutzen. Die Funknavigation basiert im
Allgemeinen auf festen Sendestationen, die Signale aussenden, mit deren Hilfe ein Emp-
fanger seine Position bestimmen kann. Man unterscheidet zwischen Peilverfahren und

Hyperbelverfahren.

3.1.1. Peilverfahren

Bei den Peilverfahren wird die Herkunftsrichtung eines Signals bestimmt. Dabei wird ent-
weder das Signal vom Sender gerichtet abgestrahlt (Fremdpeilung) oder der Empfianger
kann mittels einer geeigneten Antenne die Herkunftsrichtung bestimmen (Eigenpeilung).
Kennt man die Richtungen zweier Sendestationen, so kann man daraus seine Position

herleiten.
Bemerkung:

Kennt man die Position der Peilstellen P, und Ps, und will man die Koordinaten von S
bestimmen, so erhdlt man bei der Fremdpeilung die Winkel o und g (sieche Abbildung
3.1(a)). Nun kénnen die Koordinaten von S nach Abschnitt 1.4 berechnet werden. Diese

Losungsmethode wird Vorwartseinschnitt genannt.

Kennt man wiederum die Position von P; und P,, und will man die Koordinaten von S
durch Eigenpeilung bestimmen, so erhdlt man die Winkel v und § (wobei N der Nordpol
ist). Eine rechnerische Losung wird in [1] (S 71-77) angegeben. Diese Losungsmethode

wird Riickwértseinschnitt (siehe auch Kapitel 3.4.2) genannt.
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Abbildung 3.1.:

3.1.2. Hyperbelverfahren

Bei den Hyperbelverfahren senden mindestens drei Sendestationen zeitgleich jeweils ein
Signal aus. Die Signale treffen beim Empfanger zeitlich versetzt ein. Aus dem Unterschied
in den Signallaufzeiten kann der Empfanger seine Position relativ zu den Sendestationen
ermitteln. Da die Position der Sendestationen bekannt ist, ldsst sich daraus die geogra-
phische Position ableiten. Hyperbelverfahren basieren also nicht auf der Richtungsbe-
stimmung, sondern einer Entfernungsbestimmung. Da sich aus den Signalen von nur zwei
Sendestationen mehrere Moglichkeiten fiir die errechnete Position ergeben, die auf einer
Hyperbel liegen (daher die Bezeichnung Hyperbelverfahren), benotigt man mindestens
drei Stationen. Hyperbelverfahren werden in den Navigationssystemen LORAN-C' [11],
Decca [12] und OMEGA eingesetzt.

Im folgenden wird das OMEGA Navigationssystem genauer behandelt.

Das OMEGA Navigationssystem

OMEGA ist ein Eigenname und sollte andeuten, es handle sich um das (letzte) ulti-
mative Navigationssystem. OMEGA ist ein vergleichsweise neues Navigationssystem.
Das System ist durch die US Navy aufgebaut worden und wurde 1968 fertiggestellt. Im
Gegensatz zu Decca und LORAN-C' ist OMEGA weltweit verfiigbar.

Der mathematische Hintergrund ist folgender:
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Von zwei Sendern S; und S, werden frequenz- S
gleiche und phasengleiche elektromagnetische Wel-
len abgestrahlt, die sich auf Grofskreisen aus-

breiten. Bei der Uberlagerung der Wellenziige d

treten Interferenzen auf. An allen Punkten der S 2
Erdoberflache, in denen die Differenz der Ab-
stdande von S7 und S; gleich ist, kann dann die-

selbe Phasendifferenz der ankommenden Wel-

len beobachtet werden. Diese Punkte liegen nach Abbildung 3.2.:

Definition 2.3 auf sphérischen Hyperbeln, deren Brennpunkte S; und S; sind (Abbildung
3.2 zeigt ein ebenes Analogon). Die Phasendifferenz 0 wird beispielsweise an allen Or-
ten festgestellt, deren Entfernungsdifferenz von Sy und Sy |r; — 3| = n - A ist, wobei
re= @L ry = @L A die ausgestrahlte Wellenlange und n = 0,1,2,3... bedeutet.
Fiir jedes n # 0 gibt es so zwei Hyperbeléste, auf denen die entsprechenden Orte liegen.
Fiir n = 0 liegen die Orte auf der Mittelsenkrechten zu 5/15\’2 Fiir alle anderen méglichen
Phasendifferenzen # 0, also zwischen 0 und 27, liegen die entsprechenden Orte gleicher
Phasendifferenz auf Hyperbeln, deren Aste zwischen denen zur Phasendifferenz 0 lie-
gen. Wird der Abstand der Hyperbelaste fiir gleiche Phasendifferenz auf der Basis ﬁ
gemessen, so ist dieser nur von der Wellenldnge A abhingig. Fiir dieselbe Phasendiffe-
renz ist beispielsweise d = % der Abstand zwischen zwei benachbarten Hyperbeldsten,
denn die Abstandsdifferenzen zu S; und S, unterscheiden sich um A = 2 - d. Da die
Sendefrequenz beim OMEGA-Verfahren extrem niedrig ist (10,4 kHz) und damit die
Wellenldnge sehr grof ist (A = 29,4 km), haben benachbarte Hyperbelaste fiir dieselbe

Phasendifferenz auf der Basis einen Abstand von ca. % =15 km.

Wird nun umgekehrt in einem Ort S eine be-
stimmte Phasendifferenz beziiglich des Sende-
paares S; und Sy festgestellt, so ist damit der
dazugehorende Hyperbelast noch nicht eindeu-
tig bestimmt, da mit der gemessenen Phasendif-
ferenz nicht auch unmittelbar die Abstandsdif-
ferenz bekannt ist. Um entscheiden zu konnen,
auf welchem der Hyperbelédste zu der gemesse-

nen Phasendifferenz man sich befindet, miissen

zusétzliche Messungen oder Zidhlungen vorge-
Abbildung 3.3.:

nommen werden. So kann man z.B. beim Start
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eines Schiffes (Flugzeugs), der ja in einem bekannten Ort stattfindet, beginnend, die
Hyperbelédste zur Phasendifferenz 0 zdhlen, die bei der Fahrt {iberschritten werden. Aus
einer Karte, auf der diese Hyperbelaste fiir jeden Sender des Omegasystems eingetragen
sind, kann man dann jederzeit entnehmen, in welchem Hyperbelstreifen man sich befin-
det (siche Abbildung 3.3).

Wendet man dasselbe Verfahren auf ein zweites Senderpaar Sz und S, an, so erhélt man
zwei Hyperbelstreifen, die eine Flédche iiberdecken, auf der sich der Beobachtungsort
S befindet. Die gemessenen Phasendifferenzen beziiglich der beiden Senderpaare legen

dann zwei Hyperbeln fest, die einander in S schneiden (siehe Abbildung 3.4).
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Abbildung 3.4.:
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Aufgrund der grofsen Wellenlénge ist auch die Reichweite einer sicheren Signalerkennung
extrem grof (ca. 11000 km), so dass die Basis zwischen zwei Sendestationen auch sehr
grof gewéhlt werden kann (ca. 9000 km — 11000 km). Auf diese Weise kommt man mit

acht Sendestationen auf der ganzen Erde aus.

Thre Standorte sind:

A)  Omega-Norway (13°E;66°N)
B) Omega-Liberia (11°W:6°N)
C) Omega-Hawaii (156°W;21°N)
D) Omega-North Dakota  (98°W;46°N)
E) Omega-Reunion (55°E;21°S)
F) Omega-Argentina (65°W;43°S)
G) Omega-Australia (147°E;38°S)
H) Omega-Japan (129E;35°N)

Aufgrund der grofen Reichweite konnen die Wellen einer Station auf etwa 75% der
Erdoberflache empfangen werden, so dass infolge der geschickten Verteilung der Ome-
gastationen an jedem Ort der Erde die Signale von etwa 4 bis 6 Omegastationen zur
Verfligung stehen. Damit konnen an jedem Ort 3 bis 5 voneinander unabhéngige Stand-
linien bestimmt werden. Die geschickte Verteilung der Sender ermoglicht es auch, 2 bis
3 Standlinien auswéhlen zu kénnen, die sich unter Winkeln zwischen 60° und 90° schnei-

den, so dass die Genauigkeit (2 — 4 km) der Ortsbestimmung dadurch erhéht wird.

Da durch das Satellitennavigation GPS eine sehr viel genauere Positionsbestimmung
moglich wurde, die ebenfalls weltweit verfiigbar ist, wurden die OMEGA-Sendestationen
am 30. November 1997 abgeschaltet. In Russland wurde ein vergleichbares Funknaviga-

tionssystem mit der Bezeichnung Alpha errichtet, welches immer noch in Betrieb ist.

3.2. Losen von Kegelschnittsaufgaben

Sind von einem Kreis 3 Punkte gegeben, so ist dieser Kreis eindeutig bestimmt. Um
den Kreis allerdings ,,bequem® konstruieren zu kénnen bendotigt man noch zusétzlich den

Mittelpunkt und den Radius.

Ahnlich verhilt es sich mit den Kegelschnitten. Sind von einem Kegelschnitt 5 Punkte

gegeben, so ist dieser nach Satz 2.7 eindeutig bestimmt. Wenn wir nun noch weitere
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Punkte dieses Kegelschnittes konstruieren wollen, so benétigen wir noch zusétzlich die
Hauptachsen und Scheitel. Sind von einem Kegelschnitt die Hauptachsen und Scheitel

bekannt, so ist dieser ,bequem®, also mit Standardlésungen, zu konstruieren.

3.2.1. Aufgabe 1

Gegeben: 2 Linienelemente (A, 7,), (B, fp) und ein Punkt
C eines sphirischen Kegelschnitts k.

Gesucht: Hauptachsen und Scheitel

Konstruktionsbeschreibung: Abbildung 3.5.:

Nach Satz 2.7 ist der sphérische Kegelschnitt eindeutig bestimmt.

1. Das Bild der gnomonischen Projektion I'
(siche Abbildung 3.6) liefert nach Satz 2.3
ein analoges Problem in der Ebene €. Wir
miissen daher die Hauptachsen und Schei-
tel eines ebenen Kegelschnitts k£ aus zwei
Linienelementen (A, t4), (B, tg) und C be-

stimmen.

2. Man ermittle einen Kreis kg, der perspek-

tiv kollinear auf k& bezogen ist (siche Ab-
bildung 3.7). Abbildung 3.6.:

a) Das Zentrum Z der Kollineation K wird als Schnittpunkt der beiden Tangen-
ten t4 und ¢ gewahlt. Die Mitte M, von kg muss auf einer der beiden Winkel-
symmetralen von t4 und ¢ liegen. kg soll A beinhalten, d.h. K(A) = A = A,.
Der Kreis ky ist damit festgelegt (nach Auswahl einer der beiden Winkelsym-
metralen). Die Kollineationsachse a enthélt den Punkt A = Ay und den Punkt
BC N B,yC,.
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Abbildung 3.7.:

b) Konstruktion der konjugierten Durchmesser 12 und 34.
Genau jener Durchmesser von ky dessen Tangenten in den Endpunkten par-
allel zur Achse a sind, geht unter K wieder in einen Durchmesser des Bildke-
gelschnitts k iiber. Der Halbierungspunkt N vom Bilddurchmesser 12 liefert
den Mittelpunkt der ebenen Ellipse k. Der zweite konjugierte Durchmesser
304, verlduft durch das Urbild von N und steht normal auf 1,2.

c) Die RYTZsche Achsenkonstrukion liefert die Scheitel und Hauptachsen von
k.

3. Das Urbild von k unter I liefert k.

Abbildung 3.8.:
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Ergebnisse aus der projektiven Geometrie (siehe Kapitel 2.6) finden zahlreiche Anwen-
dungen beim Losen von Kegelschnittsaufgaben. Der Satz von Pascal wird in folgender

Kegelschnittsaufgabe seine Anwendung finden.

3.2.2. Aufgabe 2

Gegeben: 5 Punkte A,B,C,D und FE eines sphirischen
Kegelschnitts k.

Gesucht: Hauptachsen und Scheitel

Konstruktionsbeschreibung: Abbildung 3.9.:

L. Wie bei Aufgabe 1 liefert die gnomoni-
sche Projektion I' (siehe Abbildung 3.10)
das analoge Problem in der Ebene €. Wir
miissen daher einen ebenen Kegelschnitt
k aus 5 Punkten A, B,C,D und E be-

stimmen.

2. Zuerst konstruieren wir die Tangenten ¢4
und tp in den Punkten A und B (siche
Abbildung 3.11).

Abbildung 3.10.:

a) Wir beschriften die Punkte mit A=1=2, B=5 C=4, D=3, E=6
und wenden danach auf die Punkte 1...6 den Satz von Pascal (siche Abschnitt
2.8) an.

b) Analog bestimmen wir die Tangente tg in B, indem wir B =1 =2, A =
5, C' =4, D =3 und E = 6 setzen.

3. Mit den Linienelementen (A, t4), (B, ;) und einem weiteren Punkt kann der Kegelschnitt

wie in Aufgabe 1 gelost werden.
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Abbildung 3.11.:

3.3. Der spharische Peripheriewinkelsatz

3.3.1. Der ebene Peripheriewinkelsatz

Gegeben: Zwei feste Punkte A, B und der Winkel ¢. A
Gesucht: Die Menge aller Punkte P, fiir die gilt:

LAPB = ¢ = konst.

®
Wir setzen fiir @ = O_A, b= O%, p= OP und wihlen
das Koordinatensystem so, dass die x— Achse auf der
Geraden AB liegt. A O B

Abbildung 3.12.:

Nach (A.4) und Abbildung 3.12 geniigen die Punkte P der Gleichung

- -

(F—a)-(F—b)=cos(p)- [p—al - Iﬁ—glZCOS(w)\/(ﬁ—ﬁ)Q(ﬁ—b)2-

Nach dem Quadrieren erhalten wir
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Wir setzen 0 < ¢ < 7 voraus und nach (A.5) erhalten wir

-

(- G- = o) |[- ) x -]+ [~ - D] ]
und weiter
(- a)- (7- )] (1~ cos’(p) = o) [ (7~ @) x (7~ )]
womit wir schliellich
(7= @) (7= B)] sin(p) = £ cos(y) | (7 —a) x (5 )| (3.1
erhalten. Durch die Wahl

x —e e T +e T —e
ﬁ: ) 76: 0 752 0 aﬁ_d: Yy 717_5: Yy
0 0 0

geht (3.1) iiber in
(2% — €* +y*) sin(p) = 2y(x + e — v + €) cos(p) = +2ey cos(y),

also

7% + y* F 2ey cot(p) = €2,

2? + (y Fecot(p))? = e + e* cot?(p)
und schlieflich

62

sin?(¢p)
und dies sind zwei Kreise mit den Mittelpunkten M (0, e cot(y)) und Mz (0, —e cot(p))
(siehe Abbildung 3.13).

2+ (y F ecot(p))? =

Bemerkung:

e Sind zwei Punkte A und B gegeben, so nennen wir die Menge aller Punkte P mit

LAPB = ¢ = konst. eine isoptische Kurve zum Winkel .

e Fiir den Winkel 6 = ZAM,; B gilt

tan(é) = < -t tan(p)
27 e-cot(p)  cot(yp) ’
und somit
6 —_—
2= #

e Ist zusétzlich ¢ = 90° so gilt fiir die Mittelpunkte M; = My = M (0, 0). Die Strecke
AB ist somit ein Durchmesser des Kreises. Daraus folgt:
Jeder Winkel in einem Halbkreis ist ein rechter Winkel (Satz des THALES
(624-546 v. Chr.)).
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Abbildung 3.13.:

3.3.2. Der spharische Peripheriewinkelsatz

Gegeben: Zwei feste Punkte A, B der Sphére und der
Winkel .
Gesucht: Die Menge aller Punkte P der Sphére fiir die
gilt:

LAPB = ¢ = konst.

Wir setzen fiir @ = Oj4, b= O@, p= OP und wihlen
die Punkte A und B auf dem Aquator.

Abbildung 3.14.:

Soll die von den Vektoren p und a aufgespannte Ebene mit der Verbindungsebene von
7 und b den konstanten Winkel ¢ einschliefen, so ist nach (A.4) im Fall linearer Unab-
héngigkeit von {p,d} und {ﬁ, 5} die Gleichung
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-

(Fxd)-(Fx ) =cos(o) - | Fxal - |Fxb|=cos(o)y/(Fxa)(Fx b

kennzeichnend. Quadrieren liefert
2
((Fx @) (7% B)| = co(¢) - (7 x )7 x b)?

Nach (A.5) gilt

und weiter nach (A.5) und (A.6)

7l

(59D~ G- @)D = cor(p) [aden(z 7F) - pae(a 7 )]
erhalten. Schliefslich gilt
(7@ 5) ~ - a)F-B)| = o) P) [det(a b )]

Die Wahl der Koordinaten

x cos(\) cos(\)
p=1| vy |,.da=] —sin()) |, b= sin(A)
z 0 0

fithrt auf
[(z* 4+ y* + 2%)(cos®(N) — sin®(N)) — (z cos(A) — ysin(A))(z cos(N) + ysim()\))}2 =

cot? () (22 + y* + 2*)(2zsin(\) cos(N))?

und weiter zu

®: [—2”sin’(\) 4 y” cos®(A) + 2*(cos®(A) — sin2()\))}2 —
(2zsin(\) cos(A) cot(¢))* (2 + y* + 2%) = 0. (3.2)

Projiziert man diese Kurve aus dem Kugelmittelpunkt, so entsteht bei
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e Fall 1: cot(p) =0 = p=

B}

—2?sin*(\) + 32 cos?(\) + 2%(cos*(A) — sin*(\)) = 0 (3.3)

und dies ist ein quadratischer Kegel.
e Fall 2: cot(yp) # 0 ist @ ein irreduzibler Kegel 4. Ordnung mit der Gleichung (3.2).

ad Fall 1: (cot ¢ = 0) Der Schnitt eines quadratischen Kegels mit der Sphére ist nach
Satz 2.3 eine sphérische Ellipse. Um die Hauptachsenléngen der sphérischen Ellipse
zu erhalten, miissen wir die halben Offnungswinkel o und 3 des quadratischen Kegels

bestimmen. Aus (3.3) erhalten wir
y? 2 )

tanZ(n) o
cos?(A\)—sin“ (A

Wird dieser Kegel mit der lotrechten Ebene x = 1 zum Schnitt gebracht, so erhalten

wir ) )
Yy z
P} + )
tan®(A)  __sin®()
cos2(\)—sin?()\)

=1

und dies ist eine Ellipse mit den Hauptachsenldngen

B B sin?(\)
b= tan(), o= \/COS2(/\) — sin?(\)’

Nach Abbildung 2.11 auf Seite 26 gilt daher fiir o und g:

tan(a) = %1 =tan(\) = a= A\

L sin?(\) B sin?(\)
tan(g) = 1 \/COSZ(/\) — sin2()\) = (3 = arctan (\/COSQ(/\) — Sin2(/\)>

Die Punkte A und B sind somit Scheitel der sphérischen Ellipse. In Abbildung 3.15 ist
die sphérische isoptische Kurve zum Winkel ¢ als Schnitt der Sphére mit dem Kegel ®
dargestellt. Fiir den Winkel ¢ = ZAPB gilt stets:

v = 90°

Nachdem ® ein Doppelkegel ist, liefert der Schnitt mit der Sphére nach Satz 2.3 beide
Aste der sphirischen Ellipse (siehe Abbildung 3.16).
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Abbildung 3.15.: Abbildung 3.16.:

Bemerkung:

Das Analogon zum THALES-Kreis in der Ebene, ist auf der Sphére ein sphérischer
Kegelschnitt mit den Hauptscheiteln

cos(\) cos(\)
A= | —sin(\) |, B= sin())
0 0

und mit den halben Hauptachsenléngen

B B sin?(\)
a = X und 8 = arctan <\/cosz()\) — sinQ()\)> )

Abbildung 3.17.: Animation 8:
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ad Fall 2: (cot ¢ # 0) Die Schnittkurve von ® mit der Sphire z? + y* + 22 = 1 liefert

nach Elimination der Variablen y
[—2?sin®(A) + cos®(A) — 2% cos®(A) — 2% cos®(A) + 2°(cos®(N) — si1r12()\))]2 —
(2zsin(\) cos(A) cot(¢))* =0
und weiter
[—2 + cos?(\) — 22sin®(\)]” = (22 sin(A) cos(A) cot(p))?.
Die Quadratwurzel liefert

—2% 4 cos?(\) — 22sin*(\) = £ 2zsin()) cos()) cot(¢) (3.4)

wodurch durch quadratisches Ergdnzen

2% + (zsin(\) F cos(N) cot(p))? = cos?(A) + cos*(\) cot?(p) =

und schlieflich
x? N (2 F cot () cot(y))?

=1
<Cot()\) 2
Sin()

entsteht.

Dies ist ein kreuzrissnormaler elliptischer Zylinder mit
horizontaler Nebenachse in der Hohe z = h,, und den

Halbachsenlangen a,., b, .

hy. = =£cot(\)cot(p)

A cot ()
" T Sin(y)

~cos(A)
R

Abbildung 3.18.:

Eliminieren wir aus (3.2) die Variable z, so lautet der Aufriss wegen 2% = 1 — y? — 22
cos?(A) — 1+ 22+ — 2%sin?(\) & 2z sin(\) cos(A) cot(p) = 0,

also
y* 4 2% cos?(A\) £ 2zsin(\) cos(\) cot(p) = sin?(N).
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Durch quadratisches Ergénzen entsteht

2

y? 4 (2 cos(A) £ sin(\) cot(p))? = sin?(\) + sin?(\) cot?(p) = 51n2()\)

sin® ()
und schlieklich

y? (2 & tan(\) cot(yp))?
Wy o — 2 2 = 1.
sin(A) ) <tan()\) >
(Sin(@) Sin()

Dies ist ein aufrissnormaler elliptischer Zylinder mit ho-

rizontaler Nebenachse in der Hohe z = h,, und den

Halbachsenldngen a,., b,..

hy. = Ftan(\)cot(p)

tan(\)
Q= = sin(
©)
byz == Sln(A) .
sin(ep) Abbildung 3.19.:

Die Schnittkurve des Kegels ® mit der Sphére liegt somit auf einem Paar kreuzrissnor-
maler und einem Paar aufrissnormaler quadratischer Zylinder. Die sphérisch isoptische
Kurve zerfillt dadurch in zwei Kurven 4. Ordnung die beziiglich der Aquatorebene z = 0

symmetrisch liegen.

Abbildung 3.20 zeigt eine dieser Kurven zu AB = 2\ = 70° und ¢ = 68°. Nach Kon-
struktion gilt fiir alle Punkte P:

/APB = ¢ = 68°

Abbildung 3.21 zeigt beide Komponenten der sphérischen isoptischen Kurve.

63



Abbildung 3.20.: Animation 9

Bei ¢ = 2\ beriihren die Zylinder ¥, und ¥, die Ku-
gel. Jede Komponente der isoptischen Kurve hat einen
Doppelpunkt D (siehe Abbildung 3.22). Ist zusétzlich
¢ = 2\ = 7 so zerfillt die isoptische Kurve (sphérischer

Kegelschnitt) in zwei Grofkreise.

Abbildung 3.22.:

3.4. Der Ruckwartseinschnitt

Der Riickwartseinschnitt ist eine Methode zur Bestimmung der Koordinaten eines Stand-
ortes T'. Dabei steht man mit einem Theodolit auf einem Punkt 7" mit unbekannten Ko-
ordinaten. Um diese Koordinaten nun zu bestimmen, visiert man drei Punkte A, B und
C an, deren Koordinaten man - zum Beispiel nach Riickfrage bei einem Vermessungsamt
- kennt. Jetzt werden allein die beiden Winkel o und 3 gemessen, wobei a« = ZATB
und # = ZBTC gilt. Im Gegensatz zu vielerlei anderen Verfahren aus dem Bereich der

Vermessungskunde ist hier keine einzige Streckenmessung erforderlich.
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3.4.1. Riickwartseinschnitt in der Ebene

Gegeben: Drei Punkte A, B, C' und die Winkel T
a=/ATBund g = /ZBTC. ol B
Gesucht: Der Standort des Punktes T c

Nachdem der Winkel « = ZAT B = konst. ist, kann der
Punkt 7" nach Kapitel 3.3.1 nur auf dem Kreis k; liegen.
Wegen 0 = ZBTC = konst. gilt analog T' € k. Der

Punkt T kann somit als Schnittpunkt der beiden Kreise k7 und ko ermittelt werden.

K,

A B
Abbildung 3.23.:

B

Abbildung 3.24.:

3.4.2. Riickwartseinschnitt auf der Sphare

Gegeben: Drei Punkte A, B, C' und die Winkel
a=/ATBund = /ZBTC
Gesucht: Der Standort des Punktes T'.

Abbildung 3.25.:

65



Nach Kapitel 3.3.2 existiert zu den Punkten A, B und zum Peripheriewinkel o genau
eine isoptische Kurve k;. Analog gilt dies fiir die Punkte B, C' und den Winkel 3. Der
gesuchte Punkt 7" kann somit wieder als Schnittpunkt der beiden isoptischen Kurven k£,

und k- ermittelt werden.

Abbildung 3.26 zeigt die beiden isoptischen Kurven k; und ks sowie 71" als Schnittpunkt

der beiden Kurven (mehrere Losungen moglich!).

Abbildung 3.26.:

3.5. Satz von IVORY

3.5.1. Der Satz von IVORY in der Ebene

Definition 3.1 Mittelpunktskegelschnitte (Ellipse und Hyperbel) mit
identischen Brennpunkten werden als konfokale Kegelschnitte bezeich-

net.
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Bemerkung:

e Die Mittelpunktskegelschnitte haben (mit Ausnahme des Kreises) zwei Brennpunk-

te.

e Eine Ellipse (Hyperbel) schneidet eine konfokale Hyperbel (Ellipse) rechtwinkelig.
Weiters gilt fiir konfokale Kegelschnitte folgender

Satz 3.1 (Satz von Ivory)(o.B.) Im Netz konfokaler Kegelschnitte be-
sitzt jedes Netzviereck (siehe Abbildung 3.27) zwei gleich lange Diagona-

len.

Abbildung 3.27.:

Wahlen wir zum Beispiel das Viereck P;, P, P53, P, so besagt der Satz von Ivory, dass

fir

|PLPy| = | PP

gilt.
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3.5.2. Der Satz von IVORY auf der Sphare

In diesem Abschnitt versuchen wir zunéchst das analoge Problem auf der Sphére zu

l6sen.

Gegeben: 4 konfokale Kegelschnitte k1, ko, k3
und k4 mit den Hauptachsenlédngen a; = 40, ay =
60, az = 10, a4 = 30 und mit den Brennpunk-
ten S1(—35/0) und S5(35/0).

Gesucht: Die sphérischen Distanzen d; = | P, Py

o —

und dy = |P,Ps| (sieche Abbildung 3.28).

Abbildung 3.28.:

1. Laut Angabe ist e < a; < as und somit k; und ks nach Satz 2.2 eine sphérische
Ellipse, und wegen e > a4 > as ist k3 und k4 eine sphéarische Hyperbel. Es existiert

somit ein Netzviereck PPy P P;.

2. Zunéchst ermitteln wir die Kugelkoordinaten des Punktes P;. P; ist der Schnitt
der sphérischen Ellipse k1 und der sphérischen Hyperbel k3. Nach (2.4) auf Seite
23 lautet die Funktionsgleichung von k;

cos?(p) = p-q
@+ (p? — ¢?) - cos?(N)’
wobei fiir p = Ssi?n(?el)) und fiir ¢ = C:;s(éle 1)) gilt.

Einsetzen von e = 35 und a; = 40 liefert

(sin(40) )2 ) <cos(40) )2

I: COSz((p) = Sifl(35) (35) '
cos(40 sin(40 cos(40
(COSE35;)2 + ((ﬁ)2 - (ﬁ)2) : COSQ<)\)

Analog gilt fiir k3
(Sin(10) )2 . (COS(lO) )2

II: cos®(p) = sin(35) cos(35) |
cos(10 sin(10 cos(10
<Cosg35§)2 + ((ﬁ)2 - (0055353)2) : COS2()\)

Die Gleichungen I und 17 liefern fiir A:

A o= —11.9, Ay =11.9, Ay = 180 — 11.9, A\, = 180 + 11.9
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Fiir den Punkt P, wahlen wir Ay (siehe Abbildung 3.28), und A, liefert fiir ¢
w1 =19.7, v = —19.7

wobei flir P; nur der positive Wert von ¢ heranzuziehen ist. Die Kugelkoordinaten
von P, lauten somit:

Pi(\ @) = (11.9/19.7)
3. Analog werden die Kugelkoordinaten von P,, P; und P, berechnet.

P5(34.7/10.0), P5(23.6/49.0), P,(55.0/22.8)

4. Der sphérische Abstand d; von P; nach P, wird nach Satz 1.3 auf Seite 14 berech-

net.
cos(dy) = cos(90—19.7)-cos(90—22.8)+sin(90—19.7) -sin(90—22.8)-cos(55.0—11.9)

und schliefllich
dy = 40.1

Fiir den Abstand dy von P, nach Pj gilt:
cos(dy) = cos(90—10.0)-cos(90—49.0)+sin(90—10.0)-sin(90—49.0)-cos(34.7—23.6)

und weiter

dQ = 401 - dl-

Somit gilt die Gleichheit der sphérischen Distanzen d; und d, fiir die speziell gewahlten
Kegelschnitte k;...k4. Ohne Beweis sei jedoch bemerkt, dass die sphérische Version von

Ivory fiir alle konfokale Kegelschnitte, welche ein Netzviereck bilden, gilt.

Satz 3.2 (Sphdrische Satz von Ivory)(o.B.) Im Netz konfokaler
sphdarischer Kegelschnitte besitzt jedes Netzuviereck zwei gleich lange Dia-

gonalen.
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Abbildung 3.29.:

Bemerkung:

Dieses Ergebnis gilt nicht nur auf der Sphére, sondern auch in hyperbolischen Rdumen

und allgemeiner in allen Rdumen konstanter Kriimmung (siehe [10]).
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A. Anhang:

Goniometrische Formeln

cos(a £ 3) = cos(a) - cos(fF) F sin(«) - sin(f)

a+f3 a—pf
cos(a) +cos(f) = 2-cos( 5 ) - cos( 5 )
e = 1 — cos?(a)
tan(a) cos(av)

Vektorrechnung

Fir den Winkel ¢ zwischen den beiden Vektoren @ und v gilt:

u-v
cos(p) = ———=
ja| - |7
Kreuzprodukt zweier Vektoren u und v.
Uy U1 UV3 — U3V2
UXU=| uy | X | vy | =1 usvy —uv3
us U3 U1V2 — U2y
Der Vektor ¢ := 4 x v steht auf 4 und v normal.
Weiters gilt:
(@ x ) - (@ xv) = (@-a)(0-7)— (@-7)>
("% §) x (uxv) = §det(ru v) — rdet(su v)
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